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Séminaire de Théories Physiques

(Séminaire Louis de BROGLIE) 29 mars 1955
Annde 1954/55)
—t=g-t- Exposé n°® 18

QUELQUES CAS DE REPRESENTATION DES CORPUSCULES

EN INTERACTION AVEC DES CHAMPS EXTERIEURS DANS

LA NOUVELLE FORME DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE.,
(THEORIE DE LA DCUBLE SOLUTION).

par Gérard PZTIAU

—a® L0
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Je me propose dans cet expogsé de montrer comment il est possible, tout au
.moins dans certains cas particuliers, de déterminer complétement pour un corpuscu-
le soumis & l'action d'un champ extérieur, des solutions de 1l'équation d'ondes de

Schrodinger possédant une singularité ponctuelle localisée mobile décrivant une
trajectoire,

1.~ Je considere 1l'équation d'ondes de Schrodinger dépendant du temps
2n _ o, im oY
(1) AN Jﬁz Evih=2 % Ot (x,y,2,t)

déerivant un corpuscule chargé soumis & l'action d'un potentiel V(x,y,z) .

Suivant la méthode de L. de Broglie, 1l'onde “W(x,7,z,t) peut &tre derite
sous la forme

W(X’Y)Z,t) = a(x,Y9Z,t) exP[ % S(X’Yszyt)]
les fonctions a et S é&tant réelles.

L'équation (1) donne alors le systéme

(2) 2n(d, S - €V) - > (0, 9?4+ F2 %9

]
(@]
-

I

(3) 2m(at a) -2 (6X S)(aX a) -AN\Sa=0 .

Si 1'on considére S comme connu, l'équation (3) est une équation aux déri-
vées partielles lindaire du premier ordre. La solution de celle—ci se détermine

‘en recherchant les courbes caractéristiques. Ces courbes sont solutions du systeée-
me différentiel

(4) gav _  _dx_ _ _ dy _ _dz__2da
m T 98 T 8 T 8 " nSa °
ox dy Jz
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Si la fonction S satisfait a la relation
LNS=0 ,
la solution de (3) s'obtient simplement :

En effet, 11 suffit alors de déterminer trois intégrales premiéres dépendant

du temps, solution des équations différentielles,

dx _ _ 198 QI il dz_ 198
dt -~ mox ° mdy * dt- " moz

soient x= @ (t) , y= @(t) , z= cpé(t)
Cxp = 1(t) 5 ¥o = @altg) 5 25= P5(tp) )
que nous derivons encore
(5)  A=x-p() , py- @) , v=z- @)
3, (1)

. 1
avec 3t =-n

K
-

Nous avons alors

a(x,y,2,t) = a(\,p,v) = ¢ (Aspp) o

arbitraire

I1 reste & résoudre le systéme (2), Pour cela, on effectue le changement
de variables (5).
Cette transformation étant linéaire, on aura
A A * PP
[ 2 + 2 + 2] a(xﬁy,zxt) :[ 2 + + }2:'6'(/\"“‘,\)) b
& ¥y I JF

D'autre part l'expression

o

os . 2: .
=2 _ T - g\ -
2m(at 8 4, (a“ i
se transforme en une express-on ?Cqu'y't) »:i loit &tre indépendante de t .

Il en résulte des condit_.... qus Gsterminen. les fonctions CPl y Yo s @3

et la fonction S .

Si 1l'on n'admet pas l'hypothése A S = 0, on est conduit au systéme (4)
complet.

On détermine d'abord trois intégrales premidres dépendant du temps

fl(xl,Az,AB,x,y,z,t) =0 , f,=0, £3=0
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et réciproquement A, = CPl(X,y,z,t) y ees

ot il reste en outre a déterminer une quatridme intégrale premiére telle que

e 08at 8, (A,v,v,t)dt
a~ 2m 2m *
on en déduit
R ( Sl(7\,,\9,,\/,%,)(113~
&= farbitraire( 1039 exp[—.) 2n o

Pour qu'une solution de ce type soit acceptable il faut des conditions supplé-

mentaires :

1°) La fonetion

( Sl(k"",v,t)dt
|

fl = exp| - m 1= fl(}‘,\i,\),t)

/

doit &tre une fonction réguliere,

2°) Sur les trajectoires A,u,v sont constants, f, se réduit & une fonec-
tion de t . La fonction d'ondes doit .présenter un caractére de permanence qui
n'est compatible qu'avec certaines formes de la fonction fl (par exemple fonc-
tion périodique de valeur moyenne sur une période non nulle, fonction dont la va-

leur moyenne au cours du temps tend vers une valeur constante non nulle, etcoa.)e

2.- ETUDE DE_L'0OSCILLATEUR HARNONIQUE.

Les équations précédentes (2) et (3), dans le cas de l'oscillateur harmoni-

que spatial, pour lequel nous avons

EV=k r2 = k(}:2 +y2 + z2)
nous donnent
(21) 2n(d, S - k 2 -5 (o S)? + FR i—\fz 0
() n(d, 8) - T (0, 83, 8) -t ASaz0 .

Nous chercherons une solution en admettant sur la fonction S les hypothéses
10) AS=0
2°) S est une fonction lindaire de x,y,z , soit

S

So(t) - Sl(t)x - Sz(t)y - SB(t)z

So(t) - 2; Sj(t)xj j=1,2,3 .



Le systéme (4) s'éerit

(an) a dXi B dxj
m s) T Sj(t) ’
dx. S.(t)

soit ——1 R .
at m
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Nous écrivons les solutions de ce svstéme sous la forme

(%= x;(8) = @,(¢)
L x? = cpj(toj d'ob mL(?;j(t) = Sj(t) .

Nous définissons trois paramdtres A; , A, » >\3 par

(5') )\j =% - q)j(t) .
L'équation (3")
m(d, a) - > (0, 8)(3, a) =

nous donne alors

2
J a(Al’AgyA )

a(x,y,z,t) = a(Al’)\Z’)\B)
et (5') entraine
2 2 2 2
[ (52 + 9 P + 2] a(x’y?z’t) = [é ) + 9 2 P
ox dy oz 5?\1 6?\2 E)/\3

Par le changement de

2 S} - Zs' —kag?]-Z(

J

AN:!
ou ’ﬁz’—?——mZx? - 2m T (8) + 2k ¢p)) - 2nk Zq:j: -

-\:’2 Da

-5 (sj)2

Cette équation ne dépendra plus de t si nous avons

S‘;.(t) + 2k ij(t) =

constantes ,

Z(S)

2m S"

2n S4 - 2mk Z(p
ou encore

Lom 8§ - 2m &, ¢p; + 2mkc T9%

- (sj)2

1

n

variable (5'), 1'équation (2') devient

=0

QJ

m S, -
J(PJ

+ 2m Sé =0 .

B constante
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Ces conditions vont nous déterminer les CPJ. » S; et Sy . Nous déterminons CPJ.

J
et S:'i par le systéme

|

{Lm‘%‘j

S! +2k .= A, = " k .= A, .
M Tl B S

La solution en est immédiatement

- I - - -
% (t) = Rj Cosfw(t to) d.j] + X, Rj Cos o(j

gvec 0.)2 = '2—k
m
A. =2 k(x, - R, Cosa, .
3 c( 0 j OlJ)
La trajectoire (pj(t) coincide avec la trajectoire classique si nous avons
A. =0
J ?
soit X~ = R, Cos & .
0 J J
La relation
S. = t
j=™ 9
nous donne ensuite
S. = - 2km R, sinfw(t-t.) —a.]
3 V2 Ry sinfe(t-tp) - ay]

et 1'on vérifie que Sj(to) =mw Rj sin %y =m v? .
I1 reste & déterminer SO ,

En reportant les exoressions des q)J. et 85. dans Sé on obtient :

_ m 2.t _ Y2km 2 . eof 4 _
So(t) = [B + 5 §j AJ._, = §j Rj sin 2Lw(t-ty) uj] .
On a donc

1°) Pour les trajectoires

=

- ) - 1
ch(t) = RJ. cosfw(t to) dj] ST
2°) Pour la fonction S
- m 2.t \V2km 2 .
S(t) = [B + 3¢ > Aj] 7 - Lot > R] sin 2w (t-t,) —o(j]

+ xg V2km R, sinfeo(t-t,) -o(j] .

3 .
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La fonction a()\l, )\3) est alors déterminée par 1l'équation d'ondes

Asa
Bz—éz—-kaZ)\?—sz)\jA;+B:O )
o

On voit que la condition Aj = 0 raméne les trajectoires aux trajectoires
classiques et 1'dquation d'ondes & 1'équation de 1l'oscillateur harmonique transpo-

2 1
sée dans 1'espace ()\1,>\2,>\3) .

Nous nous placerons maintenant dans ce cas., Il reste 1'équation

1 2 _
AN +R—2{B - 2mk 3 xj] a(Ahyshg) =0
La résolution de cette équation s'effectue sans difficulté :

On pose

.)\1='Psin9coscg , Azzesinesinq) , )\3= ()cose

_ B 2 _ 2km
“H2 7 7 T2
cos m
a(A NayNy) = a(Q) P (cos ) {
1772273 ¢ sin m @ ’

et 1'on obtient par séparation des variables 1'équation différentielle détermi-
nant a(p)

2 9 2041
Pop 2

I-T

-a—5+ +a€,—0*2?2]a(p):

cette équation identique & celle que l'on rencontrc dans la théorie de l'oscilla-

teur harmonique admet la solution générale

_gf_
ap)=c, 0 2 of FG(E+2-22 ;4425
=2

+Cye 2 ?ﬁlFl(—%(g—%'*:’z&o‘");"'Q+%;O—?2)'

La solution en G1 correspond & 1l'onde réguliére, au voisinage de P =0 ;

La solution en 02 a4 l'onde singuliere.

Pour que ces fonctions soient acceptables, c'est-a-dire aient un comportement

4 1'infini convenable, les fonctions lFl doivent se réduire & des polyndmes.
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Ceci nous donne les conditions

1) Pour 1l'onde réguliére

W3- =0, %=2n1+£1+:23-
d'ou B1=2mw“"(2nl+‘el+g—) .
2°) Pour 1l'onde singuliére
R OEE L SRS
da'ol B2 =2mwhn(2 n, -~ EQ + %) .

La valeur propre B intervient dans la phase S .

Par suite, pour qu'il v ait guidage par une ghsee commune, il faut que l'on
’ s’

ait

Or les waleurs de B1 sont toutes positives, mais non pas celles de B2 . Ssules

les valeurs communes seront acceptables.
Nous poserons

. , 2n2—+2?=’ﬂ+1

alors B=2m og?\(N + %) .
Nous devons alors distinguer deux cas @
1°) N pair
2n, +4 =Npair , 2n,-4,=N+1 iopair

les valeurs de (ia,nl) R (é;,nz) seront

f=0,2 ,..,0

Aye
!

'—1 ,3 ,...CO

21’1 :PT,IJ“Z, LIC ) ,O 2

. =N+2 , N4d , ous 0

=)
™
i

Soit «21228 ’ £2=2s+1,ona
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s

ap)=e 2 350 m oo 22 o0d)
p) = 1 £ 112 3oeE TR
- 8=0
(€]
& () 1 P
+Z__C2 5o lFl( (2+S+l), 28 5 3 r)‘
s=0 e
20) Pour N impair
2 n, +.fl = N impair 2 n, —-52 =T + 1 pair
(2n; =081, 83, ..., 0 ’ (2my, =T+l , 3, o0 @
b=1 ,3 ,..,0¢ ' 5 Zy=0 52 4 .o
31:2S+1 ‘gzzzs
. R
J
- ( (§-1)/2 .
1 H-1 2
aP) = Z 2 c{s) 2o p (B -6) 528+ 2500
=0

Q ( 4 ’
<2 (5) 1 1 2
*2—05) 3se1 101 ('("%i+s)5“25*§;6'?)}

La solution compldte du probléme de l'oscillateur harmonique est donc obtenue

par l'expression des fonctions S et a(Al,AQ,AB) .

3.~ Je vais maintenant considérer corme second exemple, le ca® du mouvement d'un

électron soumis & 1'interaction d'un champ magnétique constant H = Hz = cte ,
H =H =0,
X y

Ce champ magnétique peut &tre considéré comme dérivent du potentiel vecteur

A =0, A = - H1 Y Ay = H2 X

I

avec Hl + H H

L'indétermination correspondante dans H1 et H2 correspond au choix de

la jauge.

Nous poserons

e 1
‘C'H =K s K1+1{2:

o o

H L]

4

J'introduirai en outre une constante o en posant

kl+8:K1 ’

kz’-g:hz )
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de telle sorte que

€= = =
o H= Kl + K2 = kl + k2 =k .

L'équation de Schrddinger donne, en écrivant
i
Y = a(x,y,z,t) expl % S{x,y,2,t) 1

le systéme

o) - .
(2) 2m 5% - ZL(GX 5+ K y)(aX a) + (ay S - I, x)(ay a)
+ (6Z S)(E:)Z a)]-A Sa=0

(3) 2m(5t S) - [(éx S + Kl y)2 + (Sy S - sz)z + (62 8)2] + ?‘2 _%__8_,' =0

Je vais encore chercher une solution ne dépendant que de la position du corpuscu-

le sur la trajectoire en introduisant 1'hypothése
ANS=0 .
Je vais chercher une solution du systéme (2) , (3) en posant
= - - - Vg -~
S = 8,(t) = 5, (t)x - 8,(t)y - Yz bxy .

Le terme <3xy (5,x' constantes) nous permettra de rapvorter la solution & un

choix quelconque de la jauge en partant d'une jauge déterminée pour le champ exté-
rieur,

Introduisant les nombres kl et k2 définis précedemment, le systéme
(1) , (2) s'derit :

(3) m(@t a) + (S1 -k, y)(@x a) + (S2 + k2 X)(ay a) + X(bz a) =0

(4) Zﬂsé—Six-Séy]-[Sl_klyf_[52+kzxf_x2 SRR Aaazo

Les caractéristiques du systéme (3) sont solutiors du.systéme différentiel :

dat _ dx _ dy _dz
m Sl(t) -k ¥ 82 +ky,x T Y

dx d . dz

ax _ _ < . ay _ —
ou el Sl(t) kjy 3 mg = Sz(t) + k2 X 5 mg =Yy

Nous écrivons les solutions de ce systeme sous la forme
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H
]

¥ (t) y Z2=2
Pty

(-?(t) ’ y

wlty) 5 ¥,

(X
ES

N

n
1}

Nous avons alors
m@(8) =8,(8) -~k W) 5 om W(t) = S,(8) + ky Pt)
Nous poserons

N=x - @(t) \-l:y-q)(t) 5V

I

X
Z2 -2y - (t—;to)
Nous aurons alors a(x,y,z,t) = a(A,p,v)
A’}:,y,z a(x,y,2,t) = A‘/\,\A,v a()\’\)’\)) .
Le changement de variable

x=XA+@(1t) , ¥

1]
1

M+ W) 5, 2 V+%(t—to)+z

0

donne alors dans 1'équation (4) :

JANNE-!

L

22, onst -8
a 0

2 2 2 ' .

2 2 .22 : 2

-2 Wmsy -k 8) -k5 @% -k W - 2A(n 8] + kS, + kyp)
. 2 2,2 .22 _

-2p(m 3y -~k 8y +XJW) -k AT -k pT =0 .

Cette équation ne devant dépendre que de A »¥,V¥ nous devons avoir

2 te
' v —
mSl+k282+k2((/._Al_C

2
' I —
m82 k1 Sl+k1\P_A2
2 2 2 2 2.2 te

' — — — — -—
2mSO—Sl—S2 Y 2CPA1 2WA2+k2L(7 +kl\\) =B=¢C

et il reste 1'équation aux dérivées partielles :

2L 2,2 2.2

B =2 A4 -2 A, -KAN" -k +B=0 .
Les dquations ci-dessus déterminent complétement <« , YV, S, 98,5 85 -
Nous allons préciser ce calcul dans le cas simplifié ol 1l'on a A = A2 =0.

On a alors
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2 2
' - . [ _
gm51+k282+k2CP._O ; mS; k131+k1¢'_.0
(m @' =38, -k N ; m W= Sy + ky <P
et par élimination, posant
k = k1 + k2
k, +k
ggpn_(_._l_?n__.z. \V!zo
| k., + k
1 2
I S '
\w —= ' =0
Soit co= &= -8
m c
On a @rrwdt=0 ,  Wlwd =0
| IR -—_ - — —
d'ol @ (t) = R cos[@(t to) (?O] + %y - Rcos @,
) — .« = - =
W(t) = R sin[w(t to) Pyl + ¥y + R cos @,
R et CPO désignant deux nouvelles constantes.
Les trajectoires x = w(t) , y = L(t) sont les cercles classiques décrits

par 1l'électron dans le champ magnétique H = H .

Posant
2 112 e _ . R 2
= (@2 s (WP = of R
on a R = XQ = 2° VO
T wWw”T e H
0 _ 10 _
vx_-wR cos Lo Ty =

W = el
me

pt

La pulsation

devait s'y attendre.

On a alors sans difficulté :

5,(t) =m ' (t) + kW
S,(t) =m W' -k, p
:kl

R cos@u(t—to) —(?O] - k2(xO + R cos @

- WR sin ¢

est indépendante du choix de la jauge ainsi que 1l'on

- ky R osinfw(t-ty) -]+ k,(yy + R sin @ ()

o)
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s (8) =B + 212 + B, - k) sin 2o(tot,) ~, ]
et o\t) =B +y Jop + \E — Ky) sin ~tg) =99
+ ky R(yO + R sin(#b) cosﬁu(t—to) —CPO]
- k, R(XO - R cos<po) sinEﬁ(t—tO) —<(O] .

Nous avons donc déterminé SO ’ S1 s S, et la phase

2
S(t) = 85(t) = 8 (t)x - S,(t)y -yz - Sxy .
Nous sommes amenés maintenant & chercher les solutions & singularités locali-~

sdes en A= V=¥ =0 de 1l'équation

2 2 2

2072  J"a  a 2.2 .2 2 -

92, 22,287 1202 d R BlalAuy) =0
6%2 6y? 6»2 2 1 7

Par un choix convenable du facteur & , nous pouvons nous ramener 2 kl =0

k2=k , d'ol

Cette équation est, transposée en A , celle & laquelle on raméne le probléme de

1'électron dans un champ magnétique constant et obtenue par Landau en 1929.

Cette équation est dans la direction O) celle d'un oscillateur harmonique
linéaire, Mais lea solution de la mécanique ondulatoire "orthodoxe" par séparation

des variables A, 4, n'est pas acceptable ici.

En effet la recherche des solutions singuliéres limite 1l'application de la
méthode de séparation des variables aux systémes de coordonnées dans lesquels il
existe des surfaces de valeurs d'une des coordonndes constantes enveloppant com—

pléetement le point singulier.

Toutefois 1l'existence de la solution singuliére se voit ici immédiatement
car au voisinage de A =p =v = 0, 1'équation ci-dessus se raméne & 1'équation
de Helmholtz dont la solution est bien connue, mais avec les valeurs de B cor-

respondant au cas de l'oscillateur harmonique.

Pour mettre ceci en évidence, nous poserons encore

=pcos & , p=psinb cosy s, V= ¢sin© sin¢p
d'ol 1'équation
2 )(Pa1) 2 2 2
Q‘—+gg--¥";1 +1_2[5 2+cotgege+ é 62]-1‘2‘2'{7200529 +%]
R L sin? 6 02 T\

xalp,9,9) =0,
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I1 n'y a évidemment plus séparation des variables p et © , mais si 1l'on cher-
che une solution a(p, &) , on voit que au voisinege de © =0 (cos 6=1),

p => N la solution a(p, ©) se raccordera & celle de

2 2
d 20 P200s1) ¥ w2 B _
[6)\2 + ,\ ax —_ AZ - v\z >\\ + 'RZ:' a(}\,C) =0 .

La résolution de. cette équation, qui est ceclle considérée précédemment, détermine
des valeurs quantifiées By acceptables pour que la fonction décroisse convena-

blement pour A —=> ®.

Au contraire, pour € = "-2'- , M ,u =>0 et 1'équation d'ondes se ramene

3 1'équation de Helmholtz mais avec les valeurs de la constante BN ci-dessus.
Les fonctions d'ondes & singularités localisées mobiles décrivant le mouve-
ment d'un électron dans un champ magnétique constant sont donc complétement déter-

minées.

Le cas du champ électrique constant se traite également sans difficulté par

la méme méthode.



