ROBERT POTIER

Sur les produits scalaires de fonctions d’ondes et les intégrales de
Fourier réciproques, en mécanique ondulatoire relativiste

Séminaire L. de Broglie. Théories physiques, tome 24 (1954-1955), exp. n° 16, p. 1-10
<http://www.numdam.org/item?id=SLDB_1954-1955_ 24 A15 0>

© Séminaire L. de Broglie. Théories physiques
(Secrétariat mathématique, Paris), 1954-1955, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire L. de Broglie. Théories physiques » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SLDB_1954-1955__24__A15_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 16-01
Séminaire de Théories Physiques
(Séminaire Louis de BROGLIE)
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e Exposé n° 16

SUR LES PRODUITS SCAIAIRES DE FOFCTIONS D'ONDES
BT LS IFTSGRALES DE FCURIER RECIPROQUES,
Bl 1 HCANIQUE ONDULASTOIRE R LATIVISTE.

Par Robert POTIRE

—0 O
"o .

I TRODUCTION,

Dens de nombreux trevaux ([2], [3], [4]), Mr Olivier Costa de Beauregard a
défini de maniére covariante relativiste la norme, l'orthogonalité des fonctions

d'onde et les intégrales de Fourier réciproques.

Son but ¢tait de donner 3 la théorie coveriante de Tomonaga [ 127, Schwinger
[10], Dyson [ 5] et Feyman [ 6] une base compacrable & celle que représentait "le
formalisme d'interprétcation de la théorie primitige de Heisenberg-Schrddinger par

rapport & la formulation hamiltonienne de la théorie quantique des champs",

Tous les reisonnements de lMr Costa de Beauregard postuleient que les fonc-
tions d'onde de la particule obéisseient & 1'équation de Gordon, qui excluait les
théories des particules 2 masses ct & spins rultiples. (Cf., R. Potier [7], [8],
(9D

Pour &tendre ses résultats & certgins corpuscules de spin spdcifié (électrons
de Dirac, corpuscules de Kcmmer), Mr Costa de Beauregard [ 3] devait s'appuyer sur
1'€galité du flux du courant de ces corpuscules st du courant de Gordon qu'on pou-
vait leur associer, & travers les hypersurfaces o du genre espace. Il lui était
nécessaire pour cela de s'appuyer sur les algdbres ratricielles particulidres asso-

" ciées a ces corpuscules. L'extension & d'autres corp-scules se heurtait & des dif-

ficultés considércbles.

Dans ce qui suit, nous nous proposons de montrer gqu'une tclle extension va
de soi, si 1l'on rcnonce & imposer 1l'équation de Gordon, & la condition de faire
sur le quadrivecteur courant d'univers des hypothéses tres simples et toujours

réalisées dans le cadre des théories actuellement envisagdes (Cf. [1]et [71.).

Nous avons montré [ €] que les équations générales covariantes introduites par
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nous en 1945 [[7], définissent des cornusculss & spins et masscs multiples. Une
solution onde planc de ces dquations sera définie par un quadrivecteur kk
(A=1 , 2, 3, 4) , relié & 1'impulsion-énergic N les formules de Louis de

Broglie :

(1) h_k}\:2frp7\

¢t par des nombres quantiques de svin S , 83 .
On peut ainsi poser :

(2) Wk,x) = C;S,SB(k) X

C(k) pout s'obtenir & purtir de l'expression de 1l'onde pleone dans le systeme
propre, obtenue por une transformation de Lorentz qui annule kl , k2 et k3 .

Cette onde planc, il elk4x4 , déoend de la masse propre m, a laguelle

on peut associer une variable kﬁ selon le formule

~

(3) h kf =2Tre m,

kf change de signe quand on change le sens des X4 . Par conslquent, kp aura

la veriance d'un pscudo-inveriant., Dans le systeme propre, on a @

(4) k, =k, =%, =0 k4:ik£

Quand on repasse au svstme d'axes primitif, le vecteur k)\ conserve sa longueur

d'univers ¢t on a :

(5) (x s K5 =0

)\)
(5) définit dans 1'espace des k un hyperboloide associé & la masse m, . I1 est
4 remarquer qu'une scule des nappes‘de cet hyperboloide est & considérer dans le
cas général, cellc corrcspondent & +k, . Le nappe définic par "ku n'intervient
que si les équations sont invarientes dans tout retournement de Lorentz. Alors,

avec m , intervient la masse S e
Nous définirons 1'élément trilindaire de 1'hypcrholoide (5) :

(6) <19X:: -i(d x dk | dk?) ’V’V’P une permutation cir-

culajire de 1, 2, 3, 4

(6) définit un pseudo—quadrivecteur, auquel on associcra un invariant, d? , Se-—

H

lon la formule ¢
(7) by 4, = —kf dr:;)

kA est en effet colinéaire & 1'élément dy, » car :
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(8) § K dk, =0

k>\ st normel & 1l'hypcrboloide, ct dr))\ cussi.

Dans 1l'esnace-tenps, nous considircrons les hyporsurfocos o du genre es-

pace, dont 1'élément trilindairc scra @

(9) dey = - 1de\)\ dx de:l
NsMy ¥y p = perturbation circuleire de 1, 2, 3,4.

2.~ CONSEQUENCES Di L'EXISTSYCE D'UN QUADRIVECTEUR EZEL ET A DIV RGENCE NULLE,

Nous avons donné [ 7] les exprescions générales du quadrivecteur-courant
réel, de divergence 4-dimensionnelle nulle, pour les particules de spins et de
masses multiples. Dans ce qui suit, il nc sera pas nécessaire d'utiliser le dé-

teil de ces expressions, Il suffira de faire les hypotheses suivantes.

1°) Un quadrivectour, forme bilinéeire de la fonction d'onde 4/ et de la fonc-

tion conjuguéc ¢ d'unc cutre fonction d'onde, l? , existe, Soit :

V(%;’LP) v(VY, ‘\/) est réel,
20) Les équations d'onde cntrainent
(10) div, v(b,¥) =0

30) 8i @ et WV représcntont deux fonctions d'onde planes définies par lc méme

ky (donc de méme quentité de mouvement ot énergic), et si ¢ et ¥ représen-
- ’ K3 by 2

tent des cas purs différents de spin dans le svstéme propre (par cxecmple S~ et

st 2 1 * 2’
83 différents, ou S~ <&gaux ot 83 différents) on a

V(g‘;’ \l/) =0

Les conditions 1°, 29, et 3° sont rfalisées par les quadrivectcurs de notre théo-

rie ainsi que par ceux de toutes autres théories & notre connaissance.
A partir de ces hypothéses on peut d-émontror plusicurs lcmmos.
Lemme 1.~ On a : v({:,\lf):[v(\i',cp)]*
En effet, v(‘]’l + " @2 , \T’l + )\4)2) est réel.,

Donc : v(q’l,"i’l) + AN v(‘%,*é) + N v(q),‘\/l) + )\v(‘—l/‘l,‘Pz) est réel.

Posons per exemple A = 1, il snit que :

v@z,‘ﬂ) + V(C\“i,q/z) est réel.
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Si AN=1i, on voit que :

v(*’k’z,‘{fl%v(‘I’l,‘i’z) est imcgincire opur.
Deux complcxces de somme réelle ot de dirférence im ginaire pure sont conjugués.,
1 *
Done v(¥,Y) = [v(l,¥,) ]

On peut donc écrirc :

/qfd T (pty) ds |l [v, (Ypth) T sy,

s
ou, autrement dit :

(11) <o\ > = (Y >

-2 —
Lemme 2.~ Soient dsux fonctions d'onde planes ¢ V= G e(k.X + l«:4 x,) ot
— T
q) = ()JGG{’ X+ ki x4) , ol la veleur de k cst la mSme dans les deux expres-

sions, ¢ et o étunt deuxz constantes.,
On a : vd(q),@):o si k2175k4
fn offdt : v(W, ) = o[ () = k)%, ] v(T, )
div, v = i(k) - k,) e[ (k} - k,)x,] v4(:C:,cu) =0
Cc qui entraine : v,(Z,w) =0  d'od v4(\_\2,¢) =0

Lemme 3.- 81 W=0 e(k cst une fonction d'onde plane, v(V,¥) ost co-

be
A %)
. 2 . -~ N
linéaire au quadrivecteur k . On peut, en effet se ramener dans lc systeme pro-
prc par une trensformation do Lorentz. Si la proposition est vraie dans ce syste-
mc, clle sera vraie en général (lecs deux gquadrivecteurs se trensformant de manie-

re équivilente).

Formons v(q),\\)o) , ¥ é&tant donnde par G e(k)\ ::?\) et \Poz C_,Oe(ko x4)

(ces deux fonctions avpartenunt aux mémes états de masse et de spin).

VAN o \— — . _ _‘» =z =
D'ou : v(?,\\i)) = el (kO k4)X4 k.x]v(Z, “7>O)
- . N -
. (. 7z . _ 7 .
le4 v(V, \VO) = eL(kO 1{4)}{4 k.A]!—(kO k4) v4(§,CO) kok‘{)((nyzo)] avee
A = 1,2,9
tAah o — -1 = _ - ra
D'ol : 0= (ko K4) v4(§,ZO) ka(\&(z,,ﬁo)
feisons tendre les k, vers O, k, tend vers ko « On scit que si les Kk,
sont du premier ordre, kO -k, est du second ordre. Il feut donc que les trois

vy tendent eux aussi vers zéro.
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D'ol : vd(io,qo) =0

Si on suppose que V (Z;O,i:o) est nonnul (nous ferons, en :énéral dans ce qui
suit cette thothese) 1z colindarité de v(\fo,\y ) et du quadrivecteur

0,0,0,k

0 ,eet bicn démontrée, Notre lemme l'est sussi.

3.— EGALITE DE PARSEVAL.

Posons @
(12) Y = (z“‘)‘*/z[f\ exp(i &y %5 55, () ag,
Vf est 1'hyperbolo¥de s

(13) %

relatif & 1'état de masse propre my . kg est un pseudo-invariant dont nous

]

k/\k7“+k§=o (ou %_—t(kk)zﬂuki,:o).

avons déja parlé sous le nom de ky, S et 83 définissent les états de spin

de € , ramené au systéme propre.
Considérons la fonction d'onde :

(14) cb = (2 T,—)—B/zlgw exp (i ky x')\) wm_t,,,S,SB(k) dotp

dans les formules (12) et (14) il convicnt de faire la sommation sur toutes les
valeurs de £ , de S et de S5 4

Cherchons & calculer 1'intégresle
7 W
(15) T=f] whas = <aldb>
Vo

La relastion div4 v = 0 entraine que cette intdégrele ne dépend pas de o , Donc

on peut prendre pour o 1'hyperplan X, = =0 . (15) devient :

_ -3/2 | i
(16) | = (2m ,/,{[[XA-_-O— 1v4(m npexP(_l x, ) & 5.5, ()

v

jq exp (i k' X)Q (k')dq,,)dx, dx, d
i v oar ,)dx, dx, dx
’}/.n P m,,S',S) Ngr /0¥y Gy O

g’
Dans (16) le coefficient ~-i vient de doz = -1dx;, dx, , dxg .
On doit fuaire la somration sur tous les états de hasse et de spin, donc sur
tous les indices # et £ , sur S, 83 sy S', Sé .

\7 étent une forme bi;}n aire, on peut sortir les exponenticlles, de méme
on peut sortir les signes ﬂ(n et ﬂY . On peut égulement permuter‘//[
In, 2

A
14
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y
avee d{ 2t }U , en vertu des propriétés bien connues des intégrcles mul-

w17 ) p 20N
tiples.

On obtient finslement :

(17) J=-(@m7>i JY 40) . oxel 1 (k{ -k, )x, ]
0 %

V[(C:; S (k) Qm S' S'(k‘))dx dX2 d‘c d']gl d’)et

y;
:31 , d'expression anclogue, mais ol
nous limitons l'hyperplan X, = 0 & 1'intéricur d'une boite —Xﬁ <x < +X1 H

Pour celculcr :I , cherchons le val ur de

—X2 < X, <:+A2 s —XB < Xg

tendre ensuite Xl s X2 ct X3 vers 1'infini,

< +X3 pour obtecnir la volcur de J s nous ferons

Nous obtenons :

(18) J.=-(m21 (x

1

7 SSin(k'—k )X sin(k'— 2)X2 sin(ké-—kB)X3
ﬁf, (k X )(k’—k (k)

'7

X v4(5§,§ d?f d?g'
intégrons sur ‘?Z‘
dyy, =5 &2 dk} dk} dk)

, cn tenant compte de

k' 3

(remzrquons que Vp' est une nappe d'hyperboloide, correspondant & une valeur

définie du pseudo-invuricnt kf s 1l ncppre Zﬂ“ correspondant & la valeur ;g
de li. masse propre étunt associde & la valour —Pg du pseudo-invariant). (Ceci
dans le cas d'une théorie ol les massce -m existent toujours, ce n'est pas né-

cesscire & notre démonstration).

Foisons ég.lement tendre Xl , X2 ct X3 vers 1'infini, I1 vient :

19 I, -1 = f[[ 7B s, By g g (e)an,

D'zprés notre lemme 3, Va est nul si # P . Les secules.contributions

non nulles dans 1'intégrale (10) provienncnt des v, (0>,a ) ol kA =k{ , quel
que soit A ., Donc la masse proprc 2 la mdme valpur pour les ondes planes o et
Q , et 2 = é& (nous remarquons que par masse propre nous cntendons la quanti-

té m, lide au pseudo-invariant k/ par hk =2Te mg) . D'autre part notre

o VP
condition 3° annule toutes les contributions provenant des S # S' et S5 £ Sé .

Finalcment nous obtcnons ¢
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;f
(20) 1= Z{ k mf,S,SB(k%)’D my,S ,SB(kA)dqg
considérons mulntcnent 1'intégrele @

I v (C‘) S Sn( >\),“‘3

(21) ﬂ \7
¢

ol dYZ? ost 1le pscudo-gquadrivccteur infinitésimal 41ément de lo vearidté g

}- < o >
m, 8,85 A)/d% 15

et ol il faut sommer sur A , £ s S et 83 « Dans J , 1'Y1ément sous le

signe (7 est un pseudo-inverient, donc n'cst pas affecté par une rotation de

Lorentz. De méme 1'é1lément sous lc signe 7' de ] n'est pas affectd ner une
VA

Iy

' . / by \
telle rotation. En effet v est colinéaire & % , d'apres notre lemme 3. XA
est donc un inveriant 3 le cocfficient numirique de vroportionnalité de v et
k 3 d?p est un irveriznt et kﬁ un pseudo-invariant., L'ehsemble a donc la va-

riance de 1'élément J .

Los fonctions d'onde du corpuscule définies par w(k,) ot G(ky) admet-
tent le méme systéme propre de coordonndes. En effet les veleurs de ky qui les
définissent sont lcs mémes, et la masse propre cst définie & partir du méme kg .

Passons dans ce svstemec propre. Nous cvons clors :

k4:1k£ Vl:V2:V3=O dv}f:ldq/fﬂr .

Les ¢1léments sous le signe fU/ de ] ot J se réduisent alors 3 leur valeur
commune :
7 d 934

Ils sont done égaux toujours, puisque inveriants dens toute rotation de Lorentz.

Et finalement on a @

J=17

ou :

(22) <HIP>

1

i

f/ 7, Bz, -
,6 '

(22) est l'expression covariante de 1'équation de Parseval.

4.- I’TEGRALES DE FCURIER RECIPROGUES.

Pour inverser 1l'intdgrcle de Fourier (12) il convient de séparer le probléme
d'anzlyse ainsi posé du probléme d'algébre constitué par le détermination des so-

lutions ondes planes de 1l'équation d'onde.
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Naus supposcrons que pour chague voleur de my k, S, S, une ccrtaine

. ] . 7‘ s (1 - 4 . .
fonction d'ondé ‘3Om£,S,S3(k) e(k.x) c¢st définie.

Tout € anpartensnt sux mémes nombres quantiques s'éerira @

(2.3) 73’ = Pgo

3

P serc une fonction de k , my S, 85, Le choix de EZO sera fixé par la

suite. Dans la formule (22) > avpartenant aux mémes nombres quantiques que §,

on aura
(24) W = f)' Z"O
d'ol :
_ =3/2 (1 Dk o3 ) o
(25) q> - (2 W) /6(/1\') eXp(l k>\ ‘<>\) rm‘e,s,ss(k)QOmg,S,SB(k) dr]é

Nous écrirons (22) avec une fonction trés particuliére, ol n'interviendront
P ’

que des k voisins d'une v:ilcur dét.rminde, ct ou

(26) Jﬁggp%k)dﬁle

Pratiquement nous supposerons que tous les k de 1'intégrele (25) sont égaux mais
que 1'intégrcle (25) a unc veleur finie ce qui revient & prendre pour p'(k) une
fonction singuliére analogue & la fonction & de Dirac. L'intégrele triple du

second membre de (22) devient

(L 7
e A= [P w0 @ 09,8,
. it 227773 /75773
mais 3
k
d = ~ =A dr]
Uno o kg

Et d'autre part, on peut sortir du signe gY la quantité p(k) et tenir compte
l '

de (R6), qui donne :

py
)jfn prraay, =1
I1 vient : ?

P(k
(28) 1= - "ﬁ;} ky vy

k%\VX est un invariant qu'on peut évaluer dans le systéme propre, sa valcur est
alors k, v, .
A4

On choisira les fonctions Z:O de telle fagon que V4(5:O’i:0) , dans le

systéme vropre soit égele & 1€ = + i . Alors k, =1 kf s et on a
1
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(29) J=pt
Mais (26) ot (25) donnent :
(30) P = (21) 3/2 Z o exp(i kP-X\“)

ot 1o substitution de (30) duns lc premicr mombre de (22) donne 3

] - 5200 s ey (F .
(31) )j = (2m) - ) o \,xp(—l k,_“ AV) I)\(CO’ \P)dd)\
d'ou
(32) o= (2m/3% ﬂ/ exp(-1 k%) vy\(§ gy W)a )

i J4 (5'
Si nous posons Z: exp (i k}" XH) (o » cola peut stéerire :
(33) p= (2Tr)’3/2g <T\W>

ce qui permet de déterminer :
(34) Z:(zv“’/2s<§l\\)>§o

5.- RESOLUTION DU PROBLZVE DE CaUCHY.

On peut portor la veleur (34) de § dans 1'équation (12) on obtient :
, v — -3 1 .
(35) W(x) = (2T) /Ufn exp (i k}\ x?\) Ef < ?S'[\P> T 5 qu

(35) peut zussi s'éerire :

"t
V(x) = (2T -3 ]j ))[G)? "7’0 exp (i k (x -—x)\) v ('(‘, O,“-P x'))ds’ dq{j .

Définissons 1es opérateurs linhéaires SH(X) , qui appliqués & une fohction
d'onde WV donnent les résultats :

-2 (1 . >
(26) 5, [(x) V= (am) 3/2 )ﬂwfﬂ Co oxp(i k, x,) vv(qo, d.’)dr/p

(36) et (35) permettent d'éerire
(37) Vi) = (2m) 2 f/ s (xx') Wit )ast,

(37) résout le probléme de Cauchy relatif au systéme des équations d'onde et de
la particule libre que nous considérons.,

Les SM peuvent s'exprimer aisémunt & partir des fonetions singuliéres de
Stueckelberg-Schwinger [11], [ 1C].
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