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DIFFRACTION PAR UNE OUVERTURE PLANE A CONTOUR VARIABLE
(DIFFRACTION D'UNIVZRS PAR UNE OUVERTURE PLANE DU GENRE TIMPS).

par O, COSTA de BEAUREGARD
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1.~ AVZRTISSEMENT.

Nous n'apportons pas la solution compléte du probléme que nous considérons ;
nous cherchons simplement & le bien poser. Il nous semble que l'existence et cer-
tains caractéres généreux de cette solution sont imposés par la Physique, comme
nous allons 1l'expliquer. C'est donc typiquement un traveil de Physique théorique

que nous proposons ici.

2.- INTRODUCTION.

Les problémes de régimes variables sont transformés, par le langage d'Uni-
vers de MINKOWSKI, en problémes statiques & 4 dimensions. Par excmple, le champ
des vitesses, variables avec le temps en un point donné, d'un écoulement fluide
général, devient dens 1'Univers un champ de quadrivitesses fonctions d'instant-
point. Nous nousproposons ici d'appliquer cctte maniére de pos:r ot de traiter
les problémes & celui de la diffraction d'une onde corpusculaire par un écran

plan pourvu d'un diaphragme variable, initialement et finalcment formé. Soit

(1) Xl =0

1'équation de 1'écran matériel plan, supposé infiniment nince, et

(2) 55(}{2 > X3, t) =0 ou <5(x2 ) X3, x4) =0 ,
avec
(3) x,=ict ,

les équations du contour variable de 1'ouverture. Nous voyons déja que le pro-
bléme de diffraction-hachage va, dans 1'Univers, s'identifisr & un probléme de

diffraction par 1l'ouverturc tridimensionnelle d'un écran plan du genre temps (1),

Le probléme classique de la diffraction en régime permancnt [ 1] est posé en
lumidre monochromatique ; X ou X, Gx,@,x = 1,2,3) désignant un point de 1'
-
espace ordinaire, k ou Kﬂ un point de 1l'espace des "nombres d'ondes" qui lui

est associé par transformation de Fourier, la grendeur vibrante U(x) obéit a
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une équation différentieclle particlle de le forme

S 20 4,
(4) (%X + kO) ¢KX) =0 ’
ol Q: ddsigne 1'opérateur laplacien ; quant aux vectcurs fréquences spatiales

'é “
k , ils décrivent la sphere

el

Si maintenant x ou xy (%,y,w,f = 1,2,3,4) et k ou k, désignent un
instent-point ¢t le quadrivecteur fréquence associés par transformations de

Fourier, avece

i
(6) k4=c\) ’

ces deux formules sont respectivement isomorphes de 1'équation dc Gordon.
N
(7) (& - %8 V) =0

ol 6: désigne 1l'opéroteur dalembertien, & laquelle satisfont les ondes asso-

cides aux corpuscules de massc propre

h
(8) Mo = Zmwe N0

et de 1'équation de 1'hyperboloide & deus nanpves

N .2
(9) k k" +kj=0 .

Finalement, le probléme classique image du probléme de la diffraction-hacha-
ge d'une "onde matériclle" est bicn cclui de la diffrecction monochromatique en
régime permencnt, La solution générzlc rigourcuse dé cc dernier probléme a récem-
ment fait 1'objet d'un exposé remarquablement cleir de M.C.J. Bouwkamp [1]. Nous
nous proposons ici d'éteblir lo générelisation quadridimensionnelle des formules
de M. Bouwkamp, en partant de celles de notre théorie covariante rclativiste des

solutions de 1'équation de Gordon [ 2],

3.~ EXPRESSION DU PRINCIPE D£ HUYGENS AVEC UNE PORTEUSE DES DONNEES PLANE DU GENRE
TEMPS.

I1 nous suffire pour cette étude de considérer les transformations de Lorentz

orthochrones.

Soit, dans l'espace-temps, & (x) = O unc hypersurface quclconque du senre
espace, ¢t, dans le 4-espace k , n (k) = 0 1'hyperboloide d'équation (9) ; les

quadrivecteurs éléments de volumes sur G et sur v seront respectivement
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(10) idaoy= [ ax dx,, de] , 14 \7)\ = [dkHdkv dkF] ,

H

avec par hypothésc

(11) -1d5,<0 , k)\dq)‘>0 ou k, d9,£0 ;

introduisons aussi le module dn de dY])‘ suivant

(12) kydn, =-kdy , k>0 , dy >0

ainsi que le commutateur de signe bicn connu, fonction d'instant-point sur v?

- ik
(13) Ek) = I—_——;{—j:—‘ :
Enfin soit
(14) (M=) - o

1'opériteur du coursnt de Gordon.

D(x) désignant le propegateur de Stueckelberg [ 5 Schwinger [7, équ. A.29],
différence entrc les potentiels retardé DR(X) et avancé DA(X) , différence ausd
entre les contributions D+(x) et D (x) des ¢nergics positives et négatives,

dont 1l'expression en intégrale de Fouricr est

(15) D(x) = Dp(x) - D,(x) = D (x) - D_(x)

i

- (ZW)—Bﬂ (exp i K x}\) £(k) dg
9

on a, pour toute solution \P de 1'équation de Gordon, la formule de résolution
du probléme de Cauchy [2 ; 6, équ. 2.22]

(16) Yiy) = 2 [ Drx)[0MWx) des (x) 3
25 ) A

K\)(x) et sa dérivée normale sont choisies arbitrairement sur & .,

Partant de cette formule, et & désignant un hyperplan quelconque du genre
temps (qu'on peut toujours supposer avoir pour équation Xy = 0 ), dont le quadri-
vecteur élément de volume pointe dans le demi-espacc-temps ol se trouve y , nous

nous proposons de ddémontrer la formule

7

, . _
(17) Vi) = 5;—(; }(f | D=0l aoy (=)
o«

ol D démigne lo somme des potenticls avancd et retardé, dont 1'expression en

intégrale dc¢ Fourier est donnée par 1l'intégrclc quadruple [ 7, équ. A.10]
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- (2w)"4 [ exp(ikxxx)
(18) D(x) = DA(X) + DR(X) = - i PJ]Y E;E?-:—E%— dk, dk, dk3 dk4 ;

cette fois, le fonction W' ot sa dérivéc normale nc peuvent plus €tre choisies
arbitrairement sur T , mais doivent y satisfaire une curteine équation intégra-
le. Rapoelons que les fonctions D(x) et D(x) sont (crmme DA(X) et DR(X))

nulles dans 1l'gillcurs.
Deux remarques nous serviront d'interndédiaires de roisonnerent.

1°) L'instont-point y Jtunt fixé, la formule (16) cst velable non sculement avec
une ¢ d'intlgration du gunrc espace, mais avec une b3 guelconque coupant une

fois et une seulc toutes les demi-droites isotropes passées ou futures issucs de

Y .

Cela résulte : o) de ce que D(y-x) est, pour tout x , solution de 1'é-

quation de Gordon [7], en sorte qu'on a 1' quation de continuité
(19) 3 {pr=M W)} =0

ﬁ) de ce que D(y-x) ecst nulle & 1'extéricur du céne iso-

trope de sommet y , assirilé & un tube d'Univers du genre tomps.
Voici deux remarques importeantes :

a) Tandis que le J(x) peut &tre choisi arbitraircment sur une portion de .
du genre espace, \P(x) doit setisfaire & une certaine équation intégrale sur
une portion de > du genre temps. Celd résulte directcement de ce que D(v-x) ,

nulle dans 1'ai11eurs,est non nulle dans le pgssé et le fubur.

B) En un point de jonection d'une portion E;E du genre esw:ce et d'une por-
tion EST‘ du genre temps, la normale & 2. est tangente a 'EZ , et e’le traver-

se 1'hyperplan tangent & >, lorsqu'on passe de zjw & EZT .

2°) Notre seconde grunde remarque est qu'une onde énisc(ou absorbée)par une sour-
ce (ou un puits) ponctuelle x infiniment é¢loignée dans 1l'espace~temps arrive cn
tout instant-point y & distince finie corme une onde plane pure dont le vecteur
de propageation k(m) . est colinéaire & y-x . Cela se voit par l'argument de la
phase st.tionnairc et des zones de Fresnel., En cffet, |y—=x| étant infiniment
grand, toute ondc plane émise de x dans une direction autre que k(m) arrive
en y avec un déphasage infiniment grend par ropport & 1l'ondé dirccte k(m) s ©n

sortc que toutes ces ondes k # km se d{truisent en moyenne,

La premiére remarque nous e utorise a remplecer o (supposée, pour fixer

lcs idées, passée par repnort & y ) par :
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o) la portion de TS , d'équation x;=0 , située dans le passé do y
(yl #£0),
g) lc demi-plan x, = - 1 complét.nt la cloison du cdno isotrope (soit

x,>0 si y; >0 ).

1

La seconde remarque nous cutorise & remplacer le deri-plan Xy = - iow,
Xy > 0 per le demi-plan Xy =+ i oo,
x; < 0, puis, 4 nouveau la promiére re—
marque, cctte surface par la portion du

plan @0 situéc dens le futur de y .

L'orientation des diverses surfaces est
celle indiquée sur la figure 1 ci-€ontre.
Si 1'on décide cnsuite d'oricnter tout
1'hyperplan & cormme l'est sa portion

agsée, 1'on pout faire portetr le change-

ment de signe sur le propagateur, et c'est

einsi qu'on passe du D de (16) au D de
(17).

Remarquons que le W(y) défini per (17) subit une discontinuité 3 la traver-

sée dec wo ; ceci, joint au fiit que le D(y-x) est wolution de 1'équation de
Gordon pour tout x sauf x =y , nous montre qu'une solution de 1'équation de
Gordon ne sera représentée par la formule (17) que, par cxemple, dans le demi-

Univers

(20) ¥y > o .

4.- CONSéQUENCES DU PRINCIPE DE CiUSALITE.

Par principe dc¢ causalité nous entondons le principe de la vitesse infre-lu-

mincuse de propagation des signaux.

1= 0 soit
initielement et finalement formde. Le contour ¥ de 1'ouverture d'Univers

Supposons que l'ouv.rture veriable dans 1'écran matériel plan x

dans 1l'hyperécran x, =0 étent partout du genrc temps, il comprend au moins
deux instants-points coniques, 1'un initicl I 1'autre final F , tels que F-I
soit du genre terps ; 1l'on pourra toujours faire pesser l'axe de temps par I et
F.

Le demi-c8nc isotrope passé &F de sormet F ot le demi-cbne isotrope

frtur ) de sommet I partegent le demi-Univers x; > 0 en 4 régions (fig.2)



15-06

o .
1lextérieur (E) de 4 et de F , le futur (R) de 4 et de Y, 1o passé
. Dc la méne naniérc,

—
oy

(4) de T et e T, 1'intéricur (D) de T st de D
1c. fuce positive de 1l'hyperplen x; = 0 est pertogée (fig. 3) en les 4 régions
‘g,@,,@et@,

figure 3

<

figurc 2

D'aprés lc principe de causulité, le W(y) diffrocté par 1'ouverture O
dans le demi-Univers Xy > 0 est identiquemcnt nul dans la région (E) . Soit
(fig. 3) Yo la projection orthogonalec sur 1l'hyporplan ¢o d'équation X, = 0
d'un point y de la rigion (E) ; los sources “Wx) portées par & dont le
reyonncment atteint y sont contenues dens lc "passé" et le "futur" d'un hyper-
boloide équilatére & deux nappes de centre Yo » domeines qui sont portés par les
régions %?, 0l s &, Comme cet hyperboloide est arbitreire sur & , nous voyons
que le principe de cnusalit? exige que W(x) et @I\V(x) soient toutes deux iden-
tiquement nulles sur TO cen dehors du losange a> (circonstance entidrement diffé-
rente de celle qui se présente dans le probléme de Dirichlet pour une équation cl-
liptique).

Rappelons maintenent, [2] que, n désignant toujours 1'hyperboloide (9) et
€(k) le commutateur de signe (13), la décomposition de Fourier du P(x) est de

la forme
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(21) Y(x) = (2'\7)—3/2ﬁ)r (cxp ik, xM) C(k) £(k) dn

J
et prcnons le point y dans la régionv(GL) . Les sources sur © dc l'onde
4%(y) sont entidroment situdes dens le passé de y en sorte que, d'aprés l'ar-
gument dc cqntinuité d¢ja utilisé, on peut lour substitucr des sources portces
par lc demi-hypcrplan Xy = - i, %< 0, et qu'alors, d'apres 1l'argument des
zénes de Frosnel, la décomposition en ondes planes du ‘%{y) comprend uniquement
des ondes "+ +" tellcs que k12> o, —ik4}> 0 ¢t des ondes "~ -" +teclles que
kl <0, ~ik4<< 0 ; les premidres portent des corpuscules, les secondes des an-
ticorpuscules sortent de ¢ , résultat physiquement trés satisfaisant. Autre-
ment dit, dens la rlgion (R) ol l'onde diffractie ‘%ﬁ(y) est entiérerent retar-
dée, la dlcomposition de Fourier (21) ne foit intervenir qu'une moitié, 9,, ©t
»__ » de chague napoe 0, et n_ de 1l'hyperboloide V « Symétrigquement, dans
la région (4) oh l'onde diffractée \Vﬂ(y) ost -ntiérement avencée, la décomposi-

tion de Fouricr (21) nc frit intcervenir que Xe demi-hyperboloide 7~+ s N,

Convencns d'anpeler E:R (x) un € non nul seulement sur Des et n __, et
;A(k) un ¢ non nul seulement sur v _ et v, et de poser d'une fagon géné-
rele ’
-3/2 DY

(22) Vo u0) = (27) / L[/q (exp ik x) Ty 4(0) €)an
W se réduit a W_(x) dans 1o région (R) , & W, (x) dans 1o région (4), ct,

R L ’
dans la région (0) , 1l'on a
(23) Vo) = W, (x) + Vo) s

notons bien que, dens le région (0) , LPA et k¥% nc représentent pas la partie

avancée et la partie retardée du W!

Par ailleurs, dans le cclcul du W(y) dens la région (R) ou dens la ré-
gion (4) , le W(x) n'est non nul que dens le passé ou le futur de y ; ceci

nous permet, dans (17), de substitucr au D 1le D suivent

+ 1
(24) q)R,A(y) =~ EE—'HI D(y-x)Lblj‘F(x)dxz de dx4 ,
0 X1:O
et le foit que le dévcloppement de Fouricr du D soit donné par unc intégrale

triple va nous 8tre préfieux dens la déduction que nous avons en vue,

Substituons, dans cette formule, les développements de Fourier (15) et (22)
du D et du q) . Si nous associons deux ondes planes de k difffrents avee des

. ] - 0y ’
projections k différentes sur 1'hyperplan Xy = 0, il vient per intégration
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2éro comme d'habitude (convergence "en moyenne"). Associant deux k différents

de mémes ?rojecfions 4 3 il viont encore zéro, du fait cette fois du jeu de 1l'o-
pérateur [61] et du feit qu'alors ki = - k; . Finalement les seules contribu-
tions effectives & 1'intégrale s'obtiennent en prenant le méme k dans les deux
développements de Fourier ; alors, la répétition du dernier argument montre que les
deux termes engendrés dans 1'intégrand par 1'opérateur [51] sont égaux. Compte
tenu du développement de Fourier (15) de la fonction D , nous obtenons les généra-

lisations retardées et avancées de deux formules connues de Lord Rayleigh [ 1, équ.

2.6, 2.7, 2.16], essentiellement écrites pour la région (R) et pour la région (4).

J 1
(25) WR’ g )=+ ,B-J(UT:OD(y-x) = W(x) ) dx, dxz dx, ,
-1
(26) \PR,A(y) = ¥ Eg »/X ~O\P(x) D(y-x) dx,, dx3 dx4 .

Naturellement, dans (24), (25), (26), nous pouvons aussi bien écrire, dans la
région (R) , Dr 2 la place de D et, dans la région (&) , D, » car Dy et
DA sont, elles aussi, nulles dans 1l'ailleurs. Tout en imposant & y de se trouver
dans (R) ou dans (&) , nous pouvons faire en sorte que la portion de @ (fig.3)
intérieure au c8ne isotrope de sommet y soit arbitrairement petite au voisinage
de F oude I . Ceci nous permet de conclure que l'on = identiquement, quel que
soit y cette fois (y1:> 0) ,

(27) «ﬁ{xlzo §Dr A=x) aX Mx) + WMx) ax Dy A(y-x)§ dx, dx; dx, =
a \
Jﬂ;lzo 5;1 SDR,A(y—X' WKX)} dx, dX3 dx4 =0

d'ou finalement, quel que soit y (y1'> o),

(28) V() = i—-ﬂ/ D(y—x) &_6_\%{) dx, dx, dx, ,
JJX =0 ; J{l ’ '
1 .

(29) Y) = - i—o /[[X " k\)(x) D(V——x) dx,, dx, dx,

Ces deux nouvelles généralisations des formules ‘de Rayleigh sont valables dans
tout geml—Unlvers > 0, mais le propﬂggteur D qu'elles contiennent a un déve~-

loppement de Fourier en intégrale quadruple. C'est cela qui a imposé le raisonne-

ment détourné que nous avons fait,

Ce dernier treit a quelque chose de pcradoxal, car il exclut que, dans le

. cas statique et en lumiere monochromatique, les (28) et (29) viennent cofncider
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avec les formules classiques de Reyleigh [1, dqu. 2.6 et 2.77], ol le dévcloppe-
mont de Fourier de 1le fonction de Green cst donné par unc intégrale double dten-

due 3 unc demi-sphére [ 1, équ. 2.16 .

Lo ces statique est coractérisé par le foit que le contour de 1'ouverture @
(fig.3) est formé de deux peralldles & 1l'axe de tomps @ oon o uag "fonte d'Uni-
vers", Dans ce cas, le lostnge (0 couvre le plen x; = 0 tout enticr, en sor-

te que tout point y & distence finic se trouve drns la région (D) (fig.2).

11 est trés facile ~‘'éerire les formules covariantes rclativistes qui, dans
ces conditions, conticnnent comme cas particulicrs les formules classiques de
Rayleigh ; elles irpliquent le propegeteur, ¢g-lenment bien connu,

s

(30) Dy =D, + D = - (2W)"3 jﬁh)(exp i k}xh)dq ,

trés avantageux en ce que, d'une pert, il est rcprdscnté par une intégrale tri-
g ’ b 3
ple et en ce que, d'autre part, il est solution de 1'équation de Gordon pour

tout x , nais absolument inacceptoble dens les problémes de régimes variachles

en ce gqu'il n'est pes nul dans 1'aillours.

5.~ 2¢,_3e et Ae RELATIONS D'INCERTITUDE.

Reprenons les formules généralisées de Rayleigh (25) et (26), et rapoelons
le développement de Fourier (15) du D . Rappelons aussi la définition des 4 por-
tions d'hyperboloide 19  , Do Voo Do donnée entre les formules (21) et
(22). De (15), (25) et (R€), nous déduisons

> W—B/Z - = >
(31) Z;R,A(k) =+ ig—%s———‘ﬂ];ﬁ (exp -1 k x) bl\y(x) dx, dxy dx4
(32 Lz o =;: (2m~3/? [( e ST
32) Tk R,A(k) - i )‘ 2 (exp -i k x) Y(x) dx, dx3 dx4 ;

nous avons respectivement désigné par % et ¥ des vecteurs des hyperplans

k1 =0 et X, = 0 , en notant qu'a chaque X correspond un seul kR et un seul
kA . Ce sont 13 deux intégrales de Fourier ordinaires, équivalentes entre elles ;
du fait que le domeine (J (fig.3) est limité danslses 3 dimensions, il suit les

2e, 3e et 4e relations d'incertitude

(33) AXX AN kxzf_ 1, sans sormation sur X = 2, 3, 4.

Rappelons que les q ne sont non nulles que dans les deux concavités de 1'hyper-
boloide
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(34) kK“+kg=0 .

Orientant 1l'hyvwerplan k, = O comme X, = 0 , tenint compte de (10) et de
(12) pour A =1, et conservent lo définition (22) pour x, = 0 , nous pouvons
la réerire suivont

> - - f g 1 > -
(35) LPR,A(x) =3 kO(ZT\‘) B/Zﬁjk & ¢(x)(exp i k x) :—J{ %R,A(k)dkz dky dk,
=

’, o
ou, équivclemment,

36) oW, () =7 x ()2 ﬂ

2 - -
[ad ” . r
1 'R,A )ﬁk _Oc(k)(exp ik x) >R,A(k)dk2 dky dk
=

4
ce sont 14 les réciproques de (31) et (32).

Remarquons que 1'opéretion de diffroction-hachage discutée dans la présente
étude équivaut & une mesure des coordonnées X, et X3 et du temps de passage

Xy du corpuscule & travers 1l'fcran X, = 0.

6.~ REMARQUES FINALES,

C.J. Bouwkamp, dans son étude citde [ 1], a substitué aux traitements approxi-
matifs intuitifs du probléme de la diffraction de Fresnel, de Kirchhoff, etc...,
un traitement rigoureux, aboutissant & écrire une équetion intégrnle (cas de 1!
éeran réfléchissant ¢ op. cit. équ. 2.10) ou intégro-différentielle (ces de 1'é-

cran absorbant ¢ op. cit. dqu. 2.11) dans le plen de 1l'ouverture «.

Dans notre probléme de régime vericble imvliquant une équation hyperbolique,
il nous est impossible de démarquer "sans plus" les raisonnements de Bouwkamp, par-
ce que, contrairement & ce qui o lieu dans le probléme classique, notre fonction
de Green D(x) n'est plus solution de 1'équation de Gordon (7) pour x =0 . Si
done nous voulons que les formules (17), (28), (29) deviennent velables pour
vy = 0 , il nous faut les compléter par un terme additif impliquent un recours a

1z théorie des distrihutions.

Tel est lc second des deux problémes que nous nous contenterons, pour cette
fois, de poser, le premier étont celui de savoir si 1l'on peut satisfaire & 1'é-
quation hyperbolique (7) en imposant 2 sa solution W(x) pour x, =0 et a sa
dérivée normale al\P(x) d'8tre simultonément nulles en dehors du "loscnge! )

4 parois isotropes de la figure 3, page 15-06.

Comme le probléme physique tel que nous le posons admet certcinement une so-
Jution, et certcinement une solution conforme au principe de la propagation des
signaux & vitesse infro-lumineuse, nous pensons que la solution mathématique

conforme aux critéres que nous avons exposés doit exister.
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