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LES CHAMPS TENSORIELS.

par K.H. TZOU

La théorie des particules élémentaires consiste & associer & chaque espece
de particules un champ, Le champ est choisi selon le spin des pcrticules. D'apras
le moyen de description, les champs peuvent &tre classés en deux catégories.
D'abord, il y a les champs spinoriels dont les variables sont des spineurs
Oyd ) qui satisfont aux éqrations difiérentielles du premier ordre du type

suivant
o)
(X)‘ (BX)\.’.ae)\P:O ’

¥ étant quatre matrices obéissant & une certaine algebre non cormutative

[L. de Broglie, N, Kemmer ], Avec les champs spinoriels, on peut tenir compte des
particules de spin demi-entier ainsi que des particules de spin entier. Un spi-
neur & un seul indice (\kx) représente un champ de spin % . Un champ spinoriel
4 deux indices (\E* ) ne correspond pas & un certcin spin bien défini. Mais il
est réductible & un champ de spin total 1 et un champ de spin O avec en outre

une composante nulle, I1 est donc un champ de spin total meximum 1 ,

Dans le cas des particules de spin entier, la description des champs peut
s'effectuer, d'une autre fagon, au moyen des tenscurs (“?} ) soumis 2 des
équations différentielles du second ordre [ A. Proca, N. Kemmé;; M. Fierz ], Comme
1l'opérateur différentiel fondumental du second ordre est []-—962 , les équations
des champs sont des équations du type Dalembertien :

(O -3»>T=0 .

Si T;F est un scalaire, le champ représente les verticules de spin O . Un champ
vectoriel ne correspond pas & un spin bien défini., S'il est soumis & la condition
supplémentaire de divergence nulle, il sera un charp de spin total 1 , Si non,
il a quatre composantes indépendantes et 1l'on peut démontrer qu'il représente une
superposition de quatre états de spin bien définis : trois d&tats de spin 1 et
un de spin 0 . Ces états de spin peuvent &tre séparés de fagon explicite

(0€ # 0) . Le champ vectoriel est donc, comme le champ spinoriel & deux indices,
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un champ de spin totel maximm 1 aussi,

En général, un champ tensoriel suns condition supplémenteire ne représente
pas un spin bien défini, mais un mélange de certains spins bicn définis. Chaque
composante non nulle du tensewr correspond & un certain état ‘e spin. Les états
de spin peuvent &tre décomposés de fagon explicite (32 £ 0) . D'eutre part, le
champ n'a pas non plus une énergie totale définie positive. Mais la décomposition
des étets de spin est en mfme temps la décomposition covariante des parties posi-

tives et négatives de 1l'éncrgie totale,

I. CHAMPS LIBRES

Le lagrangien d'un champ tensoriel de r.ng n(\b' ) est

A ...o{n
L=-2 6x Ox Yy o

Le tenseur d'énergie-impulsion du champ s'écrit alors

o U oV ot s
no= A5 §F - @x‘-\@j‘\)—(gf‘v % g;}; 2R2F )T
P ‘/ \

et 1'énergie-impulsion totale

Y . . 2’ . s . .
D'aprés le principe générzl de veriation du formalisme legrangien, le moment

cinétique total du chemp se compose de deux parties MFAV +Suu Dﬂ»v est
le momeht cinétique orbital l
x T ~x T do.
f ( v }\M) A
et SrAV est le spin du champ
7~
S, y= i S ds
MYT e }\‘\M) N ?
ou,
N o Bl e T e 'S Rt ")
ol SA =2 L 5% 13;
Py i=l A 1rr Ry Vg
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Etudions d'abord un champ v. ou p. v. (4,) pour montrer de quelle fagon

les étets de spin peuvent &tre décomposés de fagon explicite. Dans ce cas,

(U-aez)A/\=o .

oF 3, 3 3
o 2, -t 9X - L X= <2
hinsi R % T, 0 B & T P

On peut décomposer Ax en deux champs composants ¢ A% = BA + CX s pour que
B% détermine Ekp et CA détermine X de facon séparée et indépendante. Pour

ce faire, il raut que

OB, o 9Cp A0y Y
= 3 = N = -
. L . . -1 932 .
Mais la rotation nulle réduit q\ a un scelaire ¢ G\ = 7 3 . Finalement
/ / X)\
d
~192 B,
(1) A, =B, +2f s =0 .
A A 5X% éxA
OB, OB _
Alors F  =35— -3 et X=0€ 2. B, détermine donc F et 2. déter-
I N A AP
mine X séparément. Avec (1), L, B et M., + S, se décomposent tous en

deux parties indépcendantes dont 1l'une correspond a BA et 1l'gutre & 2, .

Mais SSE) =0, Péz><< 0 et PéB):> 0 . Le champ A%\ se décompose ainsi de

facon explicite en BA et > , B_ étant un champ v. & divergence nulle donc

A
de spin total 1 et < wun champ =«, de spin O .

.

Cette décomposition & l'aide de la divergence nulle peut &tre générelisée &
un champ tensoriel de rang 2 (sz ) sans condition supplémentaire en lui appli-
quant lc procédé (1) par rcpoort & chacun des deux indices. Le schéma de décompo-—

sition est alors

2B oc 2 <
-1,%% & -2 ° 2.
O = W — — }e —_—
A o{(5+a€ (5X°<*ax(3) * 6}& éxﬁ :
aug@:&wﬂdzo ‘%‘zég"—o

ox &gd ’ ég* o

Mais SN peut se décomposer en un tenseur symétrique E&(g et un tenseur

antisymétrique . Ainsi

T



9B, oC 2
9! 1,78 & 2 2
e G e T rE)
% o Mo B &
-— — , —_— I’ - L]
éxd ’ &gx agx a%i

Si iii est un champ du reng 2 antisymétrique sens condition sunplémentaire, la

décomposition doit s'effectuer éviderment avec le schéma

OB OB

. PVt o -
(2) <§)ok[%— Pd@ o€ (axo( @X&) .

Pour un champ de reng 2 symétrique C) p le schéma de décomposition est

d.B N XCS
Les champs composants :Z ’({d 3 et EL ont tous une énergie totale définie
positive et B, , C, ont une énergie totale négative. Les parties positives et
négatives de 1'énergie totale sont ainsi complétemsnt séparées de fagon coveriante
a4 1l'aide de lo divergence nulle. > est un chemp s. Bd et Qi sont deux
champs v. & divergence nulle donc tous deux de spin 1 , Le champ antisymétrique
(Rd 4 divergence nulle a seulement trois composantes indépendentes, Il est équi-
valent & un champ p.v, & divergence nulle et est donc un champ de spin 1 aussi.
E& , ayont six composantes indépehdantes, ne représente pas un certein spin
bien défini.

Le champ Gii représente en fuit un mélange de deux spins ¢ 2 et 0.,
La trace © Lo Cconstitue un champ composant s. et peut 8tre séparée de fagon

explicite des autres composantes du champ. La décomposition s'effcctue d'aprés

le schéma
_ _ 36 - 2
AR , -2 _0
9 :9 ol = 9 = . = —BE T T,
oA <i@4-d@2' > ox, 0 A 0 @[, %ﬁ é&i&%%
Alors EZU* =3 }Z constitue un champ s, et éi, s, remplissant les conditions

de divergence et de trace nulles et ayant cing composantes indépendantes, est
bien un champ de spin total 2 . Les deux champs ont tous une énergie totale po-
sitive, Finalement, le schéma de la décomposition compléte du champ symétrigue

© par rapport aux états de spin s'éerit

B



- OB OB 2 —
e I Rt -2 0% 2 <
(3) de’ = edP + o€ (6)?0: + 5}{(})) + oL a}& axﬁ"i- da(ﬁz .

Pour le champ du rang 2 général ‘gkxg), lc schéma complet cst

\

= 1,8 %y 2 _FL S
(4) ﬂd(b:6o(ﬁ +CPol(?>+a€ (',5}'%;+'é'}'c‘(‘5) + D€ W\Ld"(ﬁw .

Le. décomposition explicitce dve &fnts de spin peut étre généralisée aux

champs tensoriels de rang quelconque,

I1 est supposé jusqu'ici que la masse propre des quanta est différente de
zéro (0€ # 0) . Si la masse propre est strictement nulle, le probléme est trés
différent, Pour un champ v. (A%) par exemple, si 1'on essaie la "décomposition"

comme en cas de massc propre non nulle, lc schéma doit &tre

OB
o2 A
(5) Ay =B+ oxy ? ax% =0
oA

O aussi et A, est, au point de vuec physique, équivalent &

A

B)\ tandis que 2. ne constitue pas un champ, (5) impose automstiquement 3 Ax

Mais alors S;L
A

la condition de divergence nulle, BA a seulement deux composantes indépendan-—
tes corresnondent aux deux états possibles du spin total 1 en cas de masse pro-
pre nulle, Ainsi, si A>\ ne remplit aucune condition supplémentcire, le procé-
dé (5) ne peut lui &tre imposé. Il n'y a alors aucun moyen d'effectuer la décom—
position des états de spin du champ AA et il est impossiblc de préciser quel
spin ou quel mélange de spins peut représenter ce champ, Si AA remplit la
condition de divergence nulle, (5) peut lui &tre appliqué et Ay est ¢lors équi-
velent & B% . (5) est ainsi la transformation de jauge et AA est invariant
de jouge. L'invariance de jauge est une condition nécessaire pour la précision

du spin des quanta de masse propre nulle,

Si sz est un champ du rang 2 symétrique de massc propre nulle, la trace
(2*d\ constituc d'abord un chemp composcnt s, et peut &tre séparée de fecon expli-
cite maelgré la masse propre nulle, Cels du f. it que la trace n'est qu'une simple
relation algébrique de certcines composantes du champ, La séparation de la trace
s'effectue avec le schéma

~—

(6) @o((b=@o\(5+é;(ﬁz , ®o{0{ =0 .
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®o((5 = 4E constitue un chemp s. de masse propre nulle. @d@ a cncore neuf
composcntes indépendentes et ne correspond pas & un certain spin bicn défini,
Mnis il est impossible de le décomposcr encore & 1l'aide de la divergence nulle

comme on le foit dans le cas de la massc propre non nulle., Si ®o((3 remplit la
condition de divergence nulle, il sera invariant de jeuge por ropport a la

transformation de jauge suivante (cf. (3)) :

HO(@—QOL(%+5XO<+5X(5+C)XD(6X(5 ’
(7) 5

6,, =0 a%o ?Ei—o

bt =0 0 TH=0 0 7O

®

dﬁ es V
ce cas, e S¥EY a seulement deux composcntes indénendantes correspondant aux

—

t ’_géquivo,lent a 90((3 et Bo( , 2. no constituent vpas des champs. Dans

deux étots possibles du spin 2 en cas de masse proprc nulle. L'étude se généra-

lise aisément aux champs tensoriels de reng quelcongue de masse propre nulle.

II. INTERACTIONS AVEC CHAlIP SPINORIEL

L'interaction d'un champ v. ou p.v. (A>\) avec le champ spinoriel de

Dirac (\P) peut &tre introduite avec le legrengien d'interaction

-1
-1 e
L' =20 SX+‘}:\ 8 o+ m’\PF)\F .

I1 représentc les trois couplages s. (p.s.), v. (p.v.), et t. (p.t.). S 5

f}’)\ et TPZ)\? sont les grandeurs btensorielles du champ kp :

PPy (s ie‘hf)\\\’ (v.)
S: o ) %( = — L)
i g \l) Y 5 Y (p.s)) ie \!)5/5 K)\\P (p.v.

g Vo b )

)
i Cigh 350}\9\\) (p.t.)

Dans ce cas, les états de spin du champ A>\ peuvent étre décomposés d'aprés

le schéma
N OB o}
. -1 92 A o2 _2A
(8) A)\ - B)\ *a€ GXA ’ 6x)\ == 6}()\ .
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Lo décomposition est compléte en ce qui concorne ménme les interactions, si 1l'on

-2
ajoute & L' le terme - Eﬁ%__.‘s 2 , un sclf-couploge du champ \P . Les

champs composcnts B% et 2. n'intorviennent pas & une interaction mutuelle
\

quelconque et ils interagissent séparément avec ¥ pa

1

~ les couplages habituels
respectifs, Ainsi, si un quontum du chemp Ay se trouve dins un certain état de
spin défini (1 ou 0) , il ne peut pas cheanger de spin méme en présence des inte-
ractions avec \P .

Dans 1l'espcce de moment, il est facile de préciser, au sein du champ A>\ R
les processus concernint un quantum de spin défini (1 ou 0) et de polarisation
précise en cas de s8pin total 1 . Si, dens ccrtiins probléres de quanta virtuels,
les quanta de spin 1 et les quanta de spin O intervicnnent simultenément, on
peut prendre le champ 'AA pour représcnter ces deux espéces de quanta au licu
de deux champs séparés. Il est méme permis, pour les processus virtuels, de trai-
ter le champ AX sous sa proprc forme avec 1'idée de quatre "quanta fictifs"
(h=1,2,3, 4 ). En ce qui concornc sculement les intérections, 1'énergie

négative de 1'ét:t de spin O ne gonstitue pas une difficulté.

Au cas o 20 = 0, il est impossible de préciser le spin d'un quantim du
chemp A% . Mais pour troiter les nroblémes de processus virtucls, le champ Ay
(quatre quenta fictifs) peut &tre adopté au licu du champ de Maxwell et Lorentz.

A o o .
Dans ce cas, un couplage s. (~ § 5§§) peut mdme &tre introduit, il n'aura en

feit aucune contribution aux problémcs de ce genre. En Electrodynamique, le condi-
tion de Lorentz est donc une restriction superflue pour les problemes de photons
virtuels, S'il s'agit des photons réels, cctte condition cst indispensable pour

le précision du spin des photons.

Si 1'on a & considérer simultenérent deux espéces de quenta de spin total
1, 1'une de quenta v. et l'autre de quanta p.v., un scul champ - le champ tenso-

riel du rang 2 antisymétrique sans condition supplémentaire — peut &tre adopté

au lieu de deux champs séparés.

III. INTERACTIONS CLECTROILGESTIQUES

A la différence des interections lindaires avec champ spinoriel, les inté-
rections d'un champ v. avec un champ électromegnétique sont quadratiques par rap-

port aux veriables du chcmp v, considéré. Ce f. it ne nermet plus une décomposition



parfaite des états de spin en ce qui concernc les inteéractions.

Le champ élcetromngnétique (@7\) est invarient de jauge. On suppose que
les quante du champ v. dens les étots de spin total 1 possédent un moment magné-

€
’ . . o . . . ’ .
tique é_a% comme dans les théories habituclles, Le lagro.ngicn doit s'écrire

alors
K * \ 2 b3 _!4"/'
L= =iy Op k007 ik =2 TT0, e s
da, Oa e
. e 9% 3 . x D . _So_
ou g)\P:g—X)\—aXP ’ 6/\:6}(?\—1@&}\ , O —6X>\+leu)\ sy C=f 5

J = i o W st le & t dipolairc électromasnétique (de 1l'u-
et T()‘P i e(A)\ o e >\) e e momen po g que (de
e

nité 'é%'é) du champ A)\ . En tenant compte de 1l'inv ricnce de jauge, le schéma

de décomposition des états de spin est évidemment
-1 * % -1 ¢ o
(9) A)\=B)\ + € %Z , AAzBA+Er€ 5)\2 .
I1 est facile de démontrer que B/\ et B;f satisfont aux conditions

| -1 R _
4B, =4 1iede gwmm-leae hoZ ) s (6, =3 B, - 9 B)

* _ 4. ~1 * . sl *
=~z leX GAF(G)\(‘”+1G& %APZ ) .
Aprés cetue décomposition, le lagrengien devicnt, & une divergence prés,

L:L(B) +L(2) +L.(2a) +L.(BZ)

. (B) _ i 2 % ($) | ex 2 %
ob L\B) o ZG)\PG}\F—-B-Q BB, LY =5t T sty

y(B2) _ . A ; %
L = 4 ie2€ %)‘(’ (G;‘P}:—Z G)\P) ,

Ly(i__a) - %(iebe"l)zg)\f, g%P zxz .

contiennent les interactions électromagnétiques habituelles des

LB

champs B\ et >, L'(Za) introduit une interaction supplémentaire non habi-

tuelle du champ I7 avec le champ électromagnétique, i-teraction du second ordre
trés semblable & 1'interaction habituclle du second ordre (e~ N a}\zx >) .

L (BS)

S . o ’ sy
2. par 1l'intermédiaire du chemp électromagnétique.

introduit des interactions mutuclles entre les champs composants By et

A



13-C9
mutuelles

Les intéractions/cntre les états de spins différents 1 et O permcttent 3
un boson chcorgé de chonger de spin (de O & 1 ou vice versa) au cours de
certeins processus de naturc électroncgnétique, par exciple, dons la diffusion
d'un méson par lc champ coulombien d'un noyau, ou dans une collisicn d'un méson

avec un photon (effct Compton), ctec...



