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Séminaire de Théorics Physiques s
(séminairc Louis de BROGLIE) lor février 1955
Annde 1954/55
P Exposé n® 12

THIORIE ERGODIQUE ET OBSERVABLAS 1ACROSCOPIQUES
EN IMECANTQUE QUANTIQUE,

par Ravmond JANCEL,

L'objet de cet exposé est dc dévulopomer quelques considérations relatives
3 la théoriec ergodique cn mécanique quantique qui sont inspirées, en particu-
lier, d'un traveil de G. Ludwig (Zeits.flr Phys.135, 1553, p.483). Elles ont
principalcment pour but d'étublir une correspondance entre 1l'aspect quantique
et l'asvect classique de cette théorie. lous allons donc commeneer en rappe-

lant corment se présente le probleme en mécanique classique.

1.~ MECANIQUE CL&sSIQUE.

La théorie ergodique & pour but de justificr le romplacement de la moyen-~
ne temporelle par le movenne en phase d'une grondeur méecnique f£(P) ol P

est un point de l'espace des vhases.

Lo forrulation rigoureuse de ce vrobléme cst duc en premier & Birkhoff
(1931). I1 montre d'abord que la limitc temvorelle de f£(P) :

T
J[. £(p) at = ¢
0

existe pour toute fonction f(P) sommable et définic sur tous les points d'un

(1) lim
T-=00

el

ensemble V invarient de 1'espace des phases. Cette convergence a lieu presque
partout sur V , c'cst-a-dire & un cnscmble ce mesure nulle prés. L'existence
de la limite temporelle étant établic par ce théoréme, il restc & déterminer
dans quelles conditions cette limite est Sgale & la moyenne en phase. On ob-
tient cettc égalité dans le cas ol 1l'ensemble V cst métriquement indécompo-
seble,c'cst-4-dire si on ne peut 1lc décomposcr ¢n deux sous-enscmbles inve-—
riants de mesure non nullc¢. On peut alors écrire

_ .
(2) £t - @T%T } £(P) av

ol \A(V) est la mesure de V .
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Dans les applications physiques, l'ensemble V  ¢st une hypersurface d'é-
nergie constente ct, 1'inddcomposabilitd métrique de cette surface nc pouvant
pas ¢n général &tre démontrée, ¢lle constituc une hypothésc sur la structurc

du systeéme.

Une deuxiéme formc de lo théoric ergodique, dévelooniec cn perticulicr po
V. Neumenn et Hopf, consiste & romplacer la convergence presque stire par une
convergence cn moyenne quadratique. Si  g(P) cst une densité de distribution,
elle devient cu cours du tcmps U,-g ou Uy ¢st 1'opdrateur uniteire qui dé-
crit 1l'évolution de g dans 1'cspace d'Hilbert, La movcnne d'une fonction
f(P) & 1'instant t o=t alors lc¢ produit scalairc hermitien (f,Uﬁg) . Nous
dirons que la densité g(P) tund cn movenne quadratique vers une densité li-

mite g(P) si :

P
AN
S~—”

1 [T _\12
lin 73 | (£,08) - (£,8)|% at = 0
T-S > 00 28

Cettc convergence signific physiquemont que lo moyenne temporelle des
fluctuations statistiques dc la moyenne on phase de f£(P) autour de sa valcur

limite (f,g) tend vers O , quand 1'intervalle T-S augmente indéfiniment.

I1 est intéressant, pour énoncer les conditions nécessaires & cette conver-
gence, de ne pas se restroindre & une scule hypersurface d'énergic constante,
mais de considérer une couche d'énergie de largeur /A E . Il feut que chaque
hypersurface de cetto couche soit métriquement indécomposable, mais cette condi-
tion nécessair. n'est pas suffisante : il fout uns condition supplémentaire con-
cernant les paires d'hypersurfoces. Pour énoncer cette condition, il convient
d'introduire lc produit dircet de 1l'cspace des phases avee lui-mime : les coor-
données d¢ 1'sspece produit sont constituécs d'une paire de 1'ensemble des coor-
données de 1'espace des phases initial ; & une paire d'hypersurfaces de 1'cspa-
ce initial correspond donc une scule hypersurface de 1'espace .produit. La deu-
Eiéme condition pour que le théoréme de Hopf soit vrai est que presque chaque

hypersurfece de 1'espace produit s-it métriquement indécomposeble.

Nous allons indiquer briévement, en vue d'une comparaison avee la théorie
quantique, le fondement mathématique de cctte démonstration qui repose sur un
théoreme de 1l'analyse harmonique des fonctions :

+00 .
f iwt
)

—00
fonction de distribution, & variation bornée, compronant une partie continue et

Si g(t) est de la forme g(t) = dv(w) o v(w) est une

une pertie discontinue, on a 3
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T |
lim T%§ f lg(t) = T [v(co,+0)=v(w,) k¥ 2 at = o
T-5- o0 S o,

ou y représente la partie discontinuc de v(w)
Wy

Pour les anplications cette formule peut aussi s'éerire s

T .
lim ﬁ—fé- [ \(f,Utg) - (£, et [Ew E, ]g)\2 dt = 0
T-S- oo 43 Wy, V+0 Y

qui se réduit, pour lec cas ol la scule discontinuité de v(w) se trouve au

point =0, & la formule (3).

La démonstration de (3) est alors facile dans cc cas. En effet si nous dé-

finissons g per la sculc rclation g = (EO+ - EO)g et 1'opérateur U! par

t
1 — n Fa) ° o — o -— ' l ) ¢ 3] £ =) e}

Uy - (EO+ ho) , on+:o. (f’Ut 2) -~ (f,g) = (f,Ut g) qui peut sc représenter
par 1'intégrale (, Tt a(f,E!,g) . La représentation E!, est alors par-

J =0
tout continue e¢t, en posent : (f,B! g) = F() , on est ramené & démontrer que @

T +00 .

(4) lin == f | ( A 4 p(w)|? as = 0

T-S-»00 S ' J-oo

ol F(w) est vartout continue, En posant x = w -~ w' , on a

+00 . +00 r 40
lf oiot dF(w)lz :{ oixt | artw) #@=
~00 -0 -00
+00
Si on pose : G(x) :.Jﬂ Flow—x) d F(w)
—00

G(x) est continuc ¢t on a @

1 T +® ixt ~ +Q0
k-——f f eV 4a(x) dts <j
T-S N
S ee) -00
/‘+E

/ " +00
<J alet)| + iy [ dla(x) =

ixT xS
%T\ dlc(x)

=16 -16(-0] + zrEgy | (5,012

On choisit d'abord & assez pectit pour que le premicr terme soit infériecur a
6 puis T-S assez grand pour que le deuxiéme terme devienne & son tour plus
petit que & , ce qui achéve de démontrer (4). Nous voyons que le résultat re-

posc essentiellement sur la continuité de F(w) , donc sur le fuit que U, g
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n'a de discontinuité qu'au point w= 0 ; condition que nous allons retrouver

en théorie quantique.

2.~ MECANIQUE QUANTIQUE.

Nous supposons que l'on a & raire a un svstéme dont 1'hamiltonien est indé-
pendant du temps et peut s'éerire H = 2: B, RPi ol les Pos sont les opére-
teurs de projection corrcspondant cux étots propres de 1'énergie ; nous admet-
trons que lc spectre de l'hamiltonien est discrct et qu'il n'est pas dégénéré.
Nous supposons de plus que 1'étut initial du svstéme est roprésenté par une ma-
trice statistique W qui pout déerirc soit un ces pur, soit un mélange de cas

. S
purs (elle prendruit alors la forme W =4 w, Py, ) .

Nous allons &tablir les conditions sous lesquelles on peut obtenir un théo-
réeme ergodique cn moycnne quadratique. Soit Mt(A) la valeur moyenne dépendant

du temps d'umeobscrvable A ; clle s'éerit dans la roprésentation dc Heisenberg

M, (4) = Tr(U, AUF W) = 2_ A/ EENDY (g a1 ) (5. WIE,)
1,3 o
e¢t, en posunt Ei - Ej =T , on obtient du fuit que le spectre de H n'est

pas dégénéré :

(5) M (8) = 2 ™Y T (51818, -1 W) (B, - FowlWIE,)
w E 1 1 1 1
i
Les probléme est de démontrer que Mt<A) tend on moyenne quadratique vers
une limite indépendante du temps. Les termes indépendents du temps dans Mt(A)

sont de la forme :

(6) > (E, | AIE, ) (B, WIE,) = Tr(A W)

E.
i

Nous allons donc essayer de montrer que :

T-S—-m JS

T _ T :
(7) lin f (¥, (4) ~ Tr(4 ) Fat = lin ﬁg fs [% eIt o(w) Fav = 0

oli 1'on a posé, d'avrés (5) :
( O pour wW=20

(8) g(c) = z EZ (BVAIE; ~%o)(E; ~ho\WE,) pour w#0
i .

Par définition on a g(w) = g(-w) de sorte qu'on peut &crire (7) sous la

forme :

T-S >0

[T :
(9) 2= lin fs L2 &M glw) Far =2 leg(w)l?
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Z ne peut donc devenir trds petit que si tous les modulecs de g(w) sont
petits, Il suffit qu'un scul |g(w)| soit grand pour que Mt(A) ne cnde pes
vers une Jimite. L'hypoth&sc nécessaire qui ve nous permettre de démontrer que
Z tend vers O porte sur l'hamiltonien du svsteéme : on suvnosc qu'il n'existe
pas de fréquence de résonance < , c'est-a-dire que B, - Ej £ Ei' - Ej' pour
tout couple ij , i'j! , scuf si i =i', j = j' ; en portent cette condition

dens (8), il vient alors

0 pour w=20

— Al I ‘_r 7 = E - - 1’\ w
(8") g(w) = (Ei\A\Ej)(Ejlh!Ei) pour un scul i Ej

Nous pouvons maintenent évaluer Z  pour un état pur W = Pq, e« Ona:

(Ej\W\Ei) = (EJ.H”)(WEi) et, par suite :

r 2 I ‘ a 2
=2 el e T2 1(BaIE) (B 19) (Y |5
W E. .E. JJ
i’7]
On a le signe d'inégalitd car on aurait dfi laisser de cédté les termes ol
Ei = Ej . Le forme de Z nous sugeere de le comprnror avee la vcolour moyenne de

A2 prise par ropport & W , soit : E(A2) = Tr(A2 W) . En posent :

(10) m= lax | (Ei\A\Ej)(Ej\\P)\
.,ij
On peut montrer par un calcul facile, e¢n utilisant 1'inégnlité de Schwartz, que
l'on a :
(11) 2 < 65 Tr(s® E}q))
2
avec 62 = o 3 5
> \E1aE) [ “ N (wlE))
= J i
B.,E,
17

Pour que 8§ soit trés petit par rapport & 1 , il feut que les Z1éments de ma-
trice (Ei\A{Ej) soient trés nombreux ; on peut préciser cet:e condition en

™

remarquant que, si Ey et Eé sont les valcurs de 1l'énergie correspondant i

m, il s'cnsuit :

12
(12) §2¢ | (BolalEg)]
PETCAPEINE
E.
1

Si d'autre part N, ost le nombre des éléments \(Ei}A!Eé)l pour lesquels
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57 | EglaiEn) | > | @ 1aiEn! > 3 | @ iaey)

il en résultc d'aprés (12) que

v, -
(13) &< 5

vy

On voit donc, d'aprés (13), que lcs nombres N., doivent &tre trés grands de
sorte que parni les é1léments de matrice (Ei\AlEj) y i1 y en aura un grend nom-
bre du méme ordrec de grandeur ; cette condition définit les observables macros-—

copiques,

La dérnonstration précédente s'dtend sans difficultés au cas ol 1'état ini-

tial cst revrésenté par un wilen e ;3 on a alors
W= w P ot W= w. W
5 e, &y By
La grendeur Z devient dans cc cas :

,r

T

3 __1._ i\ W

2= lin = j [T w00, (A)y - T2 W, )T ab
T-S—»> o S %

et, cn appliquant 1'inégalité de Schwartz

-7

. 1 <~ . =

Z < 1lim L w M (), - Tr(a Wy )T dt
I A S )T

(14) < T w, 6.0, = 8 (4
v v

on voit que 1l'on ¢st ramené & 1'équation (11).

Ainsi le théoréme ergodique on moyenne se trouve démontré avec les trois

conditions énoncées ci-dessus ¢t que nous résumons @

1) non dégénérescence du spectre de H 3 cotte condition est 1'analogue
quantique de 1'hypothese classique de 1'indécomposabilité métrique de 1'hyper-

surface d'énergie.

2) Absence de fréquence de résonance dans le spectre de¢ H qui est l'analo-
gue quartique de 1l'hypothese nécesscire & la démonstration du théoréme de Hopf.
En effet, si cette condition était violée, Mf(A) prendrait la forme d'une sé-
rie de Fourier et lc mouvement serait périodique,

3) La condition imposéc & 1'observable A qui revient & dire que, macroscopi~

e

quement, on peut considérer son spectre comme fortement dégénéré. Cette condition
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va nous permettre de définir les observables macroscopiques.

Nous cllons reintcnant montrer qu'en introduisent unc définition convena-

- . N ) . '
ble des o-servables macroscopiques, on peut ramener le théorzme crgodique de la
néecnique quantique 3 une forme snclogue & cello du théoréme classique de Hopf

et Von Necumann.

3.~ OBSIRV.BLES MuCROSCCPIQUAS.

Nous poscrons d'cbord que toute observation macroscopique s'¢tend sur un

el

intervalle de temps T , Pour les différecnces E.-E, pour lesquelles on a
1

i3
lEi—Ejlj> g , il n'cst pas nécessaire dc postuler 1l'abscnce de fréquences de
de

L

réson.ncu, car les ‘lérents retrice de A sont négligeables (on peut en

¢ A vpar des moyennes prises avec unc

Q©

effet rermlacer les ¢1éments de mairice

d
répartition do Geuss ayant T pour Scart-type). On n'aura donc & considérer que
1
des W< §F .
D'autre pert, nous sumnoscrons qus la précision de la mesure de 1'én-rgic
ast dc A E qui comprend un grand nombre d'étots nicroscopiques Ei . Considé-

rons maintencnt les “1léments de matrice définis sur une couche AE : ils pcuv-

vent s'exprimer en fonction de B, + &, E, - E,
E = —= P et W= —l1%~—l s la condition

que l'obscrvable A est macroscopique permct d'lérire que les f1dments de ma-
trice dc A peuvent s'exprimer corme une fonction F(E,w) qui est suffisam-
ment rdéeulisre pour qu'on puissc rerplecer lss sorres par des intégreles. D'o-

preés les hypothéses faites plus haut, & unc valeur de <O correspond un seul

élément de metrice de A souf pour W= 0 (sbscence de fréquence de résonance).

D'autre nart, commc nous avons vu qu'il doit v avoir un grand nombre 4'é-
léments de metrice du méme ordre de grandeur, on pourra donc définir des domai-

nes A ¢ pour lesqucls F(E,w) est constonte.

On a donc des cellules (AE, Aw) dans lesquelles on peut définir une
densité moyenne du nombre d'‘léments de matrice compris dans cette cellule
soit f(E,w) cette densité. Si 1o systéme c¢st orgodique, & chaque W corraes—
pond un scul él/ment de matricc sauf pour < = 0 ol 1'on a un grand nombre d!
éléments de matrice. La densité P(E,Q)) vrésentera done une discontinuité sur

la diagonale principcle et pourra donc s'éerire :
(15) £(B,00) = 5 (E)Swo + P (B,w)

ou s(BE) et O(Z,w) sont continues ; on 2 aussi @ P(E,w) = p(E,~w) .
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On peut faire correspondre & P(E, ) 1la fonction de distri-ution
P(E,) définie par @

E (‘03
(16) P(E,w) = ( J P(E',w')da! du
-00 7/ -00
Dans lc cas ergodique P(E, @) croit continucmont avec E et @ jusqu'au

point de discontinuité <w =0, ol 1l'on a :

/‘E
P(E,+0) - P(E,0) = o (8')az!
-CO

Avec ces définitions, on pcut écrire @

(17) Tr(W &) = > (E.\WIE.)(E,1A\E,)
E E 1 J n] 1
i
- t .
=2 F(E, w) 2 (Ei\W\,E.)
AR, Aw £} J

1
ol 2 s'étend sur tous les Ei’Ej tels que 2 < Ei+Ej.s'2(E+[§E) et

N ow <Ei—Ej <R(w+ Aw) .

On peut aussi définir sur l'intervalle (AE, Aw) une voleur moyenne de
t
2: soit
1 .
2 = u(E,w) PE,w)AE A w

de sorte qu'en portent cette expression dans (17) et cn rcemplagant les sommes

par des intégrales :
(18) e (W &) :f TE ) F(E,w) dp(E,w)

On peut donc caractériser toutes les cbscrvables macroscopiques ainsi définies
par une fonction F(&,c) qui s'annule pour des co grends et qui, pour le
point de discontinuité c0 = 0, peut avoir des voleurs trés différentes de
F(8,cw) pour w voisin de 0 . L'sspérance mathénmatique est alors donnde par
le forrmule (18) que l'on peut interoriter corre le produit scalaire sur un es-
pace de Hilvert & , (W,F) .

I1 restc encore & traduire 1'évolution dans le temps de 1'observable A ,
Dens la représentation de Heisenberg, elle est donnde par un opérateur unitaire
Tt avec Tt A= Ut A U: . In vertu de l'unitaerité de T , on peut dévelopver
la relation précédente sous la forme

+o it
(1¢) Tt A= 4[;00 e d(Eu 4)
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ot les F,, sont dlfiris par 3 F, A= Z _ ‘¢i.A Fg
Li,mj
-

J

fupoint @ =0, E A offcctue un ssut ¢ (F 5 - Folb = A Rpy & Pyy -
E.

, . P, .
De méme qu: l'on a dens 1l'espace d'Hilbert 4 de 1a mdcanique quantique

(Ei\.A'\E.) pour wWg w!
(Ei\ F ,AIE.) = J
J 0 autrcerment

. 10
on peut @#éfinir, dans 1l'cspace », F y par :

]

F(B, w) pour W LW

F, F(E,w) =
w autroment
et par suite d'une maniére analogue a (19) on a @
+00
o wt, -
(20) F,(E,0) = f e a(F F(E,.,))
-

—_—

F¢,, se comporte donc dens 'Q{ comme un opérateur de projection qui aura,

d'aprés 1'hypothésc ergodique, unc seule discontinuité au point @=0 .

En utilisent le rdsultat mathématique énoncé au début de 1'exposé, on voit

qu'on peut écrire @

7
lin =t
1 T8

2
1 | (0,7, ) = (uy (P~ F )P\~ at = 0
T-5- o0 S

qui est une expression du théoréme ergodique de lc mécanique quentique en fonc-
tion des observables macroscopiques F(E,w) ; tout & fait analoguc a 1'expres-

sion classique du théoréme de Hopf et Van Neumann.

Nous avons donc montré la similitude dans les deux théories des raisonne-
ments conduisont & 1'établissement d'un théoréme ergodique, Il semble cevendant
que la preuve de ce théordme so’t plus simple e¢n mécanique quantique du fait
qu'il est facilc de rontrer 1l'existence de la moyennc temporelle de la valeur
moyenne d'une obscrveble. D: plus, les conditicns permettant 1'orgodicité (non

égénérescence ot absence de fréquence de résonance dans le spectre de 1'éner-
gie) ont unc expression plus physique que leur analogue classique.

Remarquons t utefois que certeines réserves s'imposent tant au point de vue

physique qu'au point de vuc methématique. La promierc réserve porte sur la

convergence cn noyenne quedretique : celle—ci n'entr.ine pas en effet
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nécessairencnt unc convergence bien définic relative & unc suitc de résultcts
de nesure. La deuxidme porte sur lo distinction & frire drns (10) entre la plus
potite borne supéricurc et le mexirun réellement at*eint ot sur la ndcessité de
postuler 1l'existence de tr*s nombreux £ldrnts de matrice, L'unserble de ces
difficultés pourraicnt trouver unc solution c¢n &tondent & lo néeanique quentique
la néthode des fonctions scimatoires élaborce par Khinchineen thlorie classi-
que : cet asmect du probléme nérite une étude ind!pendante sur laquelle nous

rcviendrons par lo suitc,




