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Séminaire JANET 801
(Mécanique analytique et lécanique céleste)
4e annde, 1960/61l, n° 8 22 avril 1961

PARTICULES ET SINGULARITES DES ONDES (1)

par Jean LERAY

Introduction

Dans un espace X , de dimension £ , de coordonnées locales (Xi g o0 Xi) ’
soit un opérateur différentiel lindaire d'ordre m

( d Z ( ) 6i+ooo+j
a\x = Q. O B e o H
’ a.){—) i+...+j$m Leoed axi XX a)% ’

nommons onde toute solution u de 1l'équation
: 0 :
(1) a(x , 53 u(x) =0 .

Notons x un point de X et p= (p; 5 ¢so » pz) un e¢ ovoctour dtorigine x ,

par excmple un gradient

“e

N 08
8 = (S ,.oo,s ) ,Ou 8 T ee—

x K %

soit unc fonction G(x , p) ;3 nommons trajectoires les solutions du systéme d'Ha-

milton

@ ax; _ _ ax, _ dp, _ _ EE&. G(x, B =0
a3 el el v e i W S
Py Pe X *e

qui se compose dfun systéme différentiel ordinaire et d'unc intégrale premiére de

‘ce systémes. Ces trajectoires sont évidemment les caractéristiques de 1'équation de

Jacobl

qui est une équation non~lindaire du premicr ordree

(1) Une conférence intitulde M"Applicetion de la Mécanique analytique a la Théo-
rie des ondes" fut faite & ce Séminaire, le 22 avril 1961 ; son contonu était ox=
trait do 171, I, II, IV, ot de le Conférence reproduite ci-dessus, qui fut faite,
en 1959, dans lec cycle "Applications des équations non-lindaires & la physique
théorique", organisé par Louis de BROGLIE.
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Supposons donmnée sur X une mesure

plx) dx; A eee A dx,

on peut de fagon inveriente, clest~a~dire indépendante du choix des coordonnées
locales, feire correspondre & cheque équation dlondes un systeme dtHemilton ¢
c'est ce que montre le § 1. Peuteon alors feire correspondre & une onde des tra—
jectoires ? Le § 2 rappelle que le théoréme d'Ehrenfest ntest énoncé cue pour les
ondes de Schrddinger et de Dirace Le § 3 rappelle, en le précisant, comment cer-
taines solutions de 1'équation de Jacobi (Vx grand) aprroximent certeines ondes
(ondes courtes)e Enfin, le § 4 résume 1'emploi que 1o théorie des sinsularités

des ondes fait de celle des trajectoires.

§ 1. Systéme d'Hamilton correspondant & une équation d'ondess.

X : 0
le Fonctions de (x , p) définies par un opérateur &(x , 3-;2 .

Notons
5 .
glxy ) = 2 ai...j(x) P +er By ’
Lteeet+)=N
: i
g'(x,p) = 2= a, (%) py ees pjg 3

o N loooj 1

l+00-+.]:]n—l

on & doinc, ese désignent des termes dtordres <m - 1

) a(X,a%-:):g(x,Ba;-c) +g'(x,-§;—c)+... .

Notons

l_s Llp( glx, 9]

- 3%, O0p.
p(x) 3 %s 0P,

(5) gx.p(x ’ p) =

On & le

THEORBIE L. - Le donnée de 1ltopérateur a(x , 'aa'f) sur l'espace X , muni de la

mesure P dx1 A see Adx, , définit d'une fagon indépendante du choix des coordon=

1/
nées locales, les deux fonctions

glx,p) 5  28'(x, ) =g, (x,0p .

P
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glx , p) est appelé polynbme caractéristique de o ; si a est self-adjoint,

alors 2g! - gx.p = 0 ; nous noterons
(6) gx,p +g'(x, p —%gxop(x y p) = G(x , ip) .
Preuvee - S1 <t est un paramétre,
TR o, 2y T

est un polyndme en <t de degré m , dont le coefficient principal est le polyn8me
caractéristique g(x , Vx) s ce polyn8me est donc indépendant du choix des coor-
données localese

Soit a*(a% s X)) 1'adjoint de a(x , BQJE) clegt-a~dire 1ltopérateur différentiel
tel que

0
/X p(x) v(x) alx, 3—:{) u(x) ax; A ees Adx, =
o)
/X p(x) u(x) 8’*(5§ y X v(¥) dx; A ees AdX, y
quelles que soient les fonctions u et v & supports compacts, on &

6i+. ) .+j

a*(a%c- y %) v(x) =-P‘(152)_ [ p(x) 24 v o] (® v(®] 5

i+-..+j$m ax.i' XXy a]f]&
done
d d 1 d

Pk, 0 = (D gk, 5 ¢ (DT GpX o5 * - DT gz y g3 teee

1topérateur
Coymel ok d 0y .
a+ (=1)7" " a _.Zg'(x,-a-n—()-gx.p(x,a-]-{-)+...
et par suite son polyndme caractéristique
2g' (x5 ) = gy, (x5 P

sont indépendonts du choix des coordonnées locales j ce polynbme est nmul quand cet

opérateur est nul, clest-d-dire quand a est self-adjoint.

Hotes = Le polynBme carsctéristique de aa.* - a* a se rencontre aussi ¢
HORMANDER 1! emploie & 1'étude des équations sans solution (4]



8=04

2e Caractéristicues el systéme d'Hamilton de o .

Commengons par rappeler une notion trés classique : nn nomme caractéristiques

les hypersurfaces
K: k(x) =0
golutions de 1l'équation non-linéeire du premier ordre
glx , kx) =0

dteprés le théoréme 1, clles sont mttachées de fagon indépendentes du choix des

coordonndes, & 1'équation des ondes (1).

Ce mdmo théorsme 1 attache & 1'équation des ondes (1), indépendamment du choix
des coordonndes, 1'équation de Jacobi (3) et le systéme d'Hamilton (), G étant

défini par (4), (5), (6). Plus généralement, on peut faire correspondre a cette
équation d'ondes (1) l'ensemble des équations de Jacobi (3) et des systéemes d'Ha=

milton (2), o G(x , p) est défini par le relation 3
1 .
(7) glx, p) +g'(x, P =~z (x,0) +ee =0, 1)

oo désignant un polynbme quelconque en p , de degré < m=1 423 coefficients

fonction de X o

3. Exemple ¢ L'équation non relativiste de Schriddingers

Clest 1'équetioh
1 0
(8) H(X,Ea-— —-{a-q-0 3
_ ~ 0 :
H ¢bant un opdrateur réel, self-sdjoint, d'ordre 2, ne contenant pes 332; 5 soit

. d d
H(x ";11-3"' =G(X’363E) + G (x ’B_JZ) + G (%) ’

. . 0
G et G' étent homogene en gz dfordres 2 et l ; ona done
RGY(x 4 P) ~ Gx.p(x y P =0

1! équation de Jacobi que (6) fait correspondre & 1'équetion de Schrddinger est

done

© Glx , V) + T = o,
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conformément & le physique théorique.

4« Excmple ¢ L'éguation de Dirac ; 1'éguation relativiste de Schrédinger.

Ce sont des équations du type

4 s
1 0 v, O
(10) > (& +A) (G- +A,) u+Bu=0 ’
jo1 0% Ty I
ol
! L 2 M=
X =-x , A =-4, =% = 4y pour

j=2'3,4 5
Ad (%) sont les composantes du potentiel ; B(x) est une fonction du potentiel,
du champ, de la masse j; dans 1'équetion de Dirac, B et u sont des spineurs.

Ltune des équations de Jacobi que (7) fait correspondre & (10) est

X.

(11) ZW
J J

..AJ)(vx].-Aj)-.:l ;

i . 1 j
ses caractéristiques sont les solutions du systéme d'Hamilton (p = = ) ;9==p3
pour J =243 ,4) :

dxi B dx? B dp} _ dpz
T YY) YY)
jza‘f; (pj - AJ) ‘j.-a“"._,cz‘ (pj - Aj)

— 0do

S - (p, -4,) =1 ;
j J J

en notont qj =p, = Aj on transforme ce systéme en celui de 1l!'électron relati-
viste @

(12) 'i‘i{'l"'=?—x'é = e0e = .dq‘l = T dqz = 6o
4 9 5 @k __aAl) v(bAJ _aAz)
ey Yy f e TR Y

: 1 .
quq3=1, (@ ==q; 5, @ =g

j bour i=2,3,4) .
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§ 2« Le théoréme d'Ehrenfeste

Ce théoréme classique [2] associe & une onde, de carré sommable, des valeurs

probables

x:P;U;:E;
de

x,p’Gx’Gp

qui vérifient le systéme, analogue & cclui d*Hamilton s

dxl__dxz_ clp1 d2
et D et D @00 m W vt D #e reaetmes D g4 0 .
T G [} G
Py Py X L)

Ce théoreme supposc que 1'dquation d'ondes est celle de Schrddinger ou de Diresc

cette restriction est sans doute essenticlle.

§ 3. Solutions de 1'équation dc’Jacobi approximant dos ondes courtcse

Supposons que (6) ou ('7) fasse correspondre & une équation d'ondes une fonction

G(x , p) réelle ; soit V(x) une solution réellc de 1'équetion de Jacobi 3

Par chaque point de X passe une caractéristique et une seule de cette solution

V(x) ; ces caractéristicues de V(x) sont nommées trajectoircs des particules

assocides & V(x) 3 le long de ces trajectoires, (x4 p = Vx_) vérific le sys-
teme d'Hamilton (R).

N

Attribuons & ces particules une densité W2 (x) , telle que leur magse se conser-

ve 3

D ]

cette condition s¥énonce comme suit ¢

L
5 .
(13) W (x) p(x) j§1 (- 1)Y Gpj (x, p dx; A aee A dxj-l A dxj+1 A ese adx,
est une forme différentielle inveriente de ces trajectoires ;

ou encorc ¢ W(x) wvérific 1*Jqu tion linécire du premier ordre

0 2 .
(14) ?6“:%‘ W (x p(x) Gpj (x , V:JJ =0 H
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ou onfin ¢ i 1%on prend cormo coordonnées dans X

t , telle cue le long des trajectoires dxj = Gp dt , 6;3 = - Gx
J J

dt ,

S NPIETERIS /) constantes le long des trajectoires (ctest-d-dire : intégrales

nremidres) ,

alors (4)

D(X, 5 ooe 3 Xp)
(15) W (x) \/p(x) D('bly’YZ ’ "‘89 Y)z,)

est fonction des seules variables (Yé y vee yh) .

Supposons qufon ait, M et Ni étent des constantes,
IVx|>M, le%{)Pv|<No M (p=2, ees 5 2m)
0
Ml >8, , |GRPU[ <N, (=1, s, 20

On a, dans ces conditions, le

THEOREME 2. - 51 a(x , 39;‘3 ost de type principal (), st si, Mo, N, et N

étant donnés, M est assez grand, alors

W (%) e—iV(x)

est volsin d'une onde.

La preuve de ce théoréme est aisée ; elle consiste & construire une fonction

R(x) , de norme petite par rapport & celle de W(x) , telle que
a(x , -a%)[ble—iv +R] =0 .

I1 suffit d'appliquer le théordme d'existence de Hérmander [4] - ou, éventuellement,
ce qui est plus aisé, ceux de la théorie des équotions elliptiques ou hyperboli-

cues = aprds avoir établi la relation

: (2) %{lli%- désigne le déterminant fonctionnel.

) gp(X,p)iéO pour g(x,p) =0, p réel #£0.
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(16) e alx , (%(—)D'Ie'iv] =
. . 1 .
[glxy = V) + g'(x, - ) - gx.p(x y = V)V

L o g, (s - e blx, 0V, 2N

oh b est un opérateur différentiel d'ordre m , dont les coefficients sont

fonction de x et des dérivées de V d'ordres &< m, ces coefficients étant,

par rapport a l'ensemble de ces dérivées de V , des polynBmes de degrés
\<' me2 o .

Notee - Le théoreme précédent précise des résultats connus de G. BIRKHOFF [1],

8 4. Singularités des ondes.

le Généralités.

Soit une dquation d'ondes holomorphes Soit wu(x) une onde ayant, sur une hyper-
surface analytique

K k(X) =0

une singulerité de 1llun des types

ut (0 K (%) + aee (c # entier >0)

u(x)

1

ut (x) k' (0) log k(%) + eee (r = entier >0) ’
ul(x) et «.. é&tant des fonctions holomorphes.

D'aprés un théoréme classique, K doit &tre une ceractdéristique @
(L7 glx , k) =0 sur K .

K est donc engendré par des ceractéristiques de 1'dquotion du premier ordre (17),
by - . - a L]
clest~d~dire par des bicarzctiristiques de o(x , 5—}-—{) s nommons-les trajectoires

des porticules assocides & K & elles vérifient le systéme d'Hamilton (2), ol lton

a2 remplacé G par g .

Plus grécinsément, on peut choisir 1téqu-tion k(x) =0 de K , et définir sur

K wune fonction A(x) de fagon & avoir, le long de ces trajectoires
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© dxp  dx dpy  dpy ax |
x Ta_ Tt T Ty - T, Tt T - 172
gpl( » P) o, B, (x5 p) By, g (x, 0 - /R g,

g(x,p):O,dk:pldxl+...+p2dxz .

Alors, le long de ces trajectoires u'(x) s'obtient par une quadrature, vu le

THEOREME 3o - Attribuons & ces particules la densité u'z(x) 627»(:()

se congerves Autrement dit : sur K , le forme différenticlle

leur masse

L
Z (—l)j gpj (:X'_ ’ p) Xm A eso A dxj_'l A d}(._l_l A see A dxl

. J
w?(m) M o L e , ‘K
j

qui vaut, en les points de K ob p; £0 3

4
2,y 2Mx) p(x)
w(x) e ) 152 gpi(x y D) A%y A eee A X, 4 A A g A eee A dx,

est une forme différentielle inveriesnte de ges trajectoirese

On peut encore énoncer comme suit cc théoréme ¢ employons sur K des coordon-

nées

t , telle qu'on alt le long des bicaractéristiques engendrant X

e

1
dxj :gp.(x,p) dt ,dpj =-gx.(x, p) dt , d = (5" -5 & ) dt

< “:’X-p
J J
T3 9 vee s yz) constentes le long de ces bicaractéristiques 3

alors sur K,

. D(' xxl X, X, ) X)
2 2% plx) ~ V1L 2 ? Pyl ? Tyl ? R
- 1) ut
(- 1)) w®(x) e >, DS 7 e ) ’

qui est évidemment indépendent de j , l'est cusside ¢ clest une fonction de
(yB g 000 yg) .

La preuve de ce théoréme 3 consicte en le calcul de

a(x , g—i)[u' ® ¥®] m alu ¥ log k] si r = entier 20 3
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ce czleul ne différe gudre de celui qui éteblit (16).

2+ Application au probléme de Czuchye

Envisageons, comme dens [7], I, le probléme de Couchy, d'inconnue u , & données

holomorphes 3

j alx 5 a2 ul = v
(19)
\ u(x) = w(x) s'annule m fois swwr S 3

S est une hypersurface donnée, snalytique et sens singularité 3 s(x) =0 ; nous
supposons qu'elle n'est pas caractéristiques

Diaprés le théordme de Cauchy-Kowalewski, u(x) est holomorphe en les points de
S non caractéristiques [ceux ol x, 8) #0 Je Bn les points caractéristicues
E\X J

de S .+ u(x) o une singularité, dont [7], I, déerit comme suit 1'alluree

Soit PF(x , p) une cuelconque des fonctions vérifient les deux conditions sui-

vantes ¢
1 Zlx , D) est, par repport & p , homogéne de degré 1 3

2 glx, p)/glx , p) est holomorphe, non nul, prés de cheque élément de con-
toct (v sy) de S .

Notons x(t , 3) 5 p(t , y) la solution du systeme différentiel ordinairc

(20) ary = @*pj (x, p) at, dp, =~ é‘xj (x 5 p) dt

définie pour +t petit, per les conditions initiales
(21) xO0 , ¥ =7, P(O:Y)—‘—SY:OU yes .
I de [7] constote que le systdme (20) posséde 1'intégrale preiziére
g(x , p)
et la forme différentielle invariante
Py dx1+...+p2dxz-gd'b H
dtoh le théoreme 2 de [7], I 3

le quoticat de doux quelconques des trois fonctions
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g(y,sy), glx, p , T)P(g),—;)—

est une fonction holomorphe de (t , y) o

Les trois équations

(22) g(Y,sy)=0, g(x,p):O, m]z’i}i)i)-zo

sont done équivalentes : elles définissent dans 1l'espace de coordomnées (t , )

une hypersurface que x(t ’ y) projette sur la caractéristique K tangente a

S , clest-2—dire sur la réunion des bicaractéristiques de a issues des éléments

de contact caractéristiques de S

Le théoréme 1 de [7], I, affirme qu'en substituant x(t y y) & x dans u(x)
et dans ses dérivées dlordres <m [ <n si v(x) - a(x, 5—}-{) w(x) s'asnnule
n-m fois sur S ] on obtient des fonctions de (t , y) holomorphes pour t
petit et y € S : la projection x(t , y) uniformisz u(x) ot ses dérivées
dtordres <m [ <n Js

De ce qui préedde résulte que la projection x(t , y) uniformise

(23) m—%—%)-y-y an(x y 5%—() u(x)

quand & est un opérateur différentiel linéaire d'ordre n .

Ces résultats de [7], 1, peuvent &tre précisés per le théoréme 3 du présent or-

ticle : ce théoréme domne la partic principale de la singularité de u , c'est-a~

dire les valeurs prises par (23) au-dessus de K 3 voici @

COROLLAIRE. ~ En substituant x(t , y) ot plt ,y) & x ¢t p dans

glx y p) o, (x, 5535) u(x)

on obtient une fonction holomorphe de (t , y) 3 sa valeur, sur l'hypersurfacc

définie par les trois équations équivelentes (R2), est donnée per la formule
(e B o, (s D ut] AT Ty ) TG s e ®)

A ST [Te(x , ) VPlY) by D(yp 5 oee 5 7,)

d
, -a 5T )
g,(x 5 p) (@~ m! i n_lf,y Ak
s(y)
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g e

8y désigne le polyn8me coractéristique de &, 3 Veeo =1 pour t =0 .

3+ Autres applications.

Le corollaire précédent se simplifie quand on 1lfapplique & la solution unitaire

de a , que II de [7] dtudie. Des quadratures portant sur cette solution unitaire
donnent ¢

1° La solution générale du probléme de Cauchy (ses singularités ont pour support,

outre lo caractéristique K tangente & S , les caractéristiques issues des sin-
gularités des donndcs) 3

2° La solution élémentaire en un point y (le support de scs singularités cst

le conotide dc sommet y ).

On pout obtenir explicitement, comme dans le corollaire prdcédent, la partie

principale de la singularité de ces solutions : voir [7], IV et V.

On trouvern dans [7], VI, la preuve de ce qulaffirme le présent cxposé.
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