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1]
ESTIMATIONS HOLDERIENNES
POUR L'EQUATION D'EULER.,

par Claude BARDOS

On désigne par Q un ouvert de R® (n =2,3 en général), on note 30 1la fron-
tidre de Q,v 1la normale extérieure & @ . Un couple (u,p) est dit solution de

1'équation d'Euler dans Q x I (I intervalle de R). S'il vérifie les équations :

ou uvVu=~9YVp,y,9u=0 dans QO x I,y uey

5t O.

N Na

u est une fonction vectorielle, p une fonction scalaire définie & une constante

grés, ulx,o0) = uo(x) est dite donnée initiale.

L'existence et 1'unicité de la solution de 1'équation d'Euler pour une donnée ini-
tiale assez réguliere a été étudide, dans le cas d'un ouvert borné par de nombreux
auteurs. On prouve en dimension deux que la solution est définie sur R+ et est aussi
réguliére que la domnde initiale c.f. Wolibmer [ 13], Kato [8], Youdovich [ 14] et
Bardos . 2] pour des résultats de perturbation, Ebin et Marsden [ 5] et Fofas, Frisch et
Teman- [6-] . pour la régularité. En dimension trois on sait démontrer qu'il existe un

temps TKuO) dépendant d'une norme convenable de v u, tel que sur l'intervalle
]-T(uo) ,T(uo)[ la solution de 1'équation d'Buler existe, soit unique et aussi régu-

liére que la dommée initiale . Ce résultat a été prouvé pour la premiére fois par
Lichtenstein | 11], repris dans un cadre plus général par Ebin et Marsden [ 5], puis par
‘lato [8]. Danc tous ces articles il est essentiel d'estimer la norme uniforme de v u
et cela peut se faire soit avec le Théoréme de Sobolev c.f. Kato [8] soit en utilisant
directement les espaces de H8lder c.f. Ebin et Marsden [5] § 12. Les espaces de Holder
permettent en fait A'obtenir des évaluations plus expliecites, en partieculier du temps

T (uo) . Tlc permettent aussi de traiter le cas des données initiales sans déerois-
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sance 2 1%nfini dans un ouvert non borné c.f. Bardos et Frisch [3].

On notera ks (?) 1les espaces de Holder de fonctions scalaires ou vectorielles,

Ck,oz (Q) 1'espace des fonctions Holderiemnes & divergence nulle dans Q  vérifiant
o

v.ulaQ= 0.

T ESTIMATIONS A PRIORI.

a) Le systims Vv A ., V. est elliptique en particulier on a pour tout u€ C1o’la ()
C(n,Q) || vAu || si Q est borné
d 0 ¢

(1) Fully s
’ C(n,Q) (|| vAu oo * 1l u Ho’a) sinon

de plus, pour tout couple (x,y) €QxQ ona :

2) |G = u () | =D(0) | x-7| log T2 Il 7Au I,

(L diamétre de Q, e = exp 1)

b) Ie premier membre de 1'équation d'Euler est un terms de transport alors pour tout

triplet wu,v,g
Solution de 1'équation

ou = =
at+VVu—g, V.\)‘aQX]_T,T[—O

on a les majorations.,

) S =lely s grlinly = el + 19 VIl

En prenant le rotationel de 1'équation d'Euler on obtient 1'équation .

(4) %(VAu)+uv(vAu)=(vAu).Vu (=0, s1 n=2)

on en déduit en utilisant (3)

(5) HeAull =llvAuw |l sin=2.
o o

En utilisant (3), (4) et (1)
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c(a,n) llvaul? | si @ est bornd
d .
(6) 3t HV/\uHO,a = ) )
C(n) { llvAull + lu|l” _} sans hypothése Q borné.
0 4 0 4o

De 1'équation (5) et de 1'équation (2), Kato [ 7] déduit le résultat suivant @
THEOREME 1.

Toute solution réguliere de 1'égquation d'Euler dans un ouvert borné en dimension

deux vérifie la majoration :

=DllvAau ||
: | -y all1-e o'o)t
(7) | u”1,a(t? = CJV/\UOHO,Q (Le)
(o:{ t) = aqe” tDjlva o a0
JDe 1'équatior ~ on déduit en comparant [IVAu i, @avec la fonction
9

19Augllg,q (1=C(Q,m) tlTAullg o) "

oY

solution de 1‘'équation

y' = (am) ¥, y(o) = IvAu, Iy, 1s

THEOREME 2.

Soit u une fonction réeulidre solution de 1'équation d'Euler dans un ouvert borné

o

de R alors il existe un temps

™ = 1/c () [vaug

tel que sur 1l'intervalle ] - T , T [ 1la fonction u vérifie la majoration :

|

8) teaully = Ivau il (1 -c @] t]lvau i )7

Dans le cas d'un ouvert non borné il faut contr8éler le terme Hullo 5 de (6) aussi
?

on utilisera une évolution de la pression dans 1'équation %1_1 +uvu =~ Vp. Pour

ct
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simplifier on se limite au cas Q = RB, le cas ou O est 1'extérieur d'un ouvert

borné se démontre ds maniére analogue. On remarque si u tend convenablemsnt vers

zéro on a:
4
..Vp=V(TT;—m*V. (u.vu)).
Pour séparer la contribution & distance finie et & 1'infini de la convolution par
v CTiI) on introduit une fonction 6 € & (R) égale & 1 au voisinage de zéro
|

(6 =1~08)
on écrit alors

Vp=1€yﬁ v [%%Lﬂ]v . (uv ) (y) dy

-y

fV ['L}S:ﬁl]v (uvu) (y) dy.

Le point essentiel est de remarquer que le deuxiems terme s'écrit :

1 3 3 o, 8(x=y)
mevaxi =3 - ( P Z")u (7) vy (v) dy

11 définit donc un opérateur contimu quadratique de C°® (R™) dans % (R™).

On posera donc

Fy (u,u) :E:-r—' [ e []e'%‘{fﬁ]v (uvu) (V)dy.

Lo 2 (8lxy)
Y Y s, ey ) 40 2y 0 e

On démontre (c.f Bardos, Frisch [3]) que 1'opérateur ainsi défini est quadratique
- - A1 . e 12
continu de pc’y(Rn) dans Cg’a(Rn), qu'il est indéperdant du choix de € et qu'il

existe une distribution p telle que F (u,u) = vp. On a alors le

THEOREME 3.
Soit wu € C (J-1, T[ ; C1’Q(Rn) (n =2 ou 3)
6
Solution de 1'équation
(9) M, y9u=F (u,u).
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* *
alors il existe deux constantes C et D telles que sur l'intervalle T ,T .

¥*

T =1/Cllu
0||1

P1e4

* * *
telle que sur 1'intervalle ]-T ,T [ (on suppose T < T) 1la solution de

1'équation (?) vérifie la majoration :

lCopt) lly o =D Q= ftl Clluglly 7 il

Démonstration : Compte tenu de ce qui précéde elle ust évidsnte. On écrit les rela-

tions ¢

-a%-; u+uvu = F(uu) (| Flu,u) g, =Cl ulﬁ’a)

g%(VAu)+uV(VAu)=(VAu) A

Puis on utilise (1) (cas des ouverts non bornés) et (3) pour obtenir :

)2

(10) <5 Gl L+ liwauly )= Clally o+ Al

IT. EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS .

Les solutions se construisent sans difficulté par des méthodes itératives.

a) Dans le cas d'un ouvert borné de R (n = 2,3) en désignant par u” la solution

du probléme :

n
(11) %‘E_+un-1 Vun=—-Vp,V.un=0, un.\)laQXR ‘:0,

U.n (X,O) = uO (X) .

En procédant comme dans les démonstrations des théorémes 1 et 2 on montre que les

suites u” satisfont des inégalités du méme typs, le passage & la limite est alors

facile.
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b) dans le cas d'un ouvert non borné il convient de remplacer 1'équation ( 11) par

1'équation.

u”

: n-1
(12) ot

+u Jull=7F (un"1, ) .
@ ec(R+, @)
ag

Comme on prouve ainsi 1'existence de solution assez réguliére 1l'unicité ne présente
pas de difficulté, sauf dans le cas d'un ouvert non borné. S'il est alors facile

d'établir l'unicité de la solution de 1'équation

.QB = 1= =
g Huvu F(uau) , vu= 0, Ue Vg x[0,T] 0

il n'est pas possible d'établir l'unicité de la solution de 1l'équation :

u = = =
3t +uvu=vp, Vu= O,u.v'BQX (o, T*]"O’
car alors vp est déterminé i un vecteur constant £ (t) prés : vp= F(u,u) + €(t)

Cette remarque a conduit & particulariser 1'équation et & ce limiter au cas ou

Vp= F(u,u) °

ITT REGULARITE ET REMARQUES FINAIES.

On trouve dans Ebin ab Marsden [5] § 12 et dans Frisch, Foias et Teman [6] le résul-

tat suivant .

THEOREME 4,

Soit weC (0,7 5 C'"(0)) solution de 1'équation d'Euler.
c

3u
at

+ uvu = - 9p ulx,0) = uo(x)
alors si u € C:’Q(Q) , u€ ck (0,T ; ¢l @)).
g

Ce resultat se démontrs facilement par récurrence en utilisant 1'équation

Sa? (vAu) +uv(vAu)= - (VvAu) vu
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que 1'on dérive k-1 fois. Il convient ensuite d'utiliser (3) et 1'ellipticité.

Tl convient de remerquer que l'estimation | u | 2 () = cte valable pour toute
L (Q
fonction réguliére solution de 1'équation d'Euler n'a pas été utilisée ci dessus, de
plus en dimension deux dfespace l'estimation ] YAu | m( )= cte est suffisante peur
L (Q

prouver l'existence et 1'unicité d'une solution faible, c.f. Bardos [ ], elle est
insuffisante pour prouver la régularité, il faut alors utiliser le théoréme 1.

Ie théoréms 4 permet d'établir des majorations 2 priori pour les dérivées successives
de u, ces majorations font apparaltre des facteurs croissant trés rapidement avec
1'ordre de dérivation. Ceci laisse & supposer que la solution de 1'équation d'Fuler
ne seralt pas andytique ; c'est en fait ce éui se produit pour la solution de 1l'équa-
tion de Burger M.R.C.M. c.f. Penel [12] .

Enfin i1 convient de noter que pour 1l'ouvert non borné, on ne peut prouver, méms
en dimension deux d'espace que lfexistence locale en temps de la solution, cela est

du au facteur |ju Hi N apparaissant dans la majoration de F (u,u).
?

APPENDICE .

On se propose de prouver ici les deux inégalités les plus importantes. Le premier
résultat (1), (2) est classique. Il suffit de vérifier les hypothéses d'Agmon Douglis
Mirenberg [ 1] ; pour aveir une indgalité du type :

lully o= C (y0) (HTARly o+ liully )y

ici 0 n'intervient que par sa frontiére. Ensuite pour montrer que si Q est borné
on a en fait

lally , =& @ {livaall by

il suffit de montrer que VA est injectif sur Cl’y(Q ) .En effet si u € C;’a (a)

ot vérifie VAu =0, il existe une fonction scalaire vy telle que: u=v vy (la
gondition wuwv IBO = 0 joue ici un r8le essentiel pour le cas d'ouverts non sim-
plement connexe) c.f. Ladyzenskaia [9] ou Zerner [15]. On a alors, comme 7Y .u =0

la relation : Vy=0 oY =0, et le résultat est évident. La formule (2)
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se démontre par des considérations analogues, en utilisant une représentation inte-
grale des solutions.
Prouvons les relations (2) e® (3) . On introduit pour tout x € @ la fonction

x(t) solution de 1'équation différentielle.

(13) x () =v(x(t),t)ix(o0)=x

On démontre Brézis et Bourguignon [4]. Lemme A.6, que si vé€C (-T,T ; C;’a (Q))

i1 existe une unique fonction t-+x(t) continument différentiable de =T ,T &
valeur dans 0, solution de 1'équation (13) 1'application =x+x(t) est une
bijection de Q sur Q mnotéde x(t)=7%7 (t)x ;3 d'aprds le Théorime de Liouville
elle conserve la mesure de ILebesgue. Soit (x, y) €Q xQ et x(t), y(t) 1les
solutions correspondante de (13), on pose p (t)= |x(t) -y (t)]|.

3
On a Ut Vu= é—i% u (x(t),t) , on en déduit la relation :

La premiére des deux inégalités (3) est alors évidente, pour prouver la seconde on

remarque que 1l'on a en utilisant la bijection =x-x (t) 1la relation :

(12) ol =l + sup | a(tdat) - uG(t)t) |
O ¥ (o] X . o
|x(t) - y(t) |

En suite on écrit

(15) a% (sup | 2x(8)4t) = uly(t),t) L)
Xy |x(t) - y(¢) ¥

= gup | 5 (0 (D), 8) = uly(v) 0 o (07 |

du

Comme u est solution de 1l'équation St TV YVu=g on en ddduit la relation.

(16) 2wl s el + o [uGe) 6 - ulr(®) & [0 (2)p (e XF T

Comme x'(t) - y'(t) =v (x(%) ,t) - v (y(t) ,t) on termine la démonstration en

utilisant le théordme des accroissements finis.
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