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THEORTE SPECTRAIE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES
DEGENERES NON NECESSATREMENT AUTO-ADJOINT.

par PHAM THE LAT.

INTRODUCTION,

Nous donnons ici le résumé d'un travail qui va paraltre au Journal de Mathématiques
Pures et Appliquées. Tl est essentiellement la suite de [ 10] dans lequel nous zvons
considéré une classe d'opérateurs différentiels d'ordre 2m, auto—adjo{nts, ellip~

tiques & 1'intérieur, dégénérant & 1l'ordre m au bord d'un domaine Q borné, trés
’ - n ’ - I'e ’ . . 3 [
régulier de R . Ces opérateurs constituent une généralisation, en dimension quel-

.- d 2 .
conque, de 1'opérateur de Legendre Tx (1-x7) g% sur 1'intervalle [-1,1].

Dans [ 10], nous avons déterminé le comportement asymptotique des valeurs propres dan:

le cas n=2 j; le cas n=1 est résolu auparavant par M.S. Baouendi, C. Goulaouic
dans [2].

Nous donnons ici le résultat correspondant lorsque n>2.

Dans cette direction, il n'y a pas de résultats connus dans le cas général d'un opé-

rateur d'ordre 2m . Dans le cas d'un opérateur auto-adjoint d'ordre 2, C. Nordin
(cf. [8]) a résolu le problime pour 1l'opérateur div ( ¢ grad) , o &tant une fone-

. 5 ® s e e 2y 2
tion ‘¢ vérifiant les propriétés :

Q {xERn;cp(x)>O}

r bordde Q={s R ; ¢ (s) = C}

grad ® (S) #0 pour S €T

Miparavant, L. Boutet de Monvel, P. Grivard (cf.[6]) et J. Skimakura (cf. [117) ont
considéré le m8me opérateur avec N la boule unité et ont déterminé indépendamment
le comportement asymptotique des valeurs propres & l'aide ds la connaissance explicite

de ces valeurs propres dans ce cas.

Toujours dans le cas d'un opérateur d'ordre 2, des géndralisations sont étudides
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par M. Juillemot (cf. [7]) et par L, Vulis, Z., Solomjak (cf. [12]) . Les méthodes
utilisées par ces auteurs sont assez voisines et basées essentiellement sur le prin-
cipe variationmel de R. Courant et sur le fait (exceptionnel), que pour l'ordre 2,
il y a "séparation des variables". Elles ne semblent donc pas utilisables pour un

opérateur d'ordre 2m quelcongue.
Nous utilisons ici la méthode "indirecte" de S, Agmon (cf. [1]) .

Nous 1l'avons déja utilisée dans [10] pour traiter le cas n =2 3 dans ce cas, bien
que 1'équivalent de N(A) (le nombre de valeurs propres qui sont majorées par A )
soit dommé en fonction d'une constante exprimée par une intégrale sur le bord de Q,
il est obtenu par une étude & 1'intérieur de Q. Dans ce sens, la méthode de résolution
est analogue & celle des problémes non dégénérés traités par S. Agmon ; de fait, cet
équivalent de N(A) est le m8me pour toutes les réalisations de l'opérateur différen-

tiel, comme dans le cas non dégénéré.

Iorsque n®> 2, nous montrons ici que cet équivalent ds N(A) est déterminé essen-
tiellement par les domnées sur le bord de Q ; il en résulte que pour deux réalisations

distinctes de 1l'opérateur différentiel, les deux équivalents de N(A) sont distincts.
Nous traitons ici les réalisations de Neumann et de Dirichlet,

Nous remercions P. Bolley et J. Camus pour les nombreuses discussions que nous avons

eues avec eUuX.

¢ 1. — HYPOTHESES ET RESULTATS

Nous utilisons les notations classiques :

o Q
. . ——— . 1 n
Dj=~1£g,l=J—1 ¥ J=(1,..,,n),Da=D1 ”'Dn
. 9O
o% Tt ot

Pour m entier = et k réel, nous considérons les espaces de Sobolev avec poids

(ef. [3])2
k _ . k o
g @ ={u€es (@ ;¢ Ducl () ,V ol =m}

Ces espaces sont munis des normes hilbertiemmes naturelles notées | |n1'k:'Q
A b

On définit de maniére analogue les espaces Hi (RE)
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Nous considérons une forme intégro-différentielle :

alu,v) = mo~ g
’ jg ? ];Eénl P

[Bl=m

Di Iﬁ{}dx

ol les coefficients aaB sont des fonctions Eifm)Gi) et notons a (., D) 7'opd-

ratew différentiel d'ordre 2m associé & cette forme. -

M)XHE(CH

2 nig

0 est clair que a(u,v) est une forme sesquilinéaire continue sur H
m

, Z
comne on vérifie aisément que Hm QO L, (@) avec une image dense, il est bien
connu que ces données définissentun opérateur A, non borné dans L, @) ; ¢

est une réglisation de a(.,D) ; nous dirons que A est la réalisation de Neumarnn de

a(.,D), par analogie avec des problémes non dégénérss.

Pour s € T 4, notons ¢

Ts le sous espace vectoriel dss vecteurs tangents, associé & 1'hyperplan tangent en
s & T.

Sy la sphere unité de T
s

-~ grad o (s)

Vv
S |grado (s)]

Nous faisons les hypothéses (H) suivantes sur a(u,v) 3

(1) 11 existe une constante C> 0 telle que 1l'on a @

2
%) aB(x)g"’J’BéCmm
lol = ™

|B] =m
pour tout x €Q et £ € R" .
(11) a8 (%) = 234 (x)

pour tout x €Q , o et 8 vérifiant |o| = |B| =m

(1es % (x) sont rdellss en vertu de (1))
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(i1i) pour s €T et w € 5, , il existe une constante € >0
s

telk que ¢
> x B 2
J £ D ey () wrviag Y (wtv 3 ) udb=C full,, PR,
° || =m ' 2
|8]=m
I
2
pour tout u € H o (R+)

Notons ¢

B ¢ () = ,ro D ay () (wrv 3% (erv a Py at

la|=mn
|g]=m
C'est une formes intégro-différentielle d'une variable, homogéne, & coefficients

constants, En notant .93 " 1'opérateur differentiel d'une variable d'ordre 2m

’S
associé & b s nous pouvons considérer Buys la réalisation de Neumann de
WeS 9
WeS

Nous avons alors les résultats suivants :

THEOREME 1.1. - Supposons que n > 2 et soit alu,v) la forme définie précidemment

avec les hypotheses (H).

alors ¢

(1) Pour s €T , w € ST s 3
S

est auto-adjointe, strictement positive, & résolvante

We

compacte.,
()

des valeurs propres (rdelles et positives) de

(2) si (pj(w,S)j‘21 est la suite

Bw S rangé par ordre de valeur croissante et si nous notons ¢
9

(*)

avec la convention habituelle : chaque valeur propre est répétée suivant sa multi-

plicité, qui est finie en vertu ds la compacité de 1la rdsolvante.
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d=n *
pj(S) = ';%7 Is by (0,8) ™ 4 )
T

S

la série 7 pfj (s) est convergente et la somne est une fonction bornée sur [.
3=1

THEOREME 1.2, - Avec la donnée et les hypothéses du théordme 1.1, soit A 1la
réalisation de Neumann de & (.,D). Alors -

(1) La résolvante de A est compacte et pour tout 6 vérifiant 0< 6 < 21 , ot®

est une direction de croissante minimale ds la risolvante (terjminologie de S, Ag;go__n)

(2) si () . est la suite des valeurs propres ds A, rangée par ordre croissant
p—— J ;]51 p

des modules et si nous notons ¢

NN = D 1
ReA. =\

N (A) vérifie la formule asymptotique 3

ouae——

avec vy la constante ¢

(¥*)
v=0CO [ Jerad () | © o, (s)las
r j=1 Y

0 o

Remarque Si 1'on note Hmk(Q) 1'adhérence de Q) dans Hﬁ (@), 1'opérateur A
om

engendré par le triplet { Hm2 @) , L, (@) , a(uyw)} est appelé 1la rdalisation

de Dirichlet-de a (. ,D)

0
Pour s €T et wEST, soit B,

la réalisation de Dirichlet de jgw g3
s 9

9S

0
alors Bw s @ des propriétés analogues & B
’

. s . o
0ys * En particulier, si by (w’s)}jg1

o
est la suite des valeurs propres de Bw s et si nous notons :
?

A
) de cst la mesure de surface ((n-2) -dimensionnelle) de la sphdre ST .
s

(*) ds est la mesure de surface ((n-1) ~dimensiommelle du bord) ' de Q
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J=n
o g ) -
P (s) = ) 'FS by (wys) dw
T
s

s . S 0 - ’
la série Lé ] P 3 (s) est convergente et la somme est une fonction bornée sur T.
J__

o » » I I ~

Cependant, d'apres [ 5], A n'a pas les propriétés ds rézularité que posséde A ;
alors, moyermant une hypothése supplémentaire, nous avons un résultat analogue au

théoréme 1.2,

THEOREME 1.2', - Avec la dommée et les hypothéses du théoréme 1.2, supposons de
plus que $

m > n.

o
Mors la réalisation ds Dirichlet A vérifie ¢

o . 16
(1) ILa résolvante de A est compacte et pour tout 6 vérifiant 0<eo< 211‘, e::L :

est une dirsction de croissancs minimale de la résolvante.

0 o
(2) si_ ()\j)ja‘l est la suite des valeurs propres de A et si nous motons 3

O
N = 1
£
Re A, <A
J

o
N (A) vérifie la formule asymptotique

° o n-1 n-1
N =yr ™ v+ ™) A~ 4 oo

o
avec vy la constante :

~3=(2.:)1"n [ lerade ()| "2 1 . (s)]as
r SERIE

§ 2. - NOYAU DE LA RESOLVANTE

Les résultats annoncds au § 1 s'obtiennent par une étude du noyau ds la résolvante,
la résolvante est un opérateur intégral avec un noyau d'Agmon continu et borné
(cf [10]) lorsque m >n .

Nous faisons donc dans toute cette partie 1'hypothese :

(2'1) m>n>2.

a - le cas d'un opérateur homogdne i coefficients constamts dans un demi-espace.

Soit Ef un demi-espace ouvert de K%, défini par son bord T et par un vecteur
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unitaire v, normale intérieure i E:Ll .
n
Nous supposons que T est un sous espace vectoriel de Rn et pour x € E1L
nous notons 6(x) = dist (x,T). On définit les espaces H:x (E?) avec le poids 8(x).

s 32 « o . ’ . ’, . N
Nous consideérons ici une forme intégro-différentielle homogéne

(Y}

clu,v) = Jﬂ 1

Ey lof =m

|8 =m

S ¥ o ax

avec ad constants

B
Nous notons (= (.,D) 1'opérateur différentiel associé et C 1la réalisation de

Neumann d= & (.,D)  dans L, (Ef:)

Pour w € S¢ 4 1a sphdre unité de T , nous considérons la forme b, (u,v),

1'opérateur %w () t) associé et la réalisation de Neumann By de ?Dw

comme au § 1.
Nous avons le ¢

LEMME 2.1 - Supposons qu'il existe C> 0 telle que @

g5 ig

(2.2) Re ¢ (u,u) = C |u‘2 , Vu€H

)
+

mim 3 E
2

+

Mors, pour w € ST

(1) Bw est & résolvante compacte

(2) Si (p..j (w)j21 est la suite des valeurs propres de Bw’ rangée par ordre de

Jeodule croissant et $1 nous notons 3§

e
- L mo o
P57 n fsT by (@) 7 d
la série ) p. est absolument convergente.

Jjz1

(dans 1'intégrale pricédente, sachant gue Re p.j(w) > 0, la puissance de b (w)
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Sn—

correspond 3 la détermination holomorphe de u vu f R_, qui est positive sur R+)

Oa prouve ce lemme en utilisant le théoréms du noyau &tabli dans [9] qui permst de

montrer que la suite (p,j (uu))j2 ’ a un comportement :

luy @7 =cs™

pour tout wEST et j=1

Grice & 1'hypothese (2.1), 1le noyau ds la rdsolvante de C est continu et borné.

Une transformation de Fourier partielle par rapport aux variables tangentielles permet
d'exprimer le noyau en fonction des éléments "gpectraux" de la réalisation de Neumann
Bw «Clest 1le :

THEOREME 2.2, - Sous les hypothéses (2.1) (2.2), nous avons :

(1) Pour A20 , F = (c + )\)-1 _existe et est un opérateur intégral dont le noyau

d ' Agmon F)\ (x,y) associé est continu et borné sur Ei_l X Ef:

(2) Nous avons la formule :

o0 . -1 n-1
I F)\ (vtyvt) dt = (2n)1.n H%:J) (sin lﬁpn-;l) L pj] A -1+ A
o j=1

pour tout A > 0.

(3) Pour tout e >0, 3l existe une constante Co >0 telle que :

¢ oo -1+ =1 n-2
| [ F, (vt,ut) dt - F, (vtyvt)dt| =c 2 m Zm
(o] o]

pour tout A > O

b - Le cas général

Nous considérons ieci la situation générale du §1; nous avons noté A 1la réalisation

de Neumann de 1l'opérateur différentiel @ (.,D) .
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En vertu des hypothéses du § 1, il existe A, €R tel que 1'opératsur

G = (A+ A)"1  existe pour tout A = A

Grace 2 1'hypothese (2.1) , G)\ est un opérateur intégral dont le noyau d'Aemon

G, (x,y) associé est continu et borné sur 0 x Q.

Sur tout compact inclus dans Q; ce noyau a un comportement asymptotique bien
connu (cf. [1] par exemple). Au voisinage de chaque point s du bord I'y nous étu-
dions ce noyau en le comparant & celui qui correspond & la réalisation - de Neumann
de l'opérateur différentiel homogéne, & coefficients constants obtenu en prenant la
partie homogéne de degré 2m de (. ,D), 1les coefficients étant ceux de @ (. , D),
pris au point ‘s . On utilise les rdsultats de la partie a et nous avons le :

THEOREME 2.3. - le moyau G (x,y) de G = (A+1\)™'  yérifie la formile asymp-
totique : .

-1
jﬁ G, (xx) dx = (2 "R mn=l) (gyy (=170 ¢ .frlgradtp(S)|1-n [ 2 oy(s)]ds)
J=

13221 -1+ 21
A +0 (A Ty A9+

¢) - Esquisse ds la preuve du résultats du §1. Le théoréme 1.1. se prouve comme le

lemme 2.1.

Iorsque m > n, on utilise le théoréme 2.3 et un théoréme taubérien classique donne
la conclusion du théordme 1.2, Dans le cas contraire, on considére k entier tel que

km>n et on étudie PUIN la place de A, sachant que .B(Ak) = Hzl?qnn (@). On

achéve la preuve comne auparavant.

. rd *
§ 3. = IE CAS D'OPERATEURS D'ORDRE DEUX ( )

a) - L'opérateur -div (o grad)

Cet opérateur est étudié par C. Nordin dans [8]. Ia structure simple de cet opéra-
teur permet de "séparer" les variables tangentielles de la variable normale et 1'opé=

rateur différentiel 93?»,:5 . ,at) ne dépend ni de w, nide s,

>

* — ; ok
( )D. est prouvé dans [5] que Iﬁ () colIncide avec Hm(Q) lorsque k= m - % . Donc,
pour la classe des opérateurs que nous étudions, la réalisation de Neumann co!‘.gcide avec
la réalisation de Dirichlet pour les opérateurs d'ordre 2 puisque H% (¢) = ﬁ1 (@)
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En effet, cet opérateur s'écrit, comme il est aisé de le voir :

€
”Z;s o t+ at t at

C'est donc 1'opérateur de Laguerre. C'est un cas particulier d'une classe d'opérateur
différentiel d'ordre 2 é&tudié par P. Bolley et J. Camus dans [4].

o= P (3,) (tu(t)) + ¥’ (3,) u (&)
ou P2 (at) et P1 (at) sont des opérateurs différentiels & coefficients constants
d'ordre =2 et = 1 respectivement. En supposant que PZ(T) # 0 pour tout T €R

et que les deux racines T, et 7 de PZ(T) = 0 vérifient Imr >0 et Im1 <O,

les valeurs propres (*) de la réalisation de Neumann (ou de Dirichlet) de L sont

donnéss par les formiles explicites :

Bl . =
by = P (T+) - ij (T+ - T_) iz
Dans le cas de l'opérateur des laguerre, aous avons @
.= 2= j= 1
"3

Corme on a, en notant Vn-1 le volume de la boule de Rn'1:

le théoréme 1.2 donne la formule asymptotique

1= 1 1= N-
N = (2m) P Vo [5%;1 ?;3:135:7] ,((rr lerad o(s)| '™ ds) A

+ o (Kn_1) A+

C'est la formile dommée par C, Nordin

b) - Opérateur de second ordre général

Ll

Dans le cas prdsent, dcrivons la forme a(u,v) de la manidre classique suivante ¢

* . -
*) Ce calecul nous est communiqué par P. Bolley et J, Camus.
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n O—
alu,v) = j o(x) D . (x) D, uD.v dx
Q k, 3=0 "k k=)

Pour x €0, notons a (x) 1la matrice (akj (X))k,j .1, n
N esey

Par un changement ds variable localement au voisinage de chagie point du bord T

on se raméne au calcul de la partie a et on a le :

THEOREME 3.1. - Supposons qus n >2 et que a(x) soit une matrice réelle symé-
trique, uniformément définie positive.

[o]
Alors, les conclusions du théorime 1.2 sont vérifidss pour A= A gt la constante

vy _est domée par la formule

n
1—"2'
<a(s)v_v_> ds
Se S

- (2 )1—1‘1 v [ A 1 ] ‘
) " n-T j§1 23~ 7 |grade( s )P (aét a(s)) 2

Remarque. Le théorime 3.1, domne dans le cas auto-adjoint, un rdsultat de L. Vulis,

Z. Solomjak [ 12]. Ces auteurs ont étudié, dans le cadre qui nous intéresse, le cas ¢

n
atu,) = [ dx) » a . (x) D uDvdx+h [ uFax
0 k,3=1 J J 0

avec d(x) = dist (x,I)

la formle du théoréme 3.1 donne le résultat de [12] avec ici |grad | = 1.
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