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REVETEMENTS "SPINORIELS” DU GROUPE SYMPLECTIQUE
ET INDICES DE MASLOV

par A. CRUMEYROLLE

1°) Définition algébrique des indices de Maslov .

Les résultats antérieurs sont admis et nous conservons les mémes notations.

Proposition | : Une base symplectique (ea,EBv) adaptée 3 la somme directe
E' = E1® E, étant choisie, ¥ € . 8p,(r) se factorise de maniére unique en
.2
(1) ¥ = 0.72.Ty, p(0) € U(r,C), Ti€exp Vﬁi s 1=1,2 o
Lo Qo= * »
. _ila aB af” _ =Ba¥
On a :gzexp ( 5 ) exp a ea EQ* , a a .
g%
Posant Ind J = exp ( = ), alors Ind y = det p(0) € s! et ne dépend que
de la donnée de Y dans sz(r).
Cette factorisation peut se voir comme un cas particulier d'un théoréme
de Cartan sur les sous-groupes compacts maximaux; on peut l1'établir en détails
en remarquant

® que le sous-groupe G&. des éléments de M; [r) qui conservent 5} point par

. 2
point est engendrd par les expu, u €C 6 y 2;

® que GL(r,C) ® G}' est une sous—algébre de Lie de Mé (r) et G}‘ est un idéal
de cette sous—algébre.
e que l'on peut en raison de la connexité de Sp,(r) raisonner sur un voisinage

) .

de 1'identité& et appliquer aux éléments Il (exp ui), u. E vy 5i, la formule
L

de Campbell-Hausdorff.

- »
e que le calcul de det p(c) se fait a 1'aide de LgaB €4 EB%; ef]

Remarque : La factorisation de Cartan n'étant pas un produit direct, en général

la

Ind (yy’) # Ind Y«Ind y'. Toutefois on a &galité si dans le calcul de

factorisation de YY' n'apparait aucune permutation sur des couples tels que

T,T,.
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Propo .ition . .(Arnol'd [y .

‘U{r,C) . pere transitivement sur l'ensemble des sous—espaces lagrangiens

avec stabilisateur O(r,R).

On sait que l'on appelle lagrangien tout sous-espace (réel ici)

totalement isotrope maximal pour F.

L et L' sont des lagrangiens transverses si F = L ® LL'. A quelle
condition le transformé de L par Y &€ Sp,(r) est-il transverse ? Il est possible

d. se ramener a L = E;, L' = E, introduits plus haut. Yo =V 'o Y 0 v, avec

p(.o) € U(r,g) est tel que p(Yo)ea =t .e x et p(Yo)th = -t

+
a o v by =l

en
a a ’

cholsissant convenablement (ea,eew) base symplectique adaptée 3a E = E, ® E,.

e o T I
D'aprés ia propusition 10, exp (g 7 o o EBx) donne ¥, par projection.

Mais si y'y ¢ Sp,(r) envoie E; sur E,, Y'0= Vv, 0 Y,, V¥, conservant E,,

on peut se ramener,modulo un changement de repére symplectique)é v, conservant
E, point par point, la remarque qui suit la proposition | assure que

T:d Yy = Ind Yo puis la proposition | assure que Ind y = Ind Y,:. Ainsi

Proposition 3 : Si y & Sp,(r) envoie le lagrangien L sur le lagrangien L'

transverse : (L) 1l existe r nombres ta = x|,  tels que

Ind Y = exp (- %—l—):td) ¢ 7,. (12)

(I1) Il existe y' € Spy(r), avec p(y") € Lf(r,c), tel que

«. (e eBy) est une basc symplectique adaptée a la décomposition F =L & L' ;

- Ta

'( = « ' (; " = e a = '.
Y ed) ty ©a< Y (eur) ta’a et Ind vy = Ind Y

Définition : Nous appellerons m, (Y) =“%-~ T%—log (Ind Y), (mod 4), (13)

indice de¢ Maslov de Y € Sp,(r), transformant le lagrangien L en le

lagrangien transverse L',

Nous nous proposons de relier cette .définition 3 celle de J. Leray (2).

-~

Soient encure L et I', (ea,eBu) une base symplectique adaptée i la somme

directe L ® L' = E. Si L" est un autre lagrangien, L" # L, il existe Y€ sz(r)

qul conserve L' point par point et.envoie L sur L", on a
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p(Y)(e))=a egr + ey avec ag ay (14)

Pour que L et L" soient transverses il faut et il suffit que la

matrice ]Iaigll soit réguliére.
Selon J. Leray [2) introduisons z € L, z' € L', z" ¢ L" avec z+z'+z" = O,

L, L', L" deux a deux transverses.

z + z' est un isomorphisme de L sur L', F(z,z') = F(z,p(Y)z) = F(z',z")
= F(z",z); p(¥) - Id considérée comme application de L dans L' est inversible,
*
sa matrice est ||£E || = u.

L et L' s'identifient & des espaces duaux, (e,,) base duale de (ed)°

11 est possible de réduire dans le groupe spécial orthogonal la matrice de

V.3.

*
o <~ . .
IIaB | 3 une forme de Sylvester, soient (e&)\dans L et'e&, dans L' les nouvelles
Y = ¢! ' , = % -
bases duales, alors (pa)(ea) ty or * e& R t& = =1, E&*x = t& e& * ey est
une base de L", F(ea, R E'**) = 6&8' L'indice d'inertie de la forme quadratique
B
z » F(z,P(z)), noté Inert(L,L',L") est E_:_Z_T_Eg , 0= pdY)

Yy ayant le méme sens que dans la proposition 3 posons

N _inr i
MY(L,L ) = exp (- ) . exp ( 5 Loyl (15)

_ ) . _ _ . '
Envoyons L sur L' par Y, avec : Yz(ea) =e x yz(ea*) e, puis L' sur

L" par Y, avec : Yo(ed*) = pae = Yiey), Yo (egx) = —eyi » enfin L" sur L par Y,
avec YI(F&x*) = - t& g& ’ Yl(éa) = t& E&xx'
- i
P=M (L',L") » M_ (L",L) . M7I(L',L) = exp (5-(r-Tru)) (16)
Yo( L) Y, Y, 2
GM™ logp ="Moo, ez , (17)

2
. Inert(L,L',L") = (im"t log P , (mod 2).

Ceci montre que my (y) est l'indice de Maslov, (mod 4), de Y € Sp, (1)

tel qu'il est défini dans [2].

Toujours selon J. Leray, Sp,(r) opére transitivement et effectivement

sur
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' revetement A,(r) de la grassmannienne lagrangienne A(r) ; on peut donc

définir pour XQ,A; € N, (r) et ¥ € Sp,(r)

my (A, ,A0) = my (A, ¥(X,)) = ma(Y) € Zu, sous la condition que A, et Ay

se projettent sur L et I.' transverses et Y(L) = L'.

En imposant aux lagrangiens la condition d'@tre orientés m,(Yy) prend

ses valeurs dans un groupe isomorphe a4 Z, , d'ol la définition de

my (A,,A) & Z,.

Indices de Maslov d'ordre quelconque :

” e T
On utilisera vy £ Spq(r), alors Ind ¥ = exp ( q )X ta) ¢ qu P

P étant défini comme dans (16)

ot r -~ Tru t ot
(2im) q log P = —* kq , k¢ &, Inert (L,L',L") = (2im) q log P (18)
(mod q)

et 1l'indice de Maslov, mod 2q;de y € Spq(r) est

of s

Yy o= -L o 9
mq(y) = i log (Ind v) , mod 2q , (19)

On passe ensuite comme ci-dessus 3 la grassmannienne lagrangienne d'ordre 2q
puis q.

Pour le cas ol Y appartient au revétement universel Spm(r), l'indice de
Maslov sera

Tt
m () = -5+ -—5-€Z (20)

1l donne mq(Y) par réduction mod 2q.

?) Définition €ohomologique des indices de Maslov

V est une variété différentielle réelle de dimension 2r, & structure
presque symplectique; une sous-variétéd & de dimension r de V, telle que

LX = TX( V) soit pour tout X un sous~espace lagrangien est dite sous-variété

lagrangienne.
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Considérons un recouvrement de L par des ouverts connexes (Ua)’ et

au dess us de chaque Uu’ un sous-fibré lagrangien La tel que

TX(V) = LX ® La(x) , V¥Vx ¢ Uu . (A)

Au-dessus de chaque U, il est loisible de choisir (passer au besoin &

un recouvrement plus fin ) de maniéredifférentiable Ax’ Aa(x) é I% (TX(V))

se projetant respectivement sur Lx et La(x).

Son:xa DX > mq(gx),)\a(r)) € '/?,q’ application constante de Ua dans qu
Le systéme des (Ua,‘LA) définit un cocycle au dessus de L de fibrg type qu

Mais de (18) on déduit que :
Inert(La, LB’ L)x = mq B,A)x - mq(ﬂa,h)x + q{ha,he)x de sorte que pour

2 systé&mes (Ua’xa) s (U&,x&) , tels que Lu(x) = L&(x),pour tout o, les deux

cocycles obtenus au-dessus de Z sont cohomologues.

A la situation (A) on peut donc associer univoquement un cocycle
~ ¢l
aen (L, z,)-

Définition : Soit (C) une courbe -foermée orientée-de £, image continue d'un intervalle
1
fermé de R. Nous appelons indice de Maslov généralisé d'ordre 2q

de (C) pour le cocycle @ la valeur prise par le cocycle @ sur le cycle que
définit (C).

Cette valeur est indépendanté du systéme des (Ua)xeprésentant d, elle est

invariante par homologie et par homotopie sur (C).

On définit un indice d'ordre q en considérant des lagrangiens orientés

et de maniére analogue un indice & valeurs dans Z, en partant de m_.

Si on prend V ='R2r, on peut écrire :IRzr =E ®E,.

Comme plus haut, en général on a :

T (V) =L ®FE; , E, translaté de E,.
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I1 existe une transformation symplectique Py telle que les
8-*

Fx(ea) = ag (x) eg* + ey’ (21) constituent une base naturelle

de Lx’ car en général LX et E}z( sont transverses. Il n'existe pas sur X d'autres
points "singuliers'" que ceux pour lesquels Lx et E); sont non transverses. Comme
#* B p¥ o
B Ix 9x ax . . .
a, (x) = ¥ et 3 = , on pourra déterminer localement une fonction S
o 9x ax P
ax
. R# o B¥# o
. x =9 S = .
telle que 8 x7) a (x) 38(1 S(x7) (22)
Les points singuliers correspondront au '"contour apparent" I de £ relati-
N PR BXB. .
vement a E4 et seront définis par : J(x) = detH cx” = 0. On pourra construilre
9x

un cocycle au-dessus de £ - Y a valeurs dansZ (ouZ ) *

C'est 1'indice & valeurs dansZ d'une courbe (C) de & , sous-variété
. r . PO
lagrangienne de R"", calculéd pour ce cocycte, aue définit Maslov [1].

(22) montre pourquoi 1'indice de Morse est un cas particulier de 1'indice de
Maslov.
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