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ALGEBRES DE CLIFFORD SYMPLECTIQUES ET REVETEMENTS

SPINORIEL>5 DU GROUPE SYMPLECTIQUE
par A. CRUMEYROLLE

En analogie avec le cas orthogonal on construit et on étudie
"1'algeébre de Clifford symplectique' d'un espace vectoriel de
dimension paire ; introduisant des séries formelles symplectiques
on définit les revétements du groupe symplectique comme des groupes
spinoriels.

[. Algébres de Clifford symplectiques.

E est un espace vectoriel de dimension n = Zr sur un corps K
commutatif de caractéristique nulle. F est une forme bilinéaire
antisymétrique de rang maximal. Le groupe symplectique Sp(n, K) est
le sous-groupe des €léments de GL(n, K) conservant F. On construit
l'algébre associative, quotient de 1'algébre tensorielle de E, par
1'idéal bilatére J(F) engendré par les éléments

x®y -y @&x- F(x, y), x, y€E (1)

Nous écrivons 0 E/J(F) = CS(P) et appelons CS(F) une algébre de
Clifford symplectique. Si pp est 1'homomorphisme canonique de ® E
sur CS(F), (1) entraine

pp(X) pp(y) - pp(y) pp(x) = F(x, y) (2)

CS(F) est de maniére évidente engendrée par pF(E) et c'est une algébre
semi-graduée CQ(F) = ¢t ®CT. Il est immédiat que CS(F) s'identifie
d l'algebre enveloppante de 1'algébre de Heisenberg E ® K, munie du

crochet [x, y] = F(x, y),[x, 1] = 0, x, y&E, mais pour mieux souli-
gner l'analogie avec les algébres de Clifford orthogonales on

oubliera systématiquement cette identification.

Proposition 1. Soit A une algebre associative sur K avec loi

multiplicative % ct u une application linéaire de E dans A telle que

u(x) x u(y) - u(y) % u(x) = F(x, y) ; il existe un homomorphisme u

et un seul de C_(F) dans A tel que u = wo pp-




I..2, A.CRUMEYROLLE, Algébros de Clifford symplectiques..

La d¢émonstration de type standard est identique a celle que
i'on donne pour les algébres de Clifford orthogonales LZ].
Prenant A = C_(F), u = -0, on en déduit l'existence pour

C.(F) d'un automorphisme principal

a = Id sur C+, a = -Id sur C° et az = Id sur Cs(F)'

Prenant A = CS(F), algébre opposée, considérons sur E une

base symplectique (ea, eB*), 0,8 =1, ... r telle que

(3) F(ea, 08) = F(ea*, eB*) = 0, F(ea, CB*) = daB’

on en déduit qu'il existe B (antiautomorphisme principal) tel que

2

B(OF ea) = D}; ea*’ B(DF € x) = DF(GG)’ B = Id sur CS(}.).

o

Plus particuliérement,si K = €4 on pourra introduire un anti-
automorphisme B avec BKDF(E)) i Id.

Proposition .. C_(F) est linéairement isomorphe i 1'algébre symé-

trique VE.
La démonstration se conduit comme pour le cas orthogonal
en dimension infinie [3]. On montre successivement
_ k, k, kn
que si (e1, PR en) est une base de E, les p(e1) p(ez) T..p(en)

k1, kZ""’ kne_m, engendrent CS(F),

que si E1 et E, sont deux espaces vectoriels munis de formes
symplectiques F, et Fo, Cs(F1) ) CS(FZ) est une algébre asso-

ciative avec la loi

(a1 Q az) (b1 ) bz) = a, b1 & a, b bie_F.

o=, 2)

20 2o
étendue par linéarité,
. que CS(F1 I FZ) et Cs(F1) ® CS(FZ) sont isomorphes,

qu'il suffit ensuite de raisonner par récurrence sur la dimension
de E, a partir de dim E = 2.

On peut alors identifier, pF(x) et xX€E -

Toutes les algébres de Clifford symplectiquesde E sont
isomorphes.
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Proposition 3. IL'algébre CS(F) est centrale. INSTITUT FOURIER

On observe que les ¢léments d'une base symplectique autres que e,

commutent avec € si u est central on écrit u = u, +ov,

v ne contenant aucune puissance de € ks observant que

(e *)k e - e (e *)k = -k(e *)k_], on montre que u, est nul.
o o o} o o 1

On raisonne ainsi pour tout e i=1,...n.

II. Algeébres de Clifford symplectiques larges.

Une base ordonnée (e1, ez,...,en) étant choisie dans E,

tout élément de CS(F) s'écrit en somme finie
jl jn

u = a. e ..~ , avec sommation sur les indices répétés,

jl...jn 1

J

J1s jz,...jn entiers positifs, a klém. On écrira u = ajy e

jle..j

Il est possible d'introduire des sommes formelles infinies

a = AJ eJ et d'étendre naturellement la loi de multiplication de

CS(F) car l'ordre w de G satisfait a

w(@ V) > w(@) + w(V) - N

N étant un nombre fini, fixe, égal d 4 pour une base

symplectique (ea, eB*). Le produit G4 Vv ne dépendra pas de la base

choisie car les produits des approximations successives de G et V

en sont indépendants.

L'algébre de ces séries formelles symplectiques sera appelée
algébre de Clifford symplectique large et notée CS(Fle . Cg(F)g est

linéairement isomorphe a 1'algeébre des séries formelles construites

sur VE. On montre alors

que la régle de substitution est valable dans les conditions
habituelles,
. que toute série formelle symplectique dont le terme constant est

différent de O est inversible (mais la réciproque n'est pas exacte).

Proposition 4. Cs(F)K est une algébre simple.

On introduit une base symplectique, {4 = AJK* e’ e , et la

X
suite des idéaux a gauche CS(F¥7 . eK , on définit
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L - SO R . % x . J _H%
Pox . CS(I% e . LS(F)E e (si K¥ & H® ), qui a AJH* e“e
. J K N
is3socie AJ1F €e ’ on obtient un systeme |
projectifs d'ensembles et d'applications, on montre qu'il existe
*.

C_(F), . o = 1jm C_(F), . ek , limite projective de cette suite
S e s ¢

d'idéaux a gauche. La représentation de CS(F% dans CS(F)é . oF

obtenue par produit a gauche est irréductible. On établit que

QS(F& est semi-simple et que ses idéaux bilatéres sont triviaux

pDéfinition : On appelle spineur symplectique tout élément d'un espace

de représentation irréductible de CS(F% .

IIT. Groupes de Clifford et -groupes spinoriels symplectiques.

Nous appellerons groupe de Clifford symplectique GS, le

sous-groupe des éléments inversibles y de Cs(F% tels que ny—1G.E,

Vx ¢E.

Proposition 5. Si pY(x) = YxY—1, p Y > Py est une représentation

de GS dans Sp(n, K).

ECy™ vy = oo T D Gy D=y D T =y —yoyT! = By

. . * .
iroposition v. La suite : 1 » K =~ Gq——R+ Sp'(n, K) - 1 est exacte.

Le noyau de p cst K* car CS(F&' est centrale et E engendre CS(F).

p est surjective; en effet considérons la série formelle

2 2.2 2.n
|+ tal s @) o (@)
2! n!

., hotée exp[taz), t €K,
dont 1'inverse est exp(—taz). Un calcul algébrique montre que

¢Xp ta% X. €xp (—taz) = x - 2F(x, a) ta = x - t [x, aZJ.

Selon [1] [4] tout élément de Sp(n, K) est un produit fini de

transvections symplectiques, et x > x - 2F(x, a)ta est précisément

la transvection symplectique déterminée par acE et telK.
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Soit y& G, et Kk = €, prenons R|E = i.1d, nous appellerons 'norme'"

spinorielle symplectique le produit B(y)y = N(y).

'roposition 7. N(y)& €*et vy » N(y) est une représentation de Gy

dans (%
$ix' = yxy ', B(x') = ix' = is(v" ") x B(Y)
Y_l B(Y-1) x B(y)Y = x, donc B(y)yc€*® (proposition 6)
N(yvy"™) = B(yy")yy"' = B(y") B(¥)yy' = N(¥y) N(v").

Considérons 1'espace ET = E' complexifié de [ réel, et CS(F')

complexifié de CS(F) identique a CS(F'), F' complexifiéede F.

Nous appellerons groupe métaplectique (au scns de Leray [5])

et nous désignerons par Mp(r) l1'ensemble des él¢éments y inversibles

de CS(F')R tels que

YXY-1G E, ¥xeE et |[N(H)| = 1,

de sorte quc la suite

1 - S] > Mp(r)——ﬂ+ SF(Zr, R) - 1, est exacte.

Plus particuliérement : nous désignerons par Sp, (r) le sous-groupe
<

Jde Mp(r) constitué par des €léments y avec

N(y) = 1, de sorte que la suite

1 > ZZ > sz(r) > Sp(2r, R) »1 est exacte.

sz(r) est l'analogue d"un groupe spinoriel classique, mais ce n'est

pas le revétement universel de Sp(2r, R) dont le groupe de Poincaré
cst Z.

IV. Problémes de revétements.

E cst réel, E' est son complexifié. I1 est bien connu que 1'on
peut introduire sur [ une métrique elliptique ( , ) et un opérateur

R-linéaire J,orthogonal pour cette métrique, tels que
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(-
1}

-1, (Ux, y) = F(x, y). J est aussi symplectique.
On sait qu'il existe une décomposition E' = @A ® z&, en

espaces complexes conjugués de bases respectives e et e x, a=l...T,

avec 1 (ey, £5) = (eqege) = 0, (ey, egv) = 8.4
F(ea, eB) = F(Eax» EB*J = 0, F(ea, €B¥) = i 6&8
Jl%, =1 Id, J[°Cz = - i Id,
Ea**' E(X E(x*_" EO, .
les €, = —H/=> Cux = ——— > constituent une base symplectique
2 47
de E

U(r, €) est 1'intersection 2 a 2 des groupes Sp(2r, R),

SO(2r, R) et GL(r, C).

Proposition 8. p o exp (t f e,  €,,) induit x » e 1t

X sur % et
a "o 1

i .
x » ett.x sur tz.

On remarque que € € ; commute avec €g Egxs O # B, et que

exp (t g eaea*) = g exp (t €y €a¥)

Cela raméne 4 un espace de dimension 2, et a
exp(tab)a exp(-tab) = e 1t a.
m

11 en résulte que p o exp (- Vi z Eaea*) = J.

Proposition 9. U(r, €) est dans 1'image par p de 1'ensemble des

‘produits d'éléments de Mp(r) de la forme

X »
exp A exp(aOLB €4 EB*), (sans sommation), aa8<3¢
ook
> -
et aOLB = aBa* , A= - 1 Zaz

On exprime une condition de réalité, que €y Eg¥ commute
avec g €, € €t on utilise la proposition 8.

sz(r) peut &tre muni d'une structure de groupe de Lie par
transport par image réciproque de la structure de Sp(2r, R), séparant

localement les deux nappes. L'exponentielle formelle s'identifie
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alors a celle de sz(r) pour les €léments de sz(r), (les symboles

soulignés correspondent & des algébres de Lie).

Proposition 10, sz(r) est un groupe topologique connexe,

revétement d'ordre 2 de Sp(2r, R).

On montre qu'on peut relier (-1) a 1 par un chemin continu
dans sz(r).

t > exp(- E%E) exp (t L €, Eqx) = a(t) est de norme spinorielle

1, c'est un chemin continu de sz(r); a(0) = 1 et
a(2m) = exp (-imy exp (27 % Eaedﬂ'

Si r est impair, on déduit de la proposition 8 que
po a (2w) = Id, exp (2= é Eusaa =1, a(2mn) = -1.

Si r est pair, on raisonne par récurrence sur la dimension
P LN

de E. E = E1 ® E, en somme directe symplectique. On prend

u1(t) induisant 1'identité sur E1 et az(t) comme o (t)

ci-dessus.

Il est possible d'introduire sur Mp(r) une structure
de groupe de Lie, Sp(2r, R) est isomorphe 3 Mp(r)/S1, donc Mp(r)
est aussi connexe.

Lemme. Si adu(x) = ux - Xu, u ECS(F), x ¢ E, pour que adu(x)e=E,

VxeE, il faut et il suffit que u soit la somme de termes

de degré O et 2, adu est dans 1'algébre de Lie du groupe

A
symplectique et ue (R ® V E) » Sp(n, R) est surjective de

noyau R.

La vérification est facile, les éléments ad 7 ad ,
(e;) (eiej)
i < j, sont atteints, ils constituent une base de Sp(2r, R). On en
déduit

Proposition 11. Mp(r) est une sous-algébre de Lie de CS(F)

. . 2
munie du crochet [u, v] = uv - vu, qui admet pour base (ei) s
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¢.cC

i 1, (i < j), les (ei) étant une base de E.

Sp,(r) est l'algébre quotient de Mp(r) par R. A €tant la

composante selon 1

Proposition 12. Les éléments de U(r, €), s'identifient aux €léments

#® * b _ »®
B €, EB*)’ aaB ¢, aaB - aBa

p oexpr cxp (a%

*
A= - i £a®® /2.

Il suffit de considérer peexp (t EGEQ) et l'application tangente

a 1'identité.

Les revétements d'ordre q du groupe symplectique.

On peut montrer que 1'élément le plus général de Mp(r)
B*

2
it o . o] .
s'écrit : exp 1 6 ecxp a €y es*exp U, exp Uy Uy £ vfi, ® €ER ; les
5 ao* '
¢léments avec 6 = - a constituent un sous-groupe Spq(r) qui est

un revétement non trivial d'ordre q du groupe symplectique, le noyau
de la restriction de p a Spq(r) est 1'ensemble des q €léments

exp

(“5"1), ke Z. La connexité de Spq(r) s'établit comme celle de

sz(r).

On voit aisément comment on obtiendra le revétement universel
de Sp(n, R) (ra®®** /e rationnel).
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