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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES STOCHASTIQUES DE TYPE MONOTONE
par E. PARDOUX

§ 1, INTRODUCTION

On présente des résultats de [6] sur 1l'existence, l'unicité et la régularité d'une
solution de 1'équation.

du(t) + A (u(t)) at + B (u(t)) aw(t) = £(t) at + aM(t)

(1.14)
u(o) = u_

ou A et B sont des opérateurs non boraés dans des espaces de Hilbert [dans les
applications ce seront des opérateurs aux dérivées partielles], qui vérifient une hypo-
these de monotonie, W(t) est un processus de Wiener hilbertien, et M(t) est une
martingale & valeurs hilbertiemnes.

Pour étudier ce type d'équation, nous aursns besoin ds :

- Une théorie des équations aux dérivées partielles monotones,

- Une théorie des intégrales stochastiques hilbertiennes.
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$ 2. EQUATIONS AUX DERTVEES PARTIELLES MONOTONES
(ef. LIONS [3] ).

Soit V un 2space de Banach réel séparable et réflexif, H un espace de Hilbert

réel tels que : VciH, avec densité et injection continue. Alors si 1l'on identifie

n

Un notera e ,

a4 sor. dual, ona : VC HcC V!

et j.|ly les normes dans V, H et V' respectivement, (.,.)

le produit scalaire dans H, et <.,.> le produit de dualité v,v°',

<

’

Soit p wun réel supérieur a 1
On a tout d'avord le :

LEMME 2. 1 si w€LP(o,T;V), %‘% erX (o,T;Vv"),

tors ¢+ (1) u<c(0,T; H)

S ————————-

(¢

-

t
(i1) lu(t)]2 = |u(s)|2 + 2 [ <u(T),~§»‘-,g(-r) >ds, ¥ s,t€[0,T]

S

[

Soit A un opérateur de V dans V' qui vérifie.

.1) coercivité : <A u>zollull?, a>0, v uev
«2) hémicontinuité : A <A(u + X v),w > est continue de R dans R,vu,v et w<yv
.3) Dbornitude @ aCwlly =8 Hullpdv,VuE v

" «4) monotonie ¢ <A(u) -~ Av), u~v>Z=0, Vu,veV

» a alors le :

. L]
THEOREME 2.7, - 5i u_€H, re1P (0,7;V"), alors 1'équation :

—————

~.5) [, pqw=s

dt

L u(o) = u

une soluticr unique ué€ Lp(O,T;V). De plus u€C(0,T;H) grace au lemms 2.1
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TLMARQURE 2.1. ‘a2 démonstration du lemme 2.1 ne fait pas intervenir d'opérateur A .
e lemme 2.1 est utilisé dans la démonstration du théorems 2.1, dans la mise en oeuvrs

de la méthode de monotonie.

8 3. MARTINGALES ET INTEGRALES STOCHASTIQUES HILBERTIENNES
(ef. METIVIER [4], PARDOUX [5])
Soient (Q,%,P) un espace de probabilitd, ?t,tGE[O,T], une famille croissante de
sous-tribus de %, telle que 'FO contienne tous les P-négligeables de F, et H
un espace de Hilbert séparable.

Définition 3.1. On appellera martingale & valeurs dans H un processus

M(t)) | ¢ [0, 7] bel que.

(1) v tefo,1],M(t) € r (Q7,,PsH)
(13) E7° (u(x) = M (s)

Définition 3.2. On notera 72 (H) 1'espace des martingales p-s- continues & valeurs
dans H, qui vérifient :

(1) M(0) =0
(11) M (T) € 12 (o ; H)

[(i1) > M(t) € 12 (q ; H),v t € [0,T], d'aprées les propriétés des martingales].
|

Rappelons qu'un opérateur Q € g (H), auto adjoint, =0 et compact est nucléaire
si et seulement si la somme de ses valeurs propres A converge, et alors :
TrQ=2h; =11 Qll
i

On notera 31(H) 1'espace des opérateurs nucléaires, Si u € H, u® u désignera
. » 1 , 03 .
1'é1lément de ¢ (H) défini par :

u® u (h) = (u,h)u, Vv he€H

Oon a le @
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THEOREME “.1. = Si M € 72 (H), 3 un st seul processus << M >>t a valeurs
dans ¢ (H) t.q. :

(L) t» << M >

¢ ©st p.s. continue et croissante, << M >>,  est auto adjoint Vt.

(31) M(£)® M (t) - << M >>; est une martingale & valeurs dans $1(H)
t
(411) |M(t)|2-Tr < M >, est une martingale réelle.

Soit K un autre espace de Hilbert, et (&(t)) tefo1] W processus & valeurs dans

g(H ¢ K), p.s. continu et adapté (i.e. 2 (t) est ?t - mesurable Yt €[0,T], tel que

t
(3.1 .ro 18(ON2 o gy & {Tr << 1>} <eo,pus.

Alors on peut, en utilisant le Théoreme 3.1, définir 1‘'intégrale stochastique :
t
[ a(syam(s)
0

qui est un processus a valeurs dans K.

En particulier, si u€ C(0,T;H) p.s.) et u est adapté, on peut définir le
processus réel :

t
[ Culs),am(s))

Un exemple de martingale de 7 (H) est donné par le processus de Wiener

(cf BENSOUSSAN [ 1]) Wt' ou 3 <KW 3>, = tQ, QEE'(H)

Dans ce cas, la condition (3.1) s'éerit :

T
o hee)laly b <eop.s.
0o

En fait, il suffit d'avoir :

r t *
(3.2) [ a(t) Q a(t) [j4dt <o pus.
(o}

et qué ,(§>(’c.))te [0.7] soit un processus mesurabls et adapté, pour que l'on puisse
9

définir
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t
[ a(s) an(s).

o

Et si de plus :

T *
(3.3) E [ Na(t) Q &(t) |4 dt <o
(o]
. - . t x
alors J eawe M (K), ot << [ sawsy = [ #(s) Q@ (s)ds
0o (o] o)

§ 4, ETUDE IE L'EQUATION (1.1)
Nous pouvons maintenant étudier 1'équation (1.1). On se donne

(4.1) M €2 (H)

(4.2) W(t) processus de Wiener & valeurs dans K, d'opdrateur de covariance

Qe ¢N(m
(4.3) re1P'(ax J0,T[; V'), adapté
(4.4) u € 1?7 (a3 H), ¥ - mesurable

On se donnera de plus deux opérateurs :

AV V' ot B: V- g(K ; H).

Notre théoreme d'existence et d'unicité pour 1'éguation (1.1) se démontrera de

fagon analogue au théorame 2,1. Nous aurons donc besoin de 1'équivalent du lemms 2.1.

Or, une solution de 1'équation (1.1) sera de la forme :

(4.5) u € Plax]o,T[;V)
t

(4,6) u(t) = u + r v(s) ds+N (t)
o]

ou *

£4.7) u ¢ 12(q;nH), F. - mesurable

(4.8) v €1P (%] 0,T[ 5 V') adapté [v=1= - A(u)]
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t
(4.9) Neng (B) [ N(t) =u(t) - [ B(u)dw]
. o)

On a alors le @

LEMME 4,1, - S1 u vérifie (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) et (4.9), ot si de plus

ié triplet (V;V',p) ost tel qu'il existe un opérateur A qui vérifie (2.1)...
(2.4), alors : '

u € 12(q ; c(0,T ; H))

t t
(4.10) |u(t)|2= luo|2 +2 j‘°<u(s),v(s)>ds + 2 j’o (u(s),dM(s)) + Tr < M >>,

t
(4.11)  Elu(t)|2 = Elu |2 +2E [ <u(s),v(s) >ds + E [M(t)]
o

Démonstration : on suppose tout d'abord :
Me1P(0,T 5 V) p.s.

t
. Alors 6 (t) = u + f v(s) ds vérifie p.s. les hypotheses du Lemme 2.1, d'ou :
o
% €c (0,T ; H) p.s.

t
(4.12) l[a(t)|2 = \uoiZ +2 [ < (s),v(s) >ds
(o]

En utilisant le calcul différentiel stochastique de Ito, on peut, par des intégra-
tions par parties, retrouver (4.10) & partir de (4.12).

Il faut maintenant passer & la limite sur ce résultat. Pour cela, on ne peut pas
prendre une suite du type.
au(t) = v (t) dt + aM” (¢)
car il n'y aurait aucune raison que e Lp(O,T s V) p.s.

~* On va donc utiliser 1'opérateur A, et poser :

-
du™(t) + AGW(t)) dt = (v(t) + A(u(t))) dt + aM(t)
(4.12) ' )

un(o)‘= u
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avec Pf]EW? (H),Mn € IP(O,T ; V) p.s.

ot M' > M dans 72 (H)

LEMME 4.2. - L'équation (4.12) a une solution unique :

u? € °(0 x J0,1(; V) n 12(Q ; c(o,T ; H))

,

Ce Lemme se démontre aisément en posant ©" = u" - M, et &tudiant 1'équation en

?

%% 3 1'aide du Théoreme 2.1.

L'étape cruciale de la démonstration consiste & &tablir le lemme suivant, que nous
admettrons :

IEMME 4.3. - L'équation :

i

de (t) + A (w(t)) dt = (v(t) + A (u(t))) dt + aM (¢)

(4.13)
L w(o) = u
o
a une solution unique w.€ IP(Q x ] 0,T[ ; V).
de plus :
(&.14) welz (Q;Cc(0,T; H))

(4.15) u' > w dans IP (@ x] 0,7 ; V) faible et dans I2 (@ ; C (0,T 5 H))
t t

(4.16) J<aWMu">ds~ [<AW),¥W>ds dans L'(Q) faible, Vt.
(o] (o]

-

On peut alors démontrer le Lemms 4,1. En effet, gréce & l'unicité, W =1u, et d'aprac

’

(4.15) et (4.16), on peut passer & la limite dans :

t t
WPty 2= u |2+2 [<v+a@)-na (W™, u">ds + 2 [ (u?,dM) + Tr < M >>
o o ° t

ce qui démontrs (4.10). De plus u € I2 (0 5 C(0O,T ; H) grace au Lemms (4.3), ot
(4.11) s'obtient en prenant 1'espérance mathématique dans (4.10).

Remarque 4.1 . Ile Lemms 4.1 a été démontré d'une facon totalement différente du Lemme

2.1. On a utilisé 1l'opérateur A .

Remarque 4.2, Nous avons déjd résolu, au Lemme 4.3, 1'équation (1.1), dans le cas
ou B=0
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Femarqus 4.3. La relation (4.10) est une formule de Ito, pour la fonctionnelle

3(u) = iul2, ou u n'est pas une semi-martingale hilbertiemme, mais un processus d'un
type un peu plus complexe. On peut établir {cfe [6]) des formules de Ito, avec ce
méme type de processus, pour une classe assez générale de fonctions ¢ . Un tel résultat

permet d'étudier cartaines propriétés des solutions (cf. ci-dessous).

Nous pouvons maintenant "deviner" les hypotheses & faire sur les opérateurs A et B.

En effet, si u € IP(ax ] 0,T[ ; V) est solution de (1.1y, d'aprés (4.11), on aura :

t
E|u(t)[2 +E [ [2< A(uw),u>-[|B(u) Q B(w) [l]ds = E |u |2+
(o]
(4.17)

t t
+2E [<f,u>ds+E |M(t)|2- 2 EQt), | B(u)dw)
o] (o]

D'apres la forme de 1'égalité de 1'énergie (4.17). on est amené & faire les hypothdses :

(4,18) Coercivité : 2 < A(u),u >~ [IB(u) Q B(u*) |l + A |u|2= o |lullP

>0, Yu€ev

(+.19) Monotonie : 2< M) - AU - v >+ Ju- V]2 -

- |IB(u) @B(u)* - B(v) QB(v)*|;=0,Vu,v € V
On suppose de plus ¢
(4.20) A est hémicontinu et borné
(4.21) B est localementlipschitzien de V dans g£(K ; H)
On peut alors montrer, par une méthode voisine ds celle du théoreme 2.1, le :

THEOREME 4.1. - Sous les hypotheses (4.1)...(4.4) et (4.18)..(4.21), 1'équation (1.1)

a une solution unique ¢

u € IP(@ x] o,7[; V) n 12(q ; c(o,T ;5 H))

adapté 2 la famille Fy

§ 5. EXEMPLE

Notre exemple est un modéle de croissance de population, proposé par FLEMING [2]

Soit G un ouvert de R", de frontisre I. On étudie
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. %‘%{t.x) - Adu(t,x) - ku(t,x) + 2 |u(t,x)|u(t,x) =
(5.1) ‘ ) = o u(t,x) dw(t,x)
L u(o,x) = u_(x), %g' (t,x)| =o0

I'x] O,'f[

u(t,x) désigne la densité d'une certaine population & 1l'instant t et au point x,
k,2 et o sont des constantes positives, W(t) est un processus de Wiener sur

H = I2(0), d'opérateur de covariance Q € ,{:1(112(0)). On suppose en outre que le noyau
de Q vérifie : q(x,y) € I{Gx0) . On suppose que u, € 12(0 ; I2(®))

Posons :
1
Vy=H(0), A.(u) = - au
Vo =13 (), A(u) = - ku+ £ |u|u

K=H=I2(0), B(u) est l'opérateur de multiplication par u(x). Cet opérateur n'est
pas lindaire continu de I? (®) dans lui-méms. Mais gréce aux hypothEses faites sur

Q, B(w) QB(u) € £(12(6)) et |IB(u) @B(w) |l = C |u]

On peut donc appliquer le théoreme 4.1 (ou plutdt sa variante pour une somms d'opé-

rateurs), et 1'équation (5.1) a une solution unique :

we2@x J0,1[ 5 H(©@) N I3ax]o,T[x6)n

nIi?(@s;c(o,T; I (@)
On peut de plus montrer que si uo(X) =0 p.p. p.S., alors, P.S.;
u(t,x) = 0 p.p.x , Vte[0,T].

Ce dernier résultat se démontre en utilisant la formule de Tto appliquée aux :

o, () = [ o (a(x)) ax
0 €

ol P, "spproxime™ la fonction y = |y~ P en vérifiant :

¢, € C2 (R)

0= (y) =y~ |2
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