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EQUATIONS AUX DéRIVéES PARTIELLES STOCHASTIQUES : FORMULATION FAIBLE

par Michel VIOT

INTRODUCTION

On étudie des équations aux dérivées partielles stochastiques ou l’aléatoire s’in-

troduit par une différentielle stochastique du type bruit blanc distribué. Pour de

tels système on dispose d’une méthode de monotomie développée par A. BENSOUSSAN,
R. TEMAM [2] et par E. PARDOUX [9], [10] . Le but de ce travail est de voir ce que

deviennent les méthodes de type compacité dans ce cadre fonctionnel. La remarque
générale que l’on peut faire dès maintenant, est que les résultats de compacité ne
se rencontrent pas au niveau de l’équation proprement dite, mais plutôt au niveau
d’un problème associé du type problème des martingales de D. STROOCK et S. VARALHAN

~ 13~ ~ ~~~ . Le retour à l’étude de l’équation, se fait alors en généralisant les

techniques de T. YAMADA et S. WATANABE [16] [1?]. On pourra trouver l’ensemble de .
cette démarche, faite dans le cadre des processus de diffusion stochastiques en
dimension finie dans P. s PRIOURET [11]. e

Par ailleurs, plut8t que de présenter des résultats abstraits , on choisi de déve-

lopper cette étude sur un exemple particulier introduit par W . FLEMING en génétique
de population ~~~, exemple fournissant une bien meilleure motivation à la méthode de

compacité "stochastique" que celui proposé par l’auteur dans [.15J .

§ 1 . - L’équation de W. FIEMING.

C’est une modélisation de l’évolution en temps et en espace de la fréquence d’un

gène à l’intérieur d’une population occupant un certain habitat 0 . Plus précisément
les individus de cette population possèdent sur deux chromosomes homologues un gètte

. 

de deux types différents A, ce qui donne les combinaisons possibles

On s’intéresse à la fréquence u(t,x) du type A~~ â l’instant t et en un point
x de l’habitat 0 .A partir de modèles discrétisés établis par certains généticiens,
W. FLEMING a proposé l’équation suivante :



I.2

Le Laplacion représente un terme de dispersion géographique dû aux mouvements migra-
toires de la population à ltintérieur de son habitat. Ensuite on trouve un terme non

linéaire prenant en compte certains avantages sélectifs de A, sur A~ . Enfin le

dernier terme est un terme stochastique traduisant les éffets aléatoires de trans-

mission des caractères génétiques d’une génération à l’autre.

Les hypothèses générales seront les suivante

(1.1) (7 est un ouvert borné de R n 1 de frontière suffisamment régulière.

(1.2) F est une fonction de R dans R, 9 continue bornée.

(1.3) U(1 - u)+ est la partie positive de U(1 - u ). Donc on aura toujours :

o~u~1 .~u~ ~ 1 ~

(1.4) W(t), est un processus de Wiener à valeurs dans H = et de

covariance l’espace des opérateurs nucléaires de H dans H ,

(1.5) La condition initiale u est donnée dans H .
o

(1.6) Les conditions frontières sont, soit du type Dirichlet ! ; /

soit du type Neumann, du dn = 0 .
- L’introduction de la partie positive dans V u 1 - u peut paraitre
artificielle. En fait on montre grâce a,.u principe du maximum (stochastique) et sous
certaines hypothèses sur F que la solution de Inéquation de FLEMING est toujours
comprise entre 0 et 1 dès que la condition initiale uo est comprise entre

0 et 1.

Passons maintenant à une formula-tion plus abstraite du problème dans le cas par
exemple de conditions de Dirichlet.

Pour cela on introduit l’espace V = (O), on identifie H à son dual et on

désigne par V f = le dual de V. Par ailleurs on utilisera les notations cla-

ssiques ° 1.B fll.1 1 fIl $1 1* pour les normes dans respectivement ~,v 4v’ ; ~ . ° ~ ~

désignera le produit scalaire dans H et ~, ° ,:~ le produit de dualité V,V’.

On définit un opérateur A non linéaire de V dans V’ en posant, V u,v £ V

et un opérateur B non linéaire de V (l’espace des opérateurs linéaires
continus de H dans H) par la relation, y hEH

(1.8) B(u)h = la fonction h multipliée par la fonction u ~ ~.~°~ ~ +
En fait on remarque d’après (1.3) que B est défini sur H .
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L’équation de W. FLEMING peut alors se réécrire sous la forme d’une équation d’Ito

construite sur le triplet (V,H,V) :

Le second membre de (1.9) est maintenant une intégrale stochastique hilbertienne
(cf. exposé de E. PARDOUX [10] ).

Pour le cas de conditions de Neumann, il est clair qu’il suffira de remplacer

V = H1 (0) par V = Hl (0) .
0

Dans les deux cas (Dirichlet ou Neumann) les opérateurs A et B vérifient les

conditions suivantes.

(1.10) A est continu de V dans V’ . De plus,

(1.11) h E H’ u -+ B (u) h est continue de V dans H, (en fait de H dans H) .
C’est dire que l’application u-+B (u) est continue pour la topologie forte de

·

de plus, Y u É ~l:_: V 
.. , _ .

(1.12) L’application u -+ B (u) Q B (u) 
* 

est continue de V dans zl (H) (en fait
de H De plus’ Vu 6V

(1.13) Le couple (A,B) vérifie la condition de coercivité suivante :

REMARQUE 1.2. - Le couple (A,B) n’est pas monotone (cf. [10] ). Cela est essen-

tiellement dû au caractère holdérien de la dépendance de B en u . Une

première idée consisterait à régulariser B en Be de telle, sorte que (AOBI) soit

monotone. Malheureusement on ne dispose-pas d’estimations suffisantes pour faire un

passage à la limite classique. Par contre on peut s’inspirer des différentes techniques

d’étude des processus stochastiques de diffusion en dimension finie pour imaginer une

autre voie d’approche du problème. En 68-69 D. STROOCK et S. VARADHAN [13J ont lr.tro-

duit la notion de problème des martingales qui a permis d’étudier de manière très géné-
rale les processus de diffusion. En 71, S. WATANABE et T. ont fait
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le lien entre ces problèmes de martingales et les équations différentielles stochas-

tiques.

C’est cette démarche que nous allons étendre au cadre des équations aux dérivées par-
tielles stochastiques.

§ 2 . - Problème des Martingales.

Soit C(o,T; H faible) l’espace des fonctions scalairement continues à valeurs dans

H, muni de la topologie de la convergence uniforme. On pose

Et on munit Q du sup des topologies induites par C(o,T; H faible) et

V) faible.

L’espace Q est alors un espace de Lusin et ses compacts sont métrisables.
Posons maintenant

On définit ainsi un processus à valeurs dans ,13H étant la tribu borélienne

de H (pour les topologies faible ou forte). Et soit

En utilisant les propriétés des espaces de Lusin on peut montrer que F n’est autre

que la tribu borélienne de Q .

Introduisons maintenant le processus,
,

On vérifie que,

’ 

est mesurable de Q dans V’

t- M(t,w) est scalairement continu à valeurs dans V .

Posons enfin,

Alors « M » définit un processus croissant continu à valeurs dans £1 (H) et

adapté à la 

On peut alors se poser le problème Suivant : trouver une mesure de probabilité P

sur (0;Ji ) telle que
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(2.7) Le processus est pour la mesure P une martingale continue à valeurs

dans H de processus croissant « M » (t ,w) .

Une telle mesure P sera dite solution du problème des martingales (uo; A, B) .

Notons que Q étant de Lusin et 5i étant la tribu borélienne de Q, P est en fait

une probabilité de Radon sur 0 ( ~ 1 ~ , ~ 12’ ~ .

REMARQUE 2.1. - Supposons Q = 0 ; l ’éqution (1.9) est alors déterministe et on

peut prendre pour solution du problème (2.6) (2.7), la mesure de y solu-
y

tion de l’équation,

REMARQUE 2.2. - De manière générale soit (0’ F’t, pt) un espace de probabilitést

suffisamment grand pour que l’on puisse y d’éfinir un processus de Wiener à valeurs

dans H et de covariance Q ( Î 0) . Et soit P une solution du problème des martin-

gales (u o ,A,B) . Grâce à un théorème de représentation de martingales de D. LEPINGLE

J. Y. OUVRARD rL7] on sait que, il existe un processus de Wiener à valeurs

dans H ~ -et de covariance Q~ défini sur l’espace de probabilité

Donc, partant d’une solution du problème des martingales on sait toujours

construire une solution de l’équation (1.9) à condition de choisir convenablement l’es-

pace de représentation du processus de Wiener W(t).

Comme en dimension finie (cf. ~1.1 ~ ) le problème (2.6) (2.7) admet plusieurs formes

équivalentes que l’on a résumé dans le théorème suivant.

THEOREME 2.1. - Soit P une probabilité sur (Q,F) tel ue P(u(o) = u) = 1.
_prqbabilit’- (0fY) 0

H y a équivalence entre les propositions suivantes :

(2.9) P est solution du problème des martingales (uo,A,B).o’ ’
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(2.10) Pour tout 8 appartenant à un sous espace vectoriel dense de V, 

est une P martingale continue de processus croissant,

(2.11) Pour tout 0 appartenal1t à .V f le 

est une P martingale contins. 

(2.12) Pour tout 0 appartenant à un sous-espace vectoriel dense de V et pour tout

cp de »(R) le processus,

est une P martingale continue.

REMARQUE 2.3. - Posons ~(u) ((u,e)) ; alors ~’(u) = et

= 6 0 8 . Notons n. l’image de P par l’application coordonnée

On définit ainsi une famille de mesures de probabilité sur H qui vérifie

d’après (2.12) (t)) = 0 , c’est-à-dire
cp

Au premier membre on reconnait une expression analogue à celle utilisée par C. FOIAS
et G. PRODI [6] dans la définition des solutions statistiques des équations de ravier-
Stokes. En fait, en développant cette analogie on trouve que les problèmes de martin-
gales fournissent un cadre unique où. l’on peut étudier simultanément les solutions

statistiques ou stochastiques de Navier-Stokes ( pour le cas stochastique cf A. "KN-

et R. lEl/A’l 9 31 ) .
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§ 3 . - Existence .

On étudie l’existence de solutions au problème des martingales par une

méthode du type Galerkin : on construit des solutions approchées qui seron t donc des

mesures de probabilité et il s’agira d’étudier les convergences df3 cette suite de solu-

tions approchées.

3.1 Solution s approchées.

Soit (e) &#x3E; 1 
une base orthonormée de H fonnée d’ éléments de V . Soit V

2 j- 2013 ) m

l’espace engendrée par (e,...,e) et il 
m 

le projecteur o r thogonal de H sur V .
, m m m

On désigne par pm une mesure de probabilité S11r telle que

(3.3) Pour tout 06V le processus
m

est une Pm martingale continue da processus 

L’existence de Pm s’obtient en étudiant un problème de martingales dans avec

des diffusion

et pour coefficients de dérive

De plus utilisant la coïxllticn de coercivité (1.13) on montre qu’il n’y a pas de

temps d’explosion bien que les ne soient pas bornés en u .
i

REMARQUE 3.1. - Supposons Q = 0 ; on pourra prendre pm = 8ym où y m est la

solution déterministe approchée ,

Rappelons que l,3. méthode de compacité déterministe comporte étapes essentielles
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Tout d’abord on montre l’existence d’une sous suite (y ) qui converge dans

H) faible V) faible.

l’on déduit que y est également convergente dans notre espace

Ensuite en construisant les solutions approchées y m sur une base spéciale, ont

montre grâce à un lemme de compacité l’existence d’une sous-suite (y ) convergente
03BC

dans L2 (o,T ; H) f o rt .

A partir de ces deux résultats on trouve finalement que y = lim y est solution
{JL 03BC

de y’ + A y = o y(o) -u .
o

La méthode do compacité "Stochastique" sera absolument parallèle à celle que l’on
vient de décriera. 

’

On va l’ existence de (P 11 ) c (P m’ ) étroitement convergente dans l’ ensemble

ni (0) des probabilités de Radon sur Ensuite à condition de construire les P
sur une base spéciale on obtiendra grâce à un lemme de compacité que p 4 converge

étroitem3nt dans 1°ensemble P(L2(o9T ; H) fort) des probabilités de Radon sur

L2(O,T ; H) fort.

Ce qui permettra de montrer que P = lim P est solution du problème des martin-
p 

’

gales 
o

Rappelons qu’une suite pj de mesures de probabilité de Radon définies sur un espace
topologique complétement régulier X . converge étroitement vers P si

.r 4 ,1 f.P pour toute f continue bornée sur X . Ce qui est équivalent à

,1 î.P S lim inf f.Pj pour toute f s.c.i. et bornée sur X .
j

Une condition de relative compacité étroite dans l’ensemble P (X) des probabi-
lités de Radon sur X , est donnée par le critère de Prokhoroff :

m c P (X) est étroitement relativement compact c X,K E compact tel

que P(K)&#x3E;1 - e, 
e

on pourra consulter [ 1] [4] [12] .

3.2. Estimations.

Posons,

D’après (3.1) (3.3) t est une Pm martingale de processus croissant,
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Introduisons maintenant et sa tramposée

Par construction des P a on a~

Appliquant la formule d‘Ito à 1 u( t)’ 2 , on obtient

Mais d’après la reltion de coercivité (1.13) on a,

Reportant (3.6) dans (3.5) avec pour simplifier À = 0~ il vient

Soit alors Em l’espérance mathématique associée à Pm . Prenant l’espérance
mathématique des deux membres de (3-7), le terme d’intégrale stochastique disparait
et on obtient les estimations suivantes : il existe une constante c &#x3E; 0 indépendante
de m telle que,

De plus d’après (1.10),

Enfin en utilisant une propriété plus £ina des intégrales stochastiques on peut
améliorer (3.8) pour obtenir finalement,
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REMARQUE 3.2. - D’apres (3.9) on a

Donc V e &#x3E; 0, 3 k 
e 

tel que,

C’est dire que la suite pm vérifie le critère de Prokhoroff dans l’ensemble 
,

des probabilités de Radon sur 

De la même façon l’estimation (3.11) entraine la relative compacité étroite de la

suite # dans Mais pour obtenir dans il faut

faire un travail supplémentaire.

THEOREME 3.1. La suite P est étroitement relativemen b compacte dans l’ensemble

des probabilités de Radon sur û . 

~-------

DEMONSTRATION .

On remarque tout d’abord qu’une partie K de n est relativement compacte si

Soit maintenant yi (w)(i) (respectivement Il (w)(x)) le module de continuitéil
de t-&#x3E;(U(t.W)18 i), (respectivement 

1

De (3.4) on déduit , 9

Par ailleurs les martingales vectorielles Mm ont pour processus croissant,t
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D’où la majoration, pour t’ ~ t

Enfin, en utilisant une inégalité (du type BURKOLDER-GUNDY) à savoir,

(avec par exemple p = 4) on peut démontrer le lemme

LEMME 3.1 - Il existe une fonction 9 (eî) continue, décroissante en 1 vers

zéro lorsque L tend vers zéro, telle que, 

Posons alors,

D’après les estimations (3.9) (3.10)( 3.11), pour tout e &#x3E; 0, il existe k  tel

que 9

Soit maintenant ,

D’aPr%s (3.12) les Ke sont relativement compacts dans 0 ’et d’après (3.13)

Donc (3.15) (3.16) entrainent,

Et le résultat découle du critère de Prokhorofff.

3.3. - de Compacité .

L’injection de V dans H étant compacte, il existe (cf. J.L. LIONS [8] ch. I)
une base "spéciale" (e.) telle que,1
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oû ( ( . , . ) ~ désigne le produit scalaire dans V .

Donc la projection orthogonale sur V - d’un élément u de V , 0 est maintenant
m

la même pour les structures hilbertiennes de V ou de H.

En conséquence R m = n 1 V vérifie,

Soit alors le module de continuité de t -~ ut,ce&#x3E; considérée à

valeurs dans 

De (3.4) (3.18) on déduit,

Utilisant le lemme 3.1 et l’estimation (3.10) on obtient , à partir de (3.19)

THEOREME 3.2. - Pour tout e &#x3E; 0 il existe L partie équicontinue de

C(o,T;Vl) telle que P~ (Le) ~ ~ - e , Ym; à condition de supposer les #

construits sur la base spéciale (3.17).

REMARQUE 3.3. - Le théorème 3.2 remplace l’estimation supplémentaire sur la déri-
vée en temps des solutions approchées dans la méthode de compacité déterministe.

Nous allons maintenant donner un résultat général de compacité pour les systèmes
stochastiques.

Soient B et Bi deux espaces de Banach reflexifs séparables, B c Bi avec

injection continue. Soit c~ B 4 R+ une fonction homogène inf-compacte,

(3.21) { v s est un compact fort non vide de B.

Soit enfin telle que
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P désignant l’espérance mathématique par rapport à P et c étant indé-

pendant de P).

(3.23) V e &#x3E; L e partie équicontinue de tel que

THEOREME 3.3. - Sous les (3.23), m est étroitement rela-

tivement compacte dans l’ensemble fort) des probabilités de Radon

sur l’espace de Banach Lq (o,T;B)fort. 

DEMONSTRATION . D’après (3.22), pour tout E &#x3E; 0 il existe k 
c 

tel que,

Posons maintenant,

Alors 1

Et N 
e 

est une partie relativement coinpacte de Lq ( o’ T; B) fort d’après un
résultat de compacité de Dubinskii que l’on peut trouver dans J.L. LIONS [8] ch, I

theor. 12.1 .

Comme corollaire en prenant B = H4 Bl - V’ , $ , q = 2 on obtient

que la suite des solutions approchées construites sur (3.17) , est étroite-

. 
@ 

...

ment relativement compacte dans ( L (o,T;H) fort) . Reliant ce résultat au théo-
rème 3.1$ on trouve que (Pm) est étroitement relativement compacte dans

n L ( o T; H) ) ou L2 (o ,T;H) = 12 muni du sup des topologies de n

et de la topologie forte de LI ( o ~T; H).

3.4. - THEOREME D’EXISTENCE

THEOREME 3.4. - ,Pour tout u E H 9 il existe une solution au robléme des mar-
o 

tingales (u , A,B) .
o

DEMONSTRATION. Soit P4 une sous-suite infinie convergeant étroitem/3nt vers P

dans (on L2 (0 f 1 ;H)) .
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Soit par ailleurs le processus défini en (2.12) : (t,w) estp 
cp 

po ) 
CP 

,

continue (mais non bornée) sur Q n 

Désignons maintenant par K un compact de Q, F - mesurable. P4 étant solution
s

d’un problème de martingales sur V , on a
tJL

Utilisant la définition de la convergence étroite et la s~c~s. de la fonction que

l’on intègre, on obtient à la limite,

Mais changeant cp en -cp H8 se transforme en - donc en fait
CP CP

qui est un sous-espace dense de V.

On en déduit que EL (t) est une P martingale continue et le résultat découle

de (2.12) .

§ 4 . - Le problème de l’unicité.

Ayant l’existence de solutions au problème des martingales, on sait d’après la

Remarque 2.2 construire des solutions de l’équation (1.9).

Se pose maintenant le problème de l’unicité, unicité pour le problème des martingale
et unicité pour l’équation ainsi que leurs relations.

En dimension finie il e.st possible d’étudier directement l’unicité du problème des

martingales (cf. [13] [14]) mais ces techniques semblent difficiles pour l’instant
à étendre au cadre des équations aux dérivées partielles. Par contre l’approche de

S. YAMADA , T. WATANABE [16] est plus aisée à transposer. C’est ce que nous allons

faire brièvement dans ce paragraphe.

Notons qu’une solution de l’équation (1.9) peut être considérée cornue un couple
(u,W) où,

(4.1) W est un processus de Wiener à valeurs dans H de covariance Q donnée.

(4.2) u est une variable aléatoire à valeurs dans l’espace canonique a et

vérifiant pour tout t,
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On peut alors définir deux notions d’unicité pour l’équation,

l’unicité forte ou trajectorielle : si (ul 1W) et (u2 ,W) sont deux solutions

de même condition initiale et par rapport au même Wiener W, alors

l’unicité faible ou en loi de probabilité : si ~u~ W1 ) et ~t~ ,W? ) sont deux

solutions de même condition initiale ° alors les lois de probabilité de u~ et u2

sont les mêmes 

Ayant deux notions d’unicité il est normal de leur faire correspondre deux notions

d’existence :

existence forte : si pour tout processus de Wiener W donné à priori, il existe u

tel que (u,W) soit solution .

existence faible: s’il existe un couple (u,W) vérifiant (4.1) (4.2) .

Les relations entre ces qvatre propriétés étant les suivantes

THEOREME 4.1. - (S. YAMADA, T. WATANABE) .

1. L’unicité trajectorielle entraine l’unicité en loi de probabilité.

2. L’existence faible et l’unicité trajectorielle entraînent l’existence forte.

Par ailleurs on peut montrer,

THEOREME 4.2. - L’unicité en loi de probabilité est équivalente à du

problème des martingales.

Donc pour conclure l’étude de l’équation de W. FLEMING, on voit qu’il suffit
d’obtenir l’unicité trajectorielle (car on a déjà l’existence faible par les pro-
blêmes de martingales) .

THEOREME 4.3. Si la fonction F est de l’équation ~1. ~~ a la propriété
d’unicité trajectorielle.
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