MICHEL VIOT
Equations aux dérivées partielles stochastiques : formulation faible

Séminaire Jean Leray, n°3 (1974-1975), exp.n° 1, p. 1-16
<http://www.numdam.org/item?id=SJL_1974-1975__ 3_A1_0>

© Séminaire Jean Leray (College de France, Paris), 1974-1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Jean Leray » implique ’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SJL_1974-1975___3_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

éQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELIES STOCHASTIQUES : FORMULATION FATBLIE

par Michel VIOT

INTRODUCTION

On étudie des équations aux dérivées partielles stochastiques ou 1l'aléatoire s'in-

troduit par une différentielle stochastique du type bruit blanc distribué. Pour de
tels systéme on dispose d'une méthode de monotomie développée par A. BENSOUSSAN,

R. TEMAM [2] et par E. PARDOUX [9], [10] . Le but de ce travail est de voir ce que
devierment les méthodes de type compacité dans ce cadre fonctiommel. la remarque
générale que 1l'on peut faire d&s maintenant, est que les résultats de compacité ne
se rencontrent pas au niveau de 1l'équation proprement dite, mais plutét au niveau
d'un probldme associé du type probléme des martingales de D. STROOCK et S. VARAL:AN
[13] [14]. Le retour & 1'étude de 1l'équation, se fait alors en généralisant les
techniques de T. YAMADA et S. WATANABE [16] [17]. On pourra trouver 1l'ensemble de .

coette démarche, faite dans le cadre des processus de diffusion stochastiques en
dimension finie dans P. PRIOURET [ 11].

Par ailleurs, plut8t que de présenter des résultats abstraits, on choisi de déve-
lopper cette étudg sur un exemple particulier introduit par W . FLEMING en génétique
de population [5], exemple fournissant une bien meilleure motivation & la méthode de
compacité "stochastique" que celui proposé par 1'auteur dans [15] .

§ 1. - L'équation de W, FIEMING.

C'est une modélisation de 1'évolution en temps et en espace de la fréquence d'un
géne & 1'intérieur d'une population occupant un certain habitat O . Plus précisément

les individus de cette population possédent sur deux chromosomes homologues un ger®
" de deux types différents A,

AJ.A’.L’A‘LAz’AP.AE'

et A, ¢ ce qui donne les combinaisons possibles

On s'intéresse & la fréquence u(t,x) du type A , & 1l'instant t et en un point
x de 1'habitat O .A partir de modéles discrétisés établis par certains généticiens,
W. FLEMING a proposé 1l'équation suivante :

%%(t,x) = mlt,x) - Flu(t,x)) + V/u(t.X)(1 - ult,x)g %% -
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le laplacien représente un terme de dispersion géozraphique dfi aux mouvements migra-
toires de la population 2 1l'intérieur de son habitat. Ensuite on trouve un terme non
lindaire prenant en compte certains avantages sélectifs de 4 sur A, . Enfin le
dernier terme est un terme stochastique traduisant les éffets aléatoires de trans-

mission des caractéres génétiques d'une génération & l'autre,
Les hypoth&ses générales seront les suivantes @

(1,1) G est un ouvert borné de Rp, de frontidre 80 suffisamment régulidre.

(1.2) F est une fonction de R dans R, continue bornée.

(1.3) u(1 - u)+ est la partie positive de u(1 - u ). Donc on aura toujours :
O=u(1-u), =1.

(1.4) w(t), t€[o,T], est un processus de Wiener & valeurs dans H = I?(0) et de

covariance Q€ ¢ (H), 1'espace des opérateurs nucléaires de H dans H .

(1.5) 1a condition initiale u est donnée dans H .

(1.6) Ies conditions frontidres sont, soit du typs Dirichlet ul77:=0,§3==]o,1{xac},

soit du type Neumann, %% =0,

REMARQUE 1.1 - L%introduction de la partie positive dans ./ u(1 - u) peut paraltre
artificielle. En fait on montre gface a.u princips du maximm (stochastique) et sous
certaines hypothéses sur F que la solution de 1'équation de FLEMING est toujours
comprise entre O et 1 d&s que la condition initiale U, est comprise entre
0 et 1.

Passons maintenant & une formulation plus abstraite du probleme dans le cas par

exemple ds conditions de Dirichlet.

Pour cela on introduit l'espace V = Hi)(ﬁj, on identifie H & son dual et on

désigns par V' = H2(0®) 1le dusl de V. Par ailleurs on utilisera les notations cla-

,|l°l ’l

désignera le produit scalaire dans H et <.,.> le produit de dualité V,6V'.

ssiques, « pour les normes dans respectivement H,V,V' 5 (.,.)

On définit un opérateur A non linéairse de V dans V' en posant,V u,v€EV

n
(1.7) <A@,w>= [ D %;%—%‘—’—dx+,r F(u)vdx,
O A= OFg 9%y ]

et un opérateur B non lindaire de V dans g£( H), (1'espace des opérateurs lindaires
continus de H dans H) par la relation, vy u€V, heH

(1.8) B(u)h = 1a fonction h multipliée par la fonction ./ u (1-u), .

En fait on remarque d'aprds (1.3) que B est défini sur H .
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L'équation de W. FLEMING peut alors se réécrire sous la forme d'une équation d'ITto
construite sur le triplet (V,H,V') :

(1.9) du(t) + A (u(t)) dt
u(o)

I

B(u(t)) aw(t)

u
(o]

Ie second membre de (1.9) est maintenant wne intégrale stochastique hilbertienne
(cf. exposé de E. PARDOUX [10] ).

Pour le cas de conditions de Neumann, il est clair qu'il suffira de remplacer
V=H (G) par V =H! () .

Dans les deux cas (Dirichlet ou Neumarm) les opérateurs A et B vérifient les
conditions suivantes.,

(1.10) A est continu de V dans V' . De plus,

Il s [, =] ull +M, (Yuev, ¥> o) .

(1.11) Vv h€H, u»B (u)h est contime de V dans H,(en fait de H dans H) .
C'est dire que 1l'application u-B (u)
g (H) .

de plus, Vu

est continue pour la topologie forte de

M

W
|‘ B (u) I\ £(H) =1 .

*
€1.12) Lrapplication u=B (u) Q B (u) est continue de V dans & (H) (en fait
de H dans g£* (H)). De plus, Yu € V

tr(B (u) QB (u) )= trQ.

(1.13) le couple (A,B) vérifie la condition de coercivité suivante s

Ja>0,3A, v=Z0 telque Vucv

2<Auu>-tr(B(u) QB () *) + 2 lu|2+vza || ul]z.

REMARQUE 1.2, - ILe couple (A,B) n'est pas monotone (cf. [10] ). Cela est essen-
tiellement dfi au caractdre holdérien (d'ordre ) de la dépendance de B en u . Une

soit
monotone. Malheureusement on ne dispose pas d'estimations suffisantes pour faire un

premidre idée consisterait & régulariser B en B® de telle. sorte que (A,B®)

passage & la limite classique. Par contre on peut s'inspirer des différentes techniques
d'étude des processus stochastiques de diffusion en dimension finie pour imaginer une
autre voie d'approche du probléme. En 68-69 D. STROOCK et S. VARADHAN [13] ont intro-
duit la notion ds probléme des martingales qui a permis d'étudier de maniers tres géné-
rale les processus de diffusion. En 71, S. WATANABE et T. YAMADA [16] [17] ont fait
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le lien entre ces problémes de martingales et les équations différentielles stochas-

tiques,

C'est cette démarche que nous allons étendre au cadre des équations aux dérivées par-

tielles stochastiques.

§ 2 . - Probldéme des Martingales.,

Soit C(o,T; H faible) l'espace des fonctions scalairement continues & valeurs dans

H, muni de la topologie de la convergence uniforme. On pose
(2.1) 0 = C(o,T; H faible) n 17 (o0,T; V).

Et on munit Q du sup des topologies induites par C(o,T; H faible) et

12(0,T; V) faible.

Lfzspace (O est alors un espace de lusin et ses compacts sont métrisables.

Posons maintenant
(2.2) u(t,w) =w () ,0=t=T,we€EQ.

On définit ainsi un processus & valeurs dans (H;BH) ’Q;H étant la tribu boréliemnne
de H (pour les topologies faible ou forte). Et soit,

(2.3) Fo=0 (u(s) 58=1t) ;7 =%,

En utilisant les propriétés des espaces de Lusin on peut montrer que % n'est autre
que la tribu boréliemne de Q .

Introduisons maintenant le processus,

T
(2.4) M(t,0) = u(t,w) - ulo,0) + [ Auls,w) ds
’ o)

On vérifie que,
w4+ M(t,w) ost 7, mesurable de O dans A

t+ M(t,w) est scalairement continu & valeurs dans V' .

Posons enfin,

t *
(2.5) < M> (t,w) = To B(u(s,w)) Q B (u(s,w)) ds

Mors << M >> définit un processus croissant continu i valeurs dans g£* (H) et

adapté & la famille Fioe
On peut alors se poser le probléme suivant : trouver une mesure de probabilité P

sur (Q%) telle que,
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(2.6) P{ws: ulow)= uo} =1

(2.7) 1e processus M(t,w) est pour la mesure P une martingale continue & valeurs

dans H de processus croissant << M >> (t,w).
Une telle mesure P sera dite solution du probléme des martingales (uo, A, B) .
Notons que Q étant de Lusin et % étant la tribu borélienns de Q, P est en fait

une probabilité de Radon sur @ ( [1], [12] ).

REMARQUE 2.1. - Supposons Q = 0 ; 1'éqution (1.9) est alors déterministe et on
peut prendre pour solution du probleme (2.6) (2.7), la mesure de Dirac 6& , ¥y solu-

tion de 1'équation,

y' + Aly) =03 5y (o) = u .

REMARQUE 2.2, - De manidre générale soit (Qf #é, P') un espace de probabilité
suffisamment grand pour que 1l'on puisse y définir un processus de Wiensr & valeurs

dans H et de covariance Q ( # 0) . Et soit P wune solution du probldme des martin-

gales (uO,A,B) . Grice & un théoréme de représentation de martingales de D. LEPINGLE
et J.Y. OUVRARD [7] on sait que, il existe un processus de Wiener W(t,w,w') a4 valeurs
dans H'.-et de covariance Q, défini sur 1l'espace de probabilité

(@ xar, FLOF, PO P*Y  tel que

+9

t
M(t,0) = [ Blu(s,w))dW(s,w,0")
(2.8)

t
= U(t,w) - ulo,w) + [ Au(s,w) ds (P® P' p.s.) .
o

Donc, partant d'une solution du probléms des martingales (uo,A,B) on sait toujours

construire une solution de 1'équation (1.9) & condition de choisir convenablement 1'es-

pace de représentation du processus de Wiener W(t),

Comme en dimsnsion finie (ef, [11] ) le probléme (2.6) (2.7) admet plusieurs formes

équivalentes que 1l'on a résumé dans le théordme suivant.

THEOREME 2.1, - Soit P wme probabilité sur (Q,?) tel que P(u(o) =u ) =1,
(o}

Il v a équivalence entre les propositions suivantes 3

(2.9) P est solution du problime des martingales (uO,A,B) .
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(2,10) Pour tout 6 appartenant & un sous espace vectoriel dense de V, _le processus,

M G,w) = (M(t,0),0)

est une P martingale continue de processus croissant,

t *
<1 > (tw) = [ (8,Bu(s)) QB (uls)) o) ds.
o]

(2.11) Pour tout © appartenant d un sous.egpace vectorisl dense de_V, 1le processus

ge('t , ) = exp { Me(t,w) -z < MB>(t,w) }

est une P martingale continuas,

(2.12) Pour tout 8 appartenant & un sous-espace vectorisl dense de V et pour tout

¢ de BH(R) 1le processus,

Hi (b,0) = o ((u(t),8)) - o ((ulo),8))

t
+ [ 9*'((u(s),8)) < Au(s),® >ds
)

t *
-3 [ o"((u(s),8)) (8,B(uls)) Q B(u(s)) @) ds
o]

est une P martingale continus.

REMARQUE 2.3, =~ Posons &(u) = ¢ ((u,8)) 5 alors &'(u) = ¢'((u,9))8 et

8" (u) = ¢"((u,8)) 6 ® 68 , Notons b, 1'image de P par 1'application coordonnde

w2 u(t,w). On définit ainsi une famille ds mesures de probabilité sur H qui vérifie

d'aprss (2.12) E( Hg (t)) = 0, c'est-a-dire

t
[ oaw) dpt(u) - [ a(w) au () + [ ds [ < au, a'(u) > du_(u)
H H ° o H s

=1 ft ds [ tr{ #(u) B (w) QB (W)} du () .
o H S
A1 premier membre on reconnait une expression analogue & celle utilisée par C. FOTAS
et G. PRODI [6] dans la définition des solutions statistiques des équations ds lavier=-
Stokes. En fait, en diveloppant cette analogis on trouve que les probliémes de martin-
gales fournissent un cadre unique ou 1l'on peut étudier simultandment les solutions

statistiques ou stochastiques de Navier-Stokes ( pour le cas stochastique cf A. FlN-
SOUSSAN et R, TEMAM [3] ).



Michel VIOT, Equations aux dérivées partislles ... 1.7

§ 3. - Existence .

On étudie 1l'existenze de solutions au probleme des martingalss (uo,A,B) par une

méthode du type Galerkin : on construit des solutions approchées qui seront donc des

mesures de probabilité et il s'agira d'étudier les convergences de cotte suite de solu-
tions approchées.,

3.1 Solutions approchées,

Soit (ei)i,é , uns base orthonormés de H formde d'éléments de V . Soit V
1'espace engendrée par (e1...em) et Hm le projecteur orthogonal de H sur V .

On désigne par P"  une mesure ds probabilité sur (Q,%F) telle que

(3.1) Csupp P" < C(o,T ; Vm)

(3.2) P" { u(o)

My Vgt = 1
(3.3) Pour tout 6 ¢ Vv le processus

t
M= (u(t) - ulo), 8) + [ < Au(s),8 >ds
o]

est une P martingale continue de processus croizsant
5] b N
<M > (t) = ,[’0 (6,B(u(s))Q B (u(s)) 6)ds.

. m " es . .
L'existence ds P s'obtient en étudiant un probléme de martingales dans Vm avec

pour coefficiznts de diffusion
*
235 (w) = (ei, B(u) Q B (w) ej) y €V 15 = 1o .
et pour coafficients de dérive

b, (u) =< A(w) , 65>, u€ Vo, i=1l..m.

De plus utilisant 12 condition de coercivité (1.13) on montre qu'il n'y a pas de

temps d'explosion bien que les Vbi(u) ne soient pas bornés en u .
REMARQUE 3.1. - Supposons Q = O ; on pourra prendre = bym ou Yo est la

solution déterministe approchée ,

(y'm(t) , 8) +<Aym(t),6>=0 ,VeEmem(o)=Hmuo .

Rappslons que 1a méthode ds compacité déterministe comporto deu: étapes essentielles
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Tout d'abord on montre 1ltexistence d'une sous suite (Yp) qui converge dans
L”(o,T ; H) faiblex et .L2(0,T; V) faible .

D'ou 1l'on déduit facilement que v, est également convergente dans notre espace Q .

Ensuite en construisant les solutions approchées I sur une base spéeciale, on’
montre gréce 4 un lemms de compacité l'existence d'une sous-suite (yp) convergente
dans I? (o,T 5 H) fort .

A partir de ces deux résultats on trouve finalement qie y = I&m v, est solution
de y'+Ay=0 ylo) = u .

La méthode d= compacité "Stochastique" sera absolumesnt parallele & celle que l'on

vient de déecrirs.

On va montrar 1'existence de (P") c (P™) étroitement convergente dans l'ensemble
W

) . s
\) (Q) des probabilités de Radon sur Q . Ensuite 2 condition de construire les P
sur une base spéciale on obtiendra grice & un lemme de compacité que P converge
étroitemsnt dans 1l'ensemble P(12(o,T ; H) fort) des probabilités de Radon sur
I?(o0,T ; H) fort.

Ce qui psrmettra de montrer que P = 1&m Pu est solution du probleme des martin-
gales (uo,A,B).

Rappelons qu'une suite P de mesures de probabilité de Radon définies sur un espace
topologique complétement régulier X , converge étroitement vers P si

f £.pd + [ £.P pour toute f continue bornde sur X . Ce qui est &guivalent A

[fp= lim inf i f.PJ pour toute f s.c.i. et bornée sur X .
J

Une condition de relative compacité étroite dans l'ensemble P (X) des probabi-

1ités de Radon sur X , est domnée par le critere de Prokhoroff 3

M < P (X) est étroitement relativement compact si V ¢ >0 3 K€<: X,K€ compact tel
que P(Ke)é1-e,VPeWz.

on pourra consulter [1] [4] [12] .

3.2, wstimations.

Posons,

m e.
MM(t,0) =5 M (t,0) e,
i=1 i

D'apres (3.1) (3.3) M? est une P™ martingale de processus croissant,
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t *
,ro HmB(u) Q B (u) 1 ds .

. . . *
Introduisons maintenant Rm = nmlv; Rm €r (V,V) et sa tramposée Rm € (V',V) .

Par construction des p& on a,

t *
(3.14) u(t,0) - ulo,w) + [ R, Au (s,w) ds = M @&,0) (P" p.s.) .

o
Appliquant la formule d'Tto & [u(t)|® , on obtient

t
(3.5) lu(t)12 - |u)|® +2 [ <Au(s),u(s) >ds-
o

t

* t
i tr{Hm B(u) Q B(uw) Hm}ds = [ (u(s), au™(s)) (7 p.s.) .
o )

Mais d'apres la reltion de coercivité (1.13) on a ,
*
(3.6) 2<Au,u>-tr {1 B(u) QB (u) 1 }+1rlul?+ vaa [[uf]2.

Reportant (3.6) dans (3.5) avec pour simplifier A = 0, il vient

t g
(3.7) ()2 +o [ [lu@)]|2 dss [u |2 +vr+ [ (uls),au™ (s)) (Fp.s).
o o .

Soit alors E" 1'espérance mathématique associde & P" . Prenant 1'espérance
mathématique dss deux membres de (3.7), le terme d'intégrale stochastique disparait

et on obtient les estimations suivantes : il existe une constante ¢ > O indépendante
de m telle que,

(3.8) sup E" |u(t)|? = c
O0=+t=T
mn T
(3.9) E" [ J]au(®)]]? dt = ec.
O

De plus d'apres (1.10),
T
(3.10) " [ [Tau(e)|]2 dt=c .
o]

Enfin en utilisant une propriété plus fTins des intégrales stochastiques on peut

améliorer (3.8) pour obtenir finalement,

(3.11) 0 s

p [u(t)|?® = c.
O.

T

A

u
t

1A
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REMARQUE 3.2. - D'apres (3.9) on a,
T

T
P" {w: [ ||ult,w)]]2dt sk}= 1 -% mfrollu(t)szté 1-%,7m.
¢}

Donc ¥V e>0, 3 ke tel que,

T
PP o [ [|u(t,of[Pdt sk} =1 - ¢, Vm.
o}

C'est dire que la suite P™ vérifie le critdre de Prokhoroff dans 1'ensemble

o
J(12(0,T;¥)faible) des probabilités de Radon sur I2(o,T;V)faible .

De la méme facon 1l'estimation (3.11) entraine la relative compacité étroite de la

aQ g
suite P" dans J(I7(o,T3H)faible*) . Mais pour obterir dans o (Q) il faut

faire un travail supplémentaire.

THEOREME 3.1. - 4L§_§gi§g__ﬁf__qgt_étgqitement relativemsnt compacte dans 1'ensemble

r)/ e
J(Q) des probabilités de Radon sur 0O .

DEMONSTRATTION .

Oa remarque tout d'abord qu'une partie K de Q est relativement compacte si

' T
( a) 3k >0 tel que | ||u(t,w)||® at =k
o]

(3.12) J et sup [u(t,w)]2 =k, Vow€K,
O=t=T

b) V iz 1, l'ensemble des t= (u(t,w), ei), w €K

\ est équicontinu dans C(o,T).

Soit maintenant ~v& (w)(z) (respectivement yg (0)(%)) 1le module de continuité

de t-b(u(t‘w),ei), (respectivement t-’Mm(t,w)) :

Yi(w) (2) = sup {| (u(t.w)-u(t'.w),éi)l;t,t'E[o,T], [t-t* |=4 1} .

v‘; (0)(8) = sup { |M"(ty)-1"(tr w)| 5 t,t'€ [0,T] , |t-t'|=4 } .

De (3.4) on déduit

’

. T
(5.3 ) 5" @@ + eyl [ )12 anf
*
o
Par ailleurs les martingales vectorielles M: ont pour processus croissant,

t
*x
<« M > (t) = f I B(u) Q B(u) n,ds .
o]
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D'oh la majoration, pour t' =1t
tr << M 2(t') - tr << M > (1) = (4'-t) tr Q (cf.1.12).

Enfin, en utilisant une inégalité (du type BURKOLDER-GUNDY) & savoir,

(3.1) B sup |M'(s) - MH(t)|P=EM{(tr << M 5>(') - tr << Mm(t)>>)p/2}
t=s=t"

P P
=|t'-t| /2 tr g /2,

(avec par exemple p = 4) on peut démontrer le lemme

LEMVE 3.1 - Il existe une fonction o (e,4) contimue, decroissante en ; vers
zéro lorsque £ tend vers zéro, telle que,

.

(5.15) Plos 74 vy @K s o(el) 1 =1 - ¢, Vu.

Posons alors,

T T
Ck = {w ¢ sup \u(t’w)‘z = k, r Hu(t,w) szté k, r ]\Au(t,w)\lidté k} .
o (o}

Dtapres les estimations (3.9) (3.10)( 3.11), pour tout e > 0, il existe lce tel

que,

(3.16) Pm(Ck Yzq1~¢, Vm.
€

Soit maintenant,

K= Nfo: Vi, 78,y (w)(8) = o (e,8) + |lo 11/ ek )
[

Drapres (3.12) les K, sont‘relativement compacts dans Q , et d'apres (3.13)

K 5c N{w:ve, vy @) =0 (e,0) 1.
€ c. .

Done (3.15) (3.16) entrainent,

ﬁlu%)é 1-.2¢.Vm.

’

Et le résultat découle du critere de Prokhorofff.

3.3, - Méthods de Compacité .

L*injection de V dans H étant compacte, il existe (cf. J.L. LIONS [8] ch. I)
une base "spéciale" (ei) telle que,
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(3.17) ((u,e,)) = ki(u,éi) ,UEV A, >0

ou ((.,.)) désigne le produit scalaire dans V .

Donc la projection orthogonale sur 'Vh., d'un élément u de V , est maintenant

la méme pour lss structures hilbertiennes de V ou de H.

En conséquence Rm = Hm | v vérifie,
8 JEN |1E, 11 -
(3.18) Bl lgu,my =1 ot 1By Mg vy =1 -
Soit alors YV‘(w)(z) 1e module de continuité de t - u(t,w) considérée 2

valeurs dans V' ¢
vys (©)(2) = sup {||u(t,0) - u (t'0) || t,t'€ [o,T], |t-tt| = ¢}

De (3.4) (3.18) on déduit,
m - T 1/2 m
(3.19) vy (@) () = v (@) () +J2C [ || Au(t) [[5at) 7% (PVpes).

Utilisant le lemme 3.1 et 1'estimation (3.10) on obtient , & partir de (3.19)

THEOREME 3.2. - Pour tout e > 0, il existe L, partie équicontinue de

Clo,T;V')  telle que P (Le) 24 = ¢ , Vm; & condition de supposer les p™

construits sur la base spdciale (3.17).

REMARQUE 3.3. - Le théoreme 3.2 remplace l'estimation supplementaire sur la déri-

vée en temps des solutions approchées dans la méthode de compacité déterministe.

Nous allons maintenant donner un résultat général de compacité pour les systemes

stochastiques.

Soient B et B, deux espaces de Banach reflexifs séparables, Bc B, avec
injecfion continue. Soit o : B~ §+ une fonction homogens inf-compacte,

(3.20) O0=sqa (v) =+ © o (K'V)==|kla(v) , WWEB, VN ER,

(3.21) {v:oa(v) = 1} est un compact fort non vide de B.

O
Soit enfin 7N < J (1%(0,T;B) fort) , 1< q< +o , telle que

T
(3.22) E [ o @N¥at=sc ,vPen
P o
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(E. désignant l'espérance mathématique par rapport & P et c¢ étant indé-
perndant de P).

(3.23) VY e>0,3 L€ partie équicontinue de C(o,T;V') tel que
P(L)YZ1-¢ VYPEM.

THEOREME 3.3. - Sous les hypotheses (3.20) - (3.23), 7 est étroitement rela-

tivement compacte dans 1l'ensemble jj%lﬂ(o,T;B) fort) des_probabilitds de Radon _

sur 1'espace de Banach LI (0,T;B)fort.
DEMONSTRATION . D'apres (3.22), pour tout e > 0 il existe k_ tel que,

T
P{v(.) : ,Foa(v(t))th sk} =Z1-c,VPEM,

Posons maintenant,

T
N=1 n{v(.): [ a(v(t))%dat=k }
€ € [o] €

Alors,

P(N€)§1_ze, vVPenm.

Et Ne est une partie relativement compacte de 12 (0,T;B) fort d'apres un

résultat de compacité de Dubinskii que 1l'on peut trouver dans J.L. LIONS [8] ch.I
theor. 12,1 .

Comms corollaire en prenant B = H, B, =V'  «o(v)= Ilvll, q =2 on obtient

que la sulte dss solutions approchées Pm, construites sur (3.17) , est étroite-

o
ment relativement compacte dans (J (LZ (o0,T;H) fort) . Reliant ce résultat au théo-
reme 3.1, on trouve que (P™) est étroitemsnt relativement compacte dans
o9
cJ(Q n 1?2 ( o,T;H)) ol QN If(o,T;H) =0 wmuni du sup des topologies de Q

et de la topologie forte de I2 ( o,T;H).

3.4. - THEOREME D'EXISTENCE

THEOREME 3.4. - Pour tout u €H , il existe une solution au probleme des mar-
o

tingales  (u_,4,B) .

DEMONSTRATION. Soit PY  une sous-suite infinie convergeant étroitemsnt vers P

dans (@ni? (o, T;H)) .
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Soit par ailleurs Hi(t,w) le processus défini en (2.12) : w Hcp (t,w) st

continue (mais non borade) sur QN I? (o,T;H) .

Désignons maintenant par K un compact de Q, FS- mesurable, P* étant solution

d'un problems de martingales sur Vu’ on a
[ B (b)) - (s,0) dP*(w) =0,V 6EV. ,VuZm.
'K(p L Q 9 L m’

Utilisant la définition de la convergence étroite et la s.c.s. de la fonction qué

1'on integre, on obtient & la limite,

0 )
,FKHQP (t,0) - B (s,w) dP(w)= 0,6 Vo€ yv_.

Mais changeant ¢ en .o , HQ@ se transforme en = Hi ; donc en fait
i o -
,FK o (t0) - B (s0) dP(u)=0,Ve €UV .

qul est un sous-espace dense ds V.,

On en déduit que Hi (t) est une P martingale continue et le résultat découle
de (2.12) .

¢ 4 ., - Le probleme de 1'unicité.

hyant 1'existence de solutions au probleme des martingales, on sait d'apres la

Remarque 2.2 construire des solutions de 1'équation (1.9).

Se pose maintenant le probleme ds 1'unicité, unicité pour le probleme des martingales

et unicité pour 1l'équation ainsi que leurs relations.

En dimension finie il est possible d'étudier directemen® 1'unicité du problems des
martingales (cf. [13] [14]) mais ces techniques semblent difficiles pour 1l'instant
4 étendre au cadre des équations aux dérivées partielles. Par contre 1'approche de

S. YAMADA , T. WATANABE [16] est plus aisée & transposer. C'est ce que nous allons

faire brievement dans ce paragraphe.

Notons qu'une solution de 1%équation (1.9) peut 8tre considérée comme un couple
(u,W) ou,
(4.1) W est un processus de Wiener & valeurs dans H de covariance Q donnée.

(4.2) u est une variable aléatoire 2 valeurs dans 1'espace canonique { et
vérifiant pour tout t,
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t t
u(t) - u + [ Au(s) ds = [ B(u(s)) aw (s) (p.s).
o] (o]

On peut alors définir deux notions d'unicité pour 1'équation,

1'unicité forte ou trajectorielle : si (u, ,W) et (u,,W) sont deux solutions

de méme condition initiale et par rapport au méms Wiener W, alors

u, &) = u,(t) (p.s.) Vt.

1'unicité faible ou en loi de probabilité : si (u, ,W,) et (u, ,W,)  sont deux

- - .

solutions de méme condition initiale, alors les lois de probabilité ds u, et u,

sont les mBmes sur 0 .

Ayant deux notions d'unicité il est normal de leur faire correspondre dsux notions
d'existence ¢

existence forte : si pour tout processus de Wiener W dommé & priori, il existe u
tel que  (u,W) soit solution .

existence faible : s'il existe un couple (u,W) vérifiant (4.1) (4.2) .

les relations entre ces quatre propriétés étant les suivantes

THEOREME 4.1, - ( S, YAMADA , T. WATANABE) .

1. L'unicité trajectorielle entraine 1'unicité en loi de probabilité.

2, L'existence faible et 1l'unicité trajectorielle entrainent 1'existence forte.

Par ailleurs on peut montrer,

THEOREME 4.2, - L'unicité en loil de probabilité est équivalente & 1'unicité du
probleme des martingales.

Donc pour conclure 1l'étude de 1'équation de W, FLEMING, on voit qu'il suffit

d'obtenir 1l'unicité trajectorielle (car on a déja 1l'existence faible par les pro-
blemes de martingales) .

THEOREME 4.3. Si la fonction F_ est de Lipschitz, 1'équation (1.9) a la propridté
d'uniciié trajectorielle.
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