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e ~
1. - INTEGRALES PREMIERES ANALYTIQUES

1.17. - Cas non périodique

Soit
(1.1) a_tg = - a(H)U + £(5U)
olt ¥ =0 , U= (T (t,x),...,0%(+,x)) , By = %-3%; ,

¢3U=(_BU,IQO,_8U) ’ Y=(Y ’ooo’y) 9 |Y| =Y1 +.OD+Y
1 n 1 n n

un systeme parabolique, possédant les propriétés suivantes :
aG) = (ai j(g)) est une matrice dont les éléments Qij(g) sont des
’ 1,3=1y..0yp
polynomes d'ordre =m :
5.
(1.2) 0,6 = D eI, 5o (@,

|| =m

on suppose que :

(1°3) Re )\J(g) > C(1+I§|)m sy § € Rn y ¢>0

-e

ol _les xj(g)(j =1,...,p) sont les valeurs propres de la matrice Q(§)

1'opérateur non linéaire

(1.4) 2(51) = 0, (BV)
k=2

est la somme d'une série d'opérateurs différentiels homogénes d'ordre k

(6 (8'0) = ¢ (#)) ,

e

et d'ordre différentiel o (|y| = o) . Plus exactement :

0 (8Y0) = (&(8D),...,cR(D))

N

ou

o - o
P Jy J J J
=, \ . . 1_Y1 k
(1.5) Cf;(ﬁYU) = o Lo .. D cfc(Jl’“’Jk;d° nees. )V VR kU
=1 3, =1 = = 9 I
J Jk_ o =0 o =0

" o

s o=

Si on remplace chaque fonction ﬁ-JUJ par un nombre Z € C on déduit de 1l'opé-
(0’20

J
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rateur (1.4) la fonction :

£(2) = f(..,ZOl',..) = (£ (2),..,f2(2)) .
J

On suppose _que les fonctions fz(Z) (. =1,..,p) sont holomorphes dans un poly-
disque

(1.6) |z | <R o R> O
a -
J
Pour simplifier 1'écriture on suppose & partir de ce moment, que p=1 |,
c'est-3-dire que (1.1) est une équation. La généralisation pour le cas d'un sys-

t2me est presque évidente [3].

Soit v(g) = ?x u(x) la transformée de Fourier de la fonction wu(x)

-8
. n
(1.7) v(§) = (2m)™ [ 5 u(x)ax , xE =L xgE,
i=1

Par VS on désigne l'espace de Banach des fonctions wu(x) , pour lesquelles la

norme
(1.8) Il = [C1+ED®|v(B)leg , ob v(E) =F £2(%)
est finie. On désigne aussi par V_ 1'espace des fonctions v(5) = gx . gu(x) ,

correspondant 2 u(x) , (la norme ”v(g)”s est définie aussi par (1.8)) .

I1 sera utile de considérer la transformée de Fourier de 1'équation (1.1). On re-

marque que :

X

(1.9) T (8 n(x) s ) -

- . o -ix.(g-M-..m, )
(2m) Ifﬂll...nkk v(ﬂl)...v(nk)e ! k an,. . dn, dx

i

jjnfl ° "nzkv(’n-l ) o .v(nk)é(g-’nl —e o"'nk)d’nl .o .d’nk

ou 6(5) est la fonction de Dirac.

De (1.5) et (1.9) il résulte :

F o gckﬁgYu) = fjé(§-n1-...-nk)ck(n1,...,nk;v)dﬂl...dnk

X
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ol on a posé :
R

(110) T e 0 eplagsemmag My oo (M, ) e v (M )=C (M ey )v(y ) e v (D)

loy =0 |y l=so
D'apreés (1.9) et (1.10) on a :

(1.11) ?x . g(f(ﬁwu)) = H(g,v) = QZE fﬁ(g‘ﬂf“'°’ﬂk)°k(ﬂ1’°°"ﬂk3Y)dﬂ1--~dﬂk

Donc, appliquant la transformation de Fourier & chaque membre de 1'équation (1.1),

on obtient

(1.12) ACEE) _ | g(e)W(t,e) + H(e,V(5,.))

0t
o H(g,V(t,.)) est définie par (1.11) ;
(1.12) est une équation integro-différentielle avec un paramdtre € € R® . Enun
certain sens, 1'équation (1.12) est équivalente & 1'équation (1.1).
On va maintenant introduire la notion 4'intégrale premidre analytique de 1'équa-
tion (1.12).
Une fonctionnelle VY(v(.)) , définie dans la boule B: = {v(g)!”v(.)”s <al} est

dite analytique, si pour chaque Vv ¢ Bz , a lieu le développement suivant

(1.13) v(v) = 53 Yr(v) , ol Yo(v) = ¥ = constante
r=0

et

(1.13) Yr(v) = f?r(ﬂl’°--’ﬂr)v<ﬂ1>°--v(“r)dﬂ1---dﬂr

avec Yr(nl,...,nr) e & RT™Y .

On peut toujours supposer que

(1.13") Yr(ﬂil,.--,ﬂi ) =¥(Myseeaamy) s
r

ol (il""’ir) est une permutation arbitraire de (1,...,r) . Posons

'Y(ﬂlyo--aﬂr)l

(1.14) [¥,] = vrai sup —
S n]_,-'-'nr 321 (1+!’]’]J‘)S
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S'il existe des constantes & et A telles que

(+.14) ] =57

la série (1.13) est convergente pour “v”S <yt .

On dira que la fonctionnelle V¥(v(.)) appartient 3 la classe OI(BZ) , Bi pour

tout Vv ¢ B: a lieu le développement (1.13), et si les coefficients
Yr(ﬂl,...,nr)

satisfont les estimations (1.14') avec v, =&t .

/
DEFINITION., - Ia fonctionnelle &(t,v(.)) dépendant de t |, (to <t< %)

sera appelée 1l'intégrale premidre de 1'équation (1.12), si pour chague solution

V(t,g) de cette égquation, telle que V(t,.) € VS,tO <t < tl 3 on a

(t,v(t,.)) = constante

on va calculer 1l'équation que doivent vérifier les intégrales premiéres. Supposons
que &(t,v) soit une intégrale premidre dans le domaine () = ((to,tl),Bz) , dif-

férentiable au sens de Frechet, et de plus ayant une dérivée variationnelle

b&(t,v) ,
6VZ§5
clest-a-dire :

(1.15) ax(t,v) = 2B o 4 [ 020T) gu(e)ar

Pour chaque solution V(t,g) dé l'équation (1.12) on a :

oo GVt ) 2%, [ é%é%g%j'g¥§§”il & -

dt T ot

- 'J" %%51 Cz(g)V(g)dg + ‘f %%‘%:\Srl H(§,V(t,.))d§

On dira que (1.16) est une équation aux dérivées variationnelles du premier ordre.

(1.16)

1]
018:
+

Nous allons montrer que le probleme de Cauchy, pour cette équation est bien posé.

Comme les coefficients de (1.16) ne dépendent pas de t+ , on peut prendre pour
instant initial n'importe quelle valeur de t , par exemple t =0 ; on se

donne donc

(1.17) By, = ¥(¥)
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On montrera que le probléme (1.16), (1.17) est bien posé pour t < O .

THﬁORﬁME 1.1« = On suppose que a(g) et f vérifient les conditions (1.3), (1.6)

et que la fonctionnelle Y(V) e(x(BS ) .
%1

Alors il existe une fonctionnelle &(t,v) ayant les propriétés suivantes :

a. Il existe un nombre p > 0 tel que pour chaque t =0 , la fonctionnelle

@(t’v) € m(Bi)

b. Soit @r(t,ﬂl,...,ﬂr) les fonctions obtenues en développant &(t,v)
((1.13")).
Il existe des constantes C> O et yv > 0 dépendant de G(g) et de  f(2) ,
mais ne dépendant pas de t , telles que

(1.18) 2 (t, )] =" , ¥ > , -e<t<O

c. La fonctiommelle &(t,v) vérifie la condition initiale (1.17)

d. Dans la boule B ge V.. » la fonctiomnelle &(t,v) vérifie 1'équa-
o

tion (1.16) et est différentiable au sens de (1.15)

e. la solution &(t,v) du problzme (1.16), possédant les propriétés a - d

est unique.
DEMONSTRATION : Rappelons que la dérivée variationnelle d'une fonctionnelle poly-

ndémiale Yr(v)‘ est définie par :

8y (V) he ~ -
(1.19)-3i%37_ = ;Ea fyr(nl,,.,n£_1,§,n2+1,..,nr) v(n1>"v(ﬂz)"v(ﬂr)dﬂl"dﬂz"dﬂr

ol v(nﬂ) (resp. dnz) signifie que 1'on doit supprimer v(ﬂz) (resp. dﬂﬂ) .

Supposons qu'il existe &(t,v) vérifiant les propriétés a - d ; alors d'aprds

a. ¢

(1.19") 5(t,v) = ;%O s (4,v) 5 () =2 (1) .

En remplagant &(t,v) par cette série dans 1l'équation (1.16) on obtient :

38, (t) o0&, (t,v) 68, (t,v)

=0 T - e e =0,
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93 .(t) 82,.(t,v)

(1.20) T - I T0) a(e)v(e)as +

r 8%, 1, 1(tsV)
" kZ:>2 ‘f ré‘/’&) ( ur 6(€-nl-"-nk)ck(ﬂl9--,'ﬂk,V) dﬂl ..d’]‘k)dg =0

Nous avons utilisé (1.11) pour H(g,v) . D'aprds (1.19) on a :

5@1.(139") r .
[ OB a(e)v(e)de = I(£§1 O(le))isr(t,‘nl seosnvng ). ovin dan, .an,

(1.21)

8%, 3,4 (t,v)
I 552—;) ( ur 5 (g—nl ¢ '_’nk)ck(’ﬂl e ’nk;v)dﬂl ° 'dﬂk)dg =

r+1-k
=[ £§1 ck(’ﬂz ) '“z+k-1) ®rger(BoMy o Mty oo M )vng ). ovlnlan, «.dn,

On déduit de (1.20), (1.21) :

3%, (t,m)

$°(t) = constante , [ (—7— - a(nyde, (t,m,))vindan, =0
08_(t,m, »..M..) T
(1.22) ] &= - (D a2 (em,,. 1) +
'e:
r k
+ 292 ggzck(ﬂz’"’ﬂz+k-1)@r—k+1(t’ﬂ1"'ﬂz+°'+nz+k—1"‘ﬂr)>v(nl)"V(nr)dﬂl"dﬂr =0

D'aprés la deuxidme égalité on a :

og, (t,1,)
(1.23) 2 e, (80 = 0

car V(ﬂi) est une fonction arbitraire de BT

el

Pour déduire de (1.22) une équation analogue 2 (1.23), on aura besoin des proposi-

tions suivantes

PROPOSITION 1.1. - Soit K(nl..,ﬂr) € fm(Rr) une fonction symétrique par rap-
port aux ﬂj ’

(1.24) si vwig) € By » 520 , [K(M,..,n)v(n,)..v(n)an,..dn_ = O
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alors K(nl,..,ﬂr) = 0 presque partout dans RT

Pour démontrer cette proposition, il suffit d'appliquer 1'opérateur

®/svig, ). 5v(e)
a (1.24).

PROPOSITION 1.2. - Soit K(nl..,nr) une fonction telle gue la norme [K]S

gsoit finie. Alors il existe une fonction SK(nI,..nr) gymétrigque par rapport

aux ﬂj y et vérifiant 1'égalité

(1.25) [K(n,».on)v(n ). vndan, ..an, = [sK(n, ,..n)0v(n, ). w(nJan, . .an,

Pour chaque fonction F(nl,..,nr) symétrique par rapport 3 nj et bornée on a :

(1.26) wvrai suplF(ﬂl,..nr)SK(ﬂl,..ﬂr)l =< vrai suplF(ﬂl,..ﬂr)K(nly..nr)l

Tll,..,'nr MyseosNp
On pose :
(1.27) SK(MyseeoMp) =2 . D K, .00 )
L TlI‘ T (,Cl 90 -,@r)GL 'n'el '@r

ol L est l'ensemble des permutations de (1,..,r) . La démonstration résulte

de cette formule.

Suite de la démonstration du théoréme 1.1. - Si on suppose que les @r(t;nl,..,ﬂr)

dépendent symétriquement des nj , on déduit de (1.22) et des propositions 1.1,
1.2 ¢

0% ('t;']‘] y oo ) r
(1.28) —= olt r _}21 a(nz))@r(t;nl,.mr) -

]
(]
—
ot
=3
(=
=3
H
g
<t
H
v
N

(1.29) G (t5myseeoMy) =

=k
= - 122 3[22:,101{('%, . ,'Ilﬂ+k_1 )2 ey q (B3N e Myte oMy e g7 e MNp) ]

ol S est 1'opérateur de symétrication par rapport aux variables Moo Ny défini

par (1.27).

Puisque Gr ne dépend que des &, pour k<r , on peut résoudre successive-

ment les équations (1.29) en tenant compte de la condition initiale (1.17) c'est-
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a~dire en demandant :

(1.30) o ¥y s eeomy)

ol Yr(nl,..,ﬂr) sont les coefficients de v(v) .

On trouve :

3, (t) = v, , & (tm) =My (n)
Z.'\
(1.31) et ooy = o PPy (n )

1 'Z) a(nz)T
+ f Gr(T;ﬂl"‘ﬂr)dT)

v
N

Nous allons démontrer la convergence de la série (1.17) ; pour tout r = 2 on a
1'inégalité :
E <t-nl,..,nr>l

é (1+[n, ) ERe a(n; )

J
(1.32)

kz>2 s e 22 ESCIPRE TN | EXIN O NN YO SR 1]
= 129

1A

(1 | Ds > ( )
II . Re a(m.
i + ﬂJ 51; e nJ

D'aprés (1.10) on a :

o
(1.321) e, (ysem )] = = !50"' aEsOlck(%’"’“k)Hml
1 k!'=

LY

Y
M |

k
o)
= C Mk 11 (1+'n.’)
1 . 3
J=1
Nous avons utilisé ici 1'hypothése d'analycité (1.6) qui a pour conséquence 1'exis-

tence de constantes C1 et M +telles que

oy » g = O

Alors en utilisant la proposition 1.2 on voit que le deuxidme membre de (1.32) est

inférieur ou égal a :
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r
(1.33) C, é?% Mkl:(I>:|:'+‘I—k(t"')]s vral sup %A L+k-=1
= MyreeoNyp £= Il (1+l'n |)S—OZ} (‘I+l'n |)
J=4

On déduit de 1l'inégalité :

Calneeem e g1 = Creln, DenCieln oD

que (1.33) est inférieur ou égal a
r~k+1

o
£Z=)1 (1+[T‘|£+.,+'n£+k_1 1)

(1.34) C, E Mk[q:»r_l_k 1(‘0 )] vrai sup =
M2l > ()"
=1

De 1'inégalité
L+k-1
o _19 U n
(1+|'nf,+.‘+'n£.+k—1|) = k 'j=£ (1""’”3")

il résulte que (1.34) est inférieur ou égal a

r
(1.35) . ¥ M[s o+
k=0

2 r-k+1 ]s

On a ainsi démontré ((1.32)-(1.35)) 1'inégalité :

IGr<t; R )I r
(1.36) vrai sup L = E: =C 2 )\k[é " 1]
NyseosNy .H (1+|"ﬂ |)® E1Re a(ﬂ,&) © y-o ToX+
J =
ou Co)\k z C 1"[lc k""'1 s Vk € Z+ .

D'aprés (1.31) et (1.36) on a :

[é (t9-)] =
b T B et g )
= [y (D] + vrai S”]l']lp( j Ti(_1_e 2=1 Tl rnr' ar) =

=1
-—

(1+1;1)° D re(n )
J= 2=1

r ok
¥, () ]1g + cI,r o (@ 3epq(Tse )] , t< 0 ,

1A
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et par conséquent :

T
k
(1.37) S [e,.(t, )] = [y (D] + € DN e (&1 (B0 )15
Supposons que l'estimation (1.18) soit déja établie pour r = N-1 . D'apres
(1.14') et (1.37) on a :
sup

N
N Lk N-k-+1
[ey(t,.)] =By, +C LN Cy , (yy= &t)
=t<0 N s 1 o k=2 1 1

Pour v assez grand, le membre de droite est inférieur ou égal 2a CYN . En effet,
ceci g lieu, si

(1.38) B Lo o B M <o

Y O 42Y
et pour vy grand (1.38) est satisfait. On peut donc établir par récurrence l'esti-
mation (1.18). La série (1.19) est par conséquent absolument convergente et les
assertions a et b du théoréme sont établies. L'assertion ¢ est évidemment
vérifide ((1.30)). L'assertion d se démontre de manidre analogue (cf[2]). L'uni-
cité de la solution analytique du probléme de Cauchy (1.16), (1.17) résulte de 1l'u-

nicité des solutions des équations ordinaires (1.28), vérifiant les données ini-
tiales (1.30).

1.2, = Cas périodique.

Les résultats du paragraphe précédent se généralisent dans le cas ol on a des

conditions de périodicité sur les solutions de (1.1) :

k k j .
(1.39) T(t;3, e X 42T, 00y X ) = U(H53 5 000X peesx), (k=1,..,0) , x%R ,(j=1,..,n)

La transformation de Fourier que l'on utilisera dans ce cas est la suivante :

2m 2m
(1.40) vi) = (@] ] M Mu)ax=F ux) , ne &

o] o X~

L'équation duale de (1.1) est alors obtenue par la formule (1.12) ol £ € 7 et :

o]

(1.41) a(g,v) = T ) D s(E-my=e e mIG My s eIV ) e oving)
My e My

8(g) =0 si g£0 , s(g) =1 si g=0 5 &N, €7
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L'espace VS dans lequel on se place et l'espace des fonctions v(g) y E € 7
telles que

. v = 2 (1 Sy +
(1.42) 1v(e)| §ezn( +le)®lv(E)] <

Une fonctionnelle vy(v(.)) appartient & OL (B:),(B: = {v(g)[”v(g)”s <a} si:

(1.45) Y(V) = 2 2 Yr(ﬂl"."nI‘)v(nl)"v(ﬂr) s T]i € Zn
n=0 My s+ 5N,
avec I ( )
Y alTy 500
(1.43') [v,()]g=_ s ——F——Toccy , (y,==)
Mo €T el )
=1

I1 est clair que si (1.43') est satisfait, alors la série (1.43) est convergente
dans la boule B: ol a = y;l .

On a démontré dans [3] le résultat suivant :

LEMME 2.1. - 8i la série (1.45) est convergente dans la boule Bs N et si
_— & -_—
yv(v) est bornée dans chague boule B? L r E> 0 , alors pour chaque & > O
Pte )~

il existe une constante C6 telle que :

r
[v.] = C (pexs)
S
L'équation des intégrales premidres &(t,v(E)) est la suivante :

(1.44) e B Ty (R(v(e) + HEw())) = 0
€

avec la condition initiale

(1.44") 8 o = ¥(¥)

THEOREME 1.1'. - On a 1'analogue du théoréme 1.1.si on remplace v par

V(g) y & € zn )

et 1l'intégrale f..dﬂl..dnr par la somme ) ; (ni € Zn) .
ﬂl,--,ﬂr
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1.3. - Cas des systémes.

Dans [3], on a démontré le théordme 1.1 pour des systémes paraboliques au sens de
Petrovski ([1]) et pour le systeme des équations de Navier-Stokes. Ce dernier sys-
teme n'est pas du type parabolique, et il est nécessaire de faire quelques remarques
supplémentaires pour obtenir la démonstration d'un théoréme analogue au théordme
1.1,

Les équations de Navier-Stokes sont les suivantes :

i 3 Iyt .
(1.45) ﬂlﬁiﬁ.&) pp L2 (321,2,3) x = (F,2,0°)

=1 oxY Ox;
3 J
(1.46) D °—Uj--= 0
j=1 ox

o U(t,x) =(1 (+,x), U®(%,x), U2(t,x) ) est le vecteur de la vitesse, p la pres-

sion, VvV 1le coefficient de la viscosité.

I1 existe une grande quantité de travaux mathématiques, consacrés & 1'étude des
équations de Navier-Stokes. Les travaux classiques de J. Leray au cours des années
trente furent les premiers. Dans les années cinquante et soixante sont apparus

d'importants travaux dans cette direction de Ladyzenskaja, Lions et d'autres auteurs.

On suppose que dans (1.44) toutes les fonctions sont périodiques avec 2 g pour
période ((1.39)) .. Dtune fagon bien connue on peut exclure de (3.1) la fonction

p(t,x) y et par transformation de Fourier on trouve le systéme suivant :

(1.47) 3ﬂ§§l=-ﬂgPWt@)+ z% 8 (g1, 5 De(n, m, Mo (tsm, ), V(tsm, Y} = O
nl’ 2

5 ..
-i D e (t,g) = 0
J=

oh V(t,g) = ?c—»gu(t’X) , c(e)(v,,v,) est l'opérateur bilinéaire en v, et v, ,

a4 valeurs dans R® défini par

c(g)(vy,v,) = (2 (g)(v,,v,),c2(g) (v, v, ),c2(g) (v, ,v,))
(1.47")

3 3 :
K )= 5 D er (o,
J=1 g=1
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X 3 4
EEE
-—) , (Bkz est le symbole de Kronecker).

g2

Pour g =0 , le tenseur C;Z

(1.47') ey, (g) = i(gjakz

est égal &2 O . On a :

ks 2
k TG €€
D lef@E = o &2 sy, - —1
Jik,y 4 4 Jikst kg §l2

2 Y=
e 1gF] It

=legl2 D (s, -2 + ) = 2[g]?
K1 gl ||
On a donc :
(1.48) lle(e)] = d?|gl (ot || || est la norme des opérateurs dans R®)

I1 est suffisant d'étudier le probléme de Cauchy (1.47) avec les données :

(1'48') V(tag)l-t=o = V(§)

En effet il est bien connu que si la condition d'incompressibilité

est satisfaisante au moment + =0 , elle sera satisfaite par la solution

V(t,g) pour chaque t> 0.

Nous allons construire les intégrales premiéres du systéme (1.47). Elles sont les

solutions de l'équation :

—M -D< » viglEv(e) > +

E

(1.49)
U< 6vtgv ’ 2 5(§"ﬂ1‘ﬂ2)0(ﬂ1+ﬂ2)(v(ﬂ1),v(ne)) >=0
g T, Mo
oll par exemple
o 6§£tzvz 3
s v( E .
<3y . v(g) > = Z, 5v3(§) vi(g)
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On se donne la condition initiale

(1.50) elio=¥™M =2 D v, v()

r=0 nz""ﬂr

ol les coefficients Yo sont les fonctionnelles r-linéaires sur R®? yx..xR3(r-fois) :

Yr(’nl v+ 09Ty ) (V('nl )ses 9V(T]I.)) =
(1.51)

5 5 kl kr
LD ¥ (My s Mpskey sk )v " (g ) ov T(ny)

k, v

On suppose que Y. satisfait la condition de symétrie suivante :
\yr(w}h, . 'jr) (v(njl )y ,v(njr)) = v, (M s n)(v(ny)s e esv(ng))

ol (jl,..,jr) est une permutation de (1,..,r) quelconque.
On cherche une solution analytique en v, &(t,v) du probléme (1.49), (1.50).

Introduisons 1'espace V_ des fonctions v(g) = (vt (g),v*(g),v(g)) , telles
que :

3 1
Ml =2 (41D <= o v(@)] = (2,11
J=

On muni V_ de la norme H H .
s s

Les normes des coefficients y,. sont définies par :

3 3 1
ey el = (D oo B 1 a,(yseeinyidyseed)e)?
3, =1 jr=1

‘Yr(ﬂ a--‘:ﬂr)l
] = e I[N !

T )
8 MaeeoMz @ (14n.l)
=t
I1 est clair que si
r
(1.52) vl =n 5 v >0

alors la série (1.50) est convergente dans B:<: VS y OU a = Yoo

On désigne par UL (B:) la classe des fonctionnelles v(v) , analytiques dans B:
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dont les coefficients Yr satisfont aux estimations (1.52) avec Y, = at .

THEOREME 1.2. - On se donne une fonctionnelle ¥(v) GUL(B ), s=0 . Alors

il existe une solution &(t,v) vérifiant les assertions a)—e) du_théordme 1.1,

avec des changements évidents.

ILa démonstration est la méme que celle du théorgme 1.1. En effet, on cherche
3(t,v) de la forme

@

(1.53) e(t,v) = 2 D e (e )vng),e.ving))

r=0 nl,..,nr

La substitution de cette série dans (1.49), (1.50) donne successivement

=, o gt =My gy

r
vﬁzlmlzt
(1.54) ORI I T CPPPR B M [ TP I
r
t v pi 1|nz|2(t"7>
+-fo e Gr(T?ﬂly--’ﬂr)(',..,')dT

ok Gr(T;ni""nr) est la forme r-lindaire suivante

-
.

Gr(t;ﬂl 90 ’T}I‘) =
(1.55)

T
= Sj?1ér_1(t,ﬂ1,..,ﬂz+ﬂz+1,..,ﬂr)(V(ﬂl),..,c(ﬂ£+n£+1)(v(ﬂ£),v(n£+1)),...,v(nr))

ou S est 1l'opérateur de symétrisation par rapport & (nl,,,,n )

Nous allons seulement indiquer les changements & effectuer dans la démonstration
du théoréme 1.1. Utilisant le fait que 1l'opérateur c(g) =0 pour £ =

déduit de (1.54) que Gr(t,o,...,O) =0, 22 . Alors

(1.56) !@r(t;o,-wo)! = Yr(O,-.,O)

Si au moins un des vecteurs ﬂl,..,nr ’ ni € ZB est différent de 0 , on déduit
en utilisant (1.48) comme en (1.32) - (1.37), que :
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162 (t;“l’--sﬂr>ﬂ

(1+In ). E In, 12
3—1

r-1 “C(n£+ﬂ£+1)ﬂ(1+|ﬂ£+ﬂz+1l)s

(1.57) =2, 4] - T
=1 PG, D5 Z) In;l?
r
242 2 [n,]
= = ] 0 ma#0
v In,l?
J=1

On a ]ﬂl = Inlz si Me Z° done

(1.58) (1.57) g%@ [2

r—1]S

On déduit de (1.54), (1.57), (1.58), comme dans la démonstration du théordme 1.1

que

sup [@ (t,.)]
T=1<0

H/\

fv,] +222 e [o 1
I‘S T r

V. omet=0 s
Ia fin de la démonstration est la méme que pour le théorzme 1.1.

/ Id
2. - DEPENDANCE ANALYTIQUE-FONCTIONNELLE DES SOLUTIONS EN FONCTION DES DONNEES
INITTALES

Dans ce paragraphe on construit directement la solution de 1'équation (1.12)
dépendant des données initiales d'une maniére analytique fonctionnelle. On montre
ensuite que cette solution coincide avec celle que l'on<?eut obtenir en utilisant

N s . . 1
une intégrale premiére analytique de 1'équation (1.12). )

2,1. - Equation transformée

L'équation parabolique (1.1) (p=1) est équivalente & 1l'équation (1.12) :

(2.1) e 2 a()V(teE) + H(E, (5, ))

o V(t,8) =9X_’§U(t,x) .

(1

résultats de cz chapitre se démontrent ds la méme maniére avec des changements

Afin de simplifier 1'écriture, on se place dans le cas périodique. "ous les

évidents dans le cas non périodiqus.
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Soit
n
(2.2) V040 = v(g) = ?xﬁgU(o,X) , E€R
la condition initiale correspondante.

La résolution du probleéme (2.1), (2.2) est équivalente & la résolution de 1'équation

intégrale suivante :

(2.3) ¥(t,8) = 0BT 4(5) 4 IZ 01 5(e,v(r, .))ar

On cherche la solution V(t,g) de l'équation (2.3) sous la forme d'une série dé -

rendant des données initiales de manidre analytique~-fonctionnelle :

e

(2-4) V('tyg) = k§1 gl,.z.:/:gk Bk(tygggl,--agk)v(gl)--V(gk)

Sans perte de généralité on peut supposer que les coefficients Bk dépendent symé-

triquement des variables gl,..,gk . Pour abréger l'écriture on désigne par
B (4,2, 0)v(F)

1'expression Bk(t,g;gl,-o,Qk)V(Cl)--V(Qk)

On pose :

;C) =21+ ® su t,E3C
1B (0 e5T)_ ?1 lgl) ogéolBK( 319
(2.5) Bk(.,-;i)ls
[B.] = sup

: n (el

J=1

I1 est clair que si on a :

1A
2z

(2.6) (8]

S

E~O0 , Y0 , k€Z+

s 1
alors la série (2.4) est convergente dans B, , a<¥Y™ .
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THﬁORﬁME 2.1.~- On suppose que Hv(g)ns =a (s=zo0) ou a est un nombre assez
petit, et que Q(§) et £(Z) vérifient (1.3) et (1.6). Alors il existe une solu-

tion V(%,s) du probldme (2.1), (2.2) ou de 1'équation (2.3), dépendant de v(§)

de maniére analytique-fonctionnelle. Les coefficients Bk satisfont aux estima-

tions (2.6), et la solution V(t,6) wvérifie

1A

(2.7) sup  ||V(%,.)|| = 2Bva
~ Os

=Tl oo

La_solution V(t,g) est unique dans la classe de fonctions admettant le dévelop-

pement (2.4) dans une boule de V.o
DEMONSTHATTON ¢ La substitution de V(t,g) par la serie (2.4) dans 1'équation

(2.3) domne :

(2.7") D7 B(,E,Dv ()=
k=1 E

t oo
0 —(2( t- T I
- e [ O e B pa e v @
0 k=1 —
¢
D'aprés (1.11) on a
Bey » DB (r,5,00v(0) = B D 8(gmm-eiimm)Cylny e ,my).
=17 =2 my . emy,

-(k;[:\;‘ gl?(;kl Bk1 (T » T ;g'l- g0 ,gkl )v(gl)" oV(gkl ))oo .

(<]

OOOCZ\/ E Bk (T’nﬂ;wl’."’wk )'v(wl)."v(wk ))
k=1 w .. 2 L 7
4 1 k£

En identifiant dans (2.7) les termes de m8me degré en v on obtient

)y B, (t,g,6,)v(C,) = o 'a(g)t\r(g)

°1
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. - t k
Bk(t9;vC)v(g) = .,r e—@(g)(t—-*r) P2 2 5<§"'Th"""'rl,(7,).
o] L=2 nl..nz

(2.8)

EaY AN

* E C ('n 9"9“ ) Z) (T"nl;C].,."gk)..'
T j:"‘:‘kBkl
K1

"Bkﬂ (T’%vgkl+..+k

BSIRRRLCRIRACN

M.VISIC, Intégrales premigres analytiques.

En appliquant & (2.8) 1'opérateur Sg de symétrisation par rapport aux variables

CiyeenCy ot en utilisant la proposition 1.1, on déduit de (2.8) :

t k
(2.8") Bk(t,g,f) = I e—a(g)(t-T) 2 2 6(5‘711"'""71;5)’
o 4=2 Mgy

. SC kl+?‘+k£=k Cﬂ(’ql ’."lnf,)Bk_l(T"nl ;gl g ..)....Bkﬂ’('r ’n,@;... ,gk)dﬂ'

Dtaprés (2.8) on a

B, (t,g,C,) = o~0(8)t 5(g-C, ).

_ v
(2:9) 3, (t,e,0] =[] (1+]g] )" (=)

E E 6(§-‘1‘]1—-o—‘n£).
4=2 'r]]_ "'/ﬂz

.|s C,(my,ee,m,)(B (Tymy3C, ,eee)ensB (T,m,5..,5.0)|dr
l klg.).*—kfk M ee ey /By AT ome 36y PPACARELY

C k

=

- = L 6(§-n1-...-n£)l§Pp_. 1s
(1+]e])" 4=2 Mgy o=T=1 k +..tk,=k

Bkl(T,nl;Ql,..)....l

En multipliant (2.9) par (1+\§‘)s, en somant sur £ et en prenant le sup pour
t = o on obtient

C,Q('nl 9°° 9“2)
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T 1*(\ M : S~
(2.10) 1B (e, 5Dz 5 D Qfmgtec, )70
2=2 LR
. S C,(ny,ee,m, B, (t,m,3G,,+0)e..B_ (t,m,5..C)
AL R A
k S=-m o
=C' % ) (1+\n1+...+n 1 mt p (1+|ﬂ ).
22y, my g 5=1
.sup S (t,my30,,+4)...B, (t,m,5..+,C
£=0 CIBk M3=1 Bk;g Mg k)l

ol on a utilisé (1.32').T1 est clair que

2 2
(lny e, DT 10 (|7 =1 (1 O™
3=1 3=1

.= max (¢,8-mto) . Alors d'aprés (2.10)

L
B, (e, 50 = € 5 o0

(1+\njl)sl.
4=2 T‘l"n,GJ 1

. > S¢ sup B, (t,nl,gl,..
k.t =k © 120

s o0 \Bk/@(t,'ﬂﬂ;ooo,gk)‘

Comme 1l'opérateur S s'applique aux variables ¢

3 i1 commute avec la sommation
sur kj et en utilisant le fait que s;,=s, on déduit de (2.11).
H=c b ‘| )|
(2.12) 1B, (. 35 = D MUB, (,e50, ,00) | eeelB (0,548
' 4= Zk oo,k K trrttls %% ’ n's

En divisant (2.12) par I (1+\gj\)s et en prepant le

sup’ de (2.12),
j:1,..,k gl’..’gk
on obtient
LV
(2.13) (B J.=C. D 2 By Jgee DB I
2=2  k,+..tkmk 1 £

On va démontrer les estimations (2.6). Introduisons les nombres

k
1 tos? 4= k1+,.+k£:k le k,

A

On vérifie, sans peine, par recurrence, que U&]§Q(kﬂZ.J.
Il suffit donc de démontrer, que
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(2.15) QkéEvk
Posons A(t) = 3 Q.tj
=1

Mors les relations récurrentes (2,14) sont équivalentes & 1'équation suivante

pour A(t) :
(2.16) Gt ) =X - Qt -C, D it = o
2=2

La fonction G(t,A) est analytique en t et A, pour |M|<M™! et vérifie les
€galités
oG
G(t,A) 1o =0, I s\ lt=0 =
A=0 A=0

Alors d'apres le théorime des fonctions implicites, il existe une solution A=A(t)
unique de 1'équation (2.16), égale & O pour t=0, analytique dans un voisinage de
0.

Tl est clair que les coefficients Q. de A(t) vérifiemt (2.15), pour E et v
convenables.

Designons par @
I, =2 G+ g supju(t,s)]
E . t=0

D'aprés (2.4) et (2.6) on a

0
Ve, = 2.2 1Bl 5O ] vlg)| =
T
oo} e}
- k__. 2 k k
(2.17) £z (B I vl =E D, vl g
Mors pour [lv|l§< a, a< Y-l la dernidre série est convergente, et pour a assez

petit
(2.18) el =28y

Choisissons a tel que 2 Evy a< 1, Alors, d'aprés (1.32') et (1.11)

[ B, Ve, D,y = G z || e, 15,

On voit alors sans psine, que la substitution de la série (2.4) dans (2.3) donne
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des series absolument convergentes pour |lV(§)‘|S<ia- et il est clair que V(t,g)

est la solution de (2.3).Comme

s ||V (8,00 =l v,

t=0
on déduit (2.7) de {2.17) . On démontrs sans peine, que la solution V(t,g) de
1'équation (2.3) vérifie (2.1) et (2.2). ([3]).

2.2, Equation initiale

D'aprés (2.4) on peut calculer le dsveloppsment correspondant de la solution

U (t,x) ds 1l'équation (1.1) avec comme donnée initiale UI = u(x) .

t=o0

En effet d'apres (2.17).

PR |- W QU S 1 1 T R A C DI PN (S A S S
LA &

T

En appliquant & (2.4) 1'opérateur Feox o on obtient

oo

(2.19) u(t,x)= » bD; (£,%38,,.0,8.0v(g, ). ov(Cy)
= ,gklk BTk K

on U(t,x) =F o VB, L (E,x,0 ) = By 0 6,850, 00)

g-#
On déduit de (2.6) que

k
s
1L (e8I =C 10 (e s])
Mors, draprds 1'ézalité de Parseval généralisée , on a

(2.20) Do Lltxsey, .., 6 )v(C ) v(ey) =
C-l ,",Ck

. P2 ¥
P B G S D PRH TR L Y

Les Gk sont en général des distributions et il faut considérer la derniére inté-
grale coms la valeur de la distribution Gk pour la fonction u(yk) appartenant
a Vo + Oa déduit alors de (2.19) et (2.20)

(¢.21) U(t.x) = gg j°2n p2nG>(t e Yoo Yoo g+
! k=1 o 'dO kY7 ’yly",yk PARAR yk Jq e yk
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Cette série est convergente pour t=0 st Ilu!|5<:3~ On a donc le

THEOREME 2,1'. - Sous les conditions du théordms 2.1 la fonction U(t,x) pout-8tre

développée en série analytique fonctionnelle par rapport & u(x)= U(t9X)!t==O

convergente pour t=0 et |fu||£<a
2.3 Opérateur St

Soit S, 1'opérateur d'évolution associé & (2.1), c'est & dire
(2.22) Spv(g) =V (t,8) , v(e)=V(t,8)), 4

ou V(t,g) est la solution de (2.1).
On suppose que v(g)EﬁBz, ou a est choisi comms dans le théorems 2.1. Soit

¥(v) une fonctionnelle analytique dans Bs ,01> 2E y.a, soit ¢(-t,v),t>0 1a
1

solution de 1'équation (1.44), satisfaisant 2
s+m

(2.23) 2(o,v) =y(v) , vE¢ Ba

o & est choisi comme dans le théoréme 1.1'. Sans perte de généralité on peut

supposer gie & = 2 E v a (on prend a assez petit)

THEOREME 2.2. - Pour v € BZ. on a

(2.24) 2(-t,v) =y (5,.v)

c'est & dire que Vv (Stv) coincide avec 1'intégrale premidrs correspondante

s tm

. Alors d'aprds le théordmo 1.1,
a

Demonstration ¢ Supposons d'abord que v € B
d, ¢ (—t,v) est différentiable au sens de frechet, et d'apres [2],

v(t,e)€CT (0= 1= t;7) .

I
ot

Mors pour O0=r1

: d - _debtrr v(r,.))
(2.25) gp & (b)) = N +

Substituant & 3. son exprossion tirée de 1'équation (2.1), on vérifie que
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dett + 7.V(r..)) _

I: =0,0s1=t .
On en déduit que &(~t++c , V(r,.)) = Const, O0=r1 = t.
On a done
(2.251) ¢ (-t,v(0,.)) = 2 (0,v(t,.))= ¥(5.v(.))

On démontre par continuité que (2.25') a lieu pour v € BZ ([2D.

2.4 Utilisation ds 1'équation des intégrales premidres.

On peut obtenir le développement (2.4) & 1'aids des intégrales premitres. En effet

soit ég(—t,v) la solution de 1'équation des intégrales premidres (1.44)
s ’ - 3
(t>0, ve Bé) vérifiant

(2.26) ég(o,v) = Yg(V) = v (g)

Notons que ¥ g(v) est alors ane fonctloanelle lindaire et donc analytique dans

tout 1l'espace VS .

PROPOSITION 2.1 - Si on pose V(t,g) = @g(-t,v) la fonction V(t,e) est la solution

de 1'équation (2.1) vérifiant les données initiales :
v(0,e) = v (g)
En effet d'apres (2.24) on a
@g(-t,v) = Yg(Stv) = V(t,8).

D'aprés le théorime 11 on peut développer &_ en série analytique - fonctionnelle

3

de v @
oo

@E(—t,V) =7 725 Qr(-t,g;'ﬂl,..,nr)v(nl)..v(nr)
> =1 My,ee "My

ou les noyaux sont définis en un point £ par les formules (1.31) . Il faut remarquer

que les coéfficients @r(-t,g;‘nl ,..,fqr) coincident avec les coéfficients

BI.(t,lg;l;1 ""Cr) de (2.4) parce que le développemant de V(t,E) en série analytique-
fonctionnelle est unique. Mais les formules recurrentes par lesquelles sont définis
ces coefficients sont différentes. Il y a des problémes, comms nous le verrons plus

loin, ou il est plus commods d'utiliser les formules (1.31) définissant

2 (t,g5m;,..,m,), Qque les formules (2.6') définissant B.(t,85¢,,..,0,) -

Tous les résultats de ce paragraphe se généralisent au cas des systém-s.paraboliques
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et des équations de Navier~-Stokes. Le systéms de Navier-Stokes (1.47) avec les données

initiales (1.48') est équivalent au systéme des équations intégrales suivantes

-v| ]%t

(2;26). V(t,e) = e v(E) +

t 2
+[ e -v|g]# (t-7) D 6(E-my=mp Yeln, +my ) (v(r,m, ), v(T,mp))dr
0 N1 9 M2

On cherche une solution V(t,g) = (V(t,g), V@ (t,e), V3 (t,£)) de ce systime
qui soit une fonctionnelle analytigue des donndes initiales

V|'t‘—‘—‘0 = V(E) H

clest & dire :
(o]

(2.27) V(t9§) =E 7> Bk_-(tyg;gj( 9”,Ck)(v(cl)g",v(tk§)
k=1 ‘;1 v"vck
Bk(tyﬁ;cw,-°oCk)(°)=(BL(t,§;Q1,--,Ck)(-),°-,3§(t,§;ca,v-,Ck)(.))
L
Bk(t,E;C-, ”"Ck)(wl ,oo,Wk) =
"?3_\ 3 ¥ . X Ja jk
jZ;/1"'.7=>1 Bk (tyg;g‘! 9",Ck;J1 9'0,Jk)w'l ¢ e Wk
1 Jk
Done Bk(t,§,§1,..,gk)(.) est un opérateur k-lindaire & valeurs danc ¢

Bk(t,g,gl,..,gk) : [CB]k 2033

On suppose que

Bk(t'§’5j1""gjk)"(gjl)""v(gjk) = B (£,85¢,,..,0,)(v(¢, ), .0 v ))

ou (j”"’jk) est une permutation quelconque de (1 k)

1°°

On désigne par

IlBk(‘o'oc'l ".’Ck)HS:\/—> sup HBk(tyg;gla";ck)”(1+Igl)s

g€ Ogitctoo
[Bk] - C SU.pC HB}}:("';QI9"5C1{)H
s 19°°s5Kk 1 (1+|CJ,)S

=1
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THEOREME 2.3 - Sgit v(E)€B°, a < = (s = 0) .

Mors il existe une solution V(t,g) du systéme (2.26) qui pour chaque t>0, seo_

développe en série (2.27) . Pour chadue b >>£%§i , il existe une constante E telle
que

k
o2 =
(2.28) (Bl =EDb
La solution V(t,E) vérifie 1‘'estimation
(2.29) sup || V(t,)ll_<2a
£=0 S

Pour s =1, V(t,E) est la solution du probléme de Cauchy (1.47),(1.48") (au_sens
classique).

Ia démonstration est analogue & celle du théordme 2.1. Substituant la serie (2.27)
dans (1.47), on obtient

B, (t,E,0) = o It ey
ou E désigne 1'identité, Pour k > 1, si on note

B (38,0, 00,0 ) = Bk(t,t::;g
on obtient

- t 5
(2.30) B, (t,8,0) (4,e0,0) = e ~v| g| 2 (t=1) 0 5 (Emnyamy).
0 M1 N2

°S 7) C(’n'] ,’na)(Bk"(T,n-l ;QI,OO),B (T,ﬂg;ouck))(o’on,o)d'r

Qly"ogk ' k1+k2=k
k=1, k=1

o S est 1'opérateur ds symétrisation en (,,e«,Cys
C(’n.‘ ,%)(BI{_I (T,'T']-l ;C‘I g ,Ck1 ),B}%(T,ﬂ? ;Ck1+1’.. ,Ck))v(C1 ),oo ,V(Ck)=

= C‘('ﬂ'l +T\n)(Bk‘l (T’Th ;C'x [ ,Ck1 )(V(C-, )9°'9v(ck_' ))’
Bk,(T ,'ﬂp;ck“ +1,..,Ck)(V(Ck1 +1),--,V(Ck)))

On remarque, que Bk(t’g;a)lg -0 0 pour k> 1 . En effet pour € =0 la somme

en m ,m, dans (2.30) est prise pour =n; + m, = O. Mais d'aprés (1,477, C1.47m)

l'opérateur c(m, + mp) est nvl. On déduit de (2.30) que @
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| ey < A - Y.
(2.31) iwél%JBk(t,E,C)H = STl mzjneé(é-'nl )
* iu%po ‘ ls~k_|+71;j;=k8(ﬂ1+'n9)(Bk' ("','n-. H{ 9");Bkg(q—9'n?;"'ck))| l ,,E .7£ 0

Pour £ = 0 le membre de droite est égal & O, car .C(n.,+rn,)=0 pour m,+m,=0 .
En multipliant (2.31) par (1 + |§|)s,s = 0, ot en sommant en g, on obtient

B CoDI =2 D Gl arn )™
N1 9N

.*s;i?p() | Sk1 :%2:1{ e (nyt+my) (Bk. (t,m 3€, ’”)'Bk,(t"”’;”ck))l | =

=2 0 Q4 D0, D%
M1 s Te

1{1?1%:1{ ii%”Bh (’o,lm;c.t,,--) Bk? (t,ng;--,l;k)ll

Ta suite de la démonstration coincide avec la fin de la démonstration du théoréme 2.1

Ies points 2,3,4 5 se généralisent au cas des équations de Navier-Stokes d'une fagon

évridente
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3. - FONCTIONS DE CORRELATION It LA SOLUTION' STATISTIQUE "

3.1. Developpsment pour 1'équation transformia

Soit po(dv) uns mesure de probabilité, définie sur la tribu des ensemdlss
we V_. La solution statistique de 1'équation 2.1 (ou(1.1)) est ([4],[5]) 1a

mesure t(dv) , dépsndant de t, vérifiant

— . -1
(3.1) (@) = (577 w)
ou St est 1'opérateur d'évolution en t, défini au §2, S;ll w = {vEVS 2 5.V Ewl.
Dans le cas ou l'opérateur St est défini seulemsnt dans une boule BZ %), nous

définissons la solution statistique u t(w) comne la mesure vérifiant
= =1 (. 1 = S
(3.2) pt(w) b (871 (wn Qt))’ ou Q StBa

au $2 on a démontré que 1'opérateur parabolique (1.1) (ou(2.1)), satisfaisant aux

conditions du théoréme 2.1, il existe un opérateur d'évolution Sy, défini dans la

boule B: avec a convenable. On en déduit que si on considire un mesure initiale
s . . . .o
p,o(dv) ayant son support dans la boule Ba’ i1 exdiste une solution statistique au

sens de (3.2), ayant son support dans B; ou £=2E Ya . (d'apres (2.7)

S _ S
StBa c Bp_ ).

Dans les applications, les fonctions de correlation de la solution statistique

ut(dv), jouent un r8le important. On va domner des formules qui relient les fonc-.
tions de correlation de la solution p,_t(dV) et celles ds la mesure initiale po(dv),

Théoréme 3.1. =Soit ”o(d w) une mesure dont le support est contenu dans B: , et

“‘t(d @) la solution statistique correspondante. Soit @ (-t,v) (t>0) 1la solution

analytique du probleme de Cauchy (1.44),(1.44%)  qui se développe en série (1.53),

convergente dans Bz , et ot la donnde initiale v(v) = 2(-t ,v)i 4= ost une fone-

tionnslle analytique dans BE o p,=2EVY a .(comme dans le théordme 2.1). Alors
: 1

1'identité suivante a lieu ¢
(3.3) [ ¥(o)an, (av) = [ a(=t, v _(av)

#) Dans ce paragraphe , B: désigne la boule fermée

B =(vev, |lvll =a)



v
30 M. VISIC, Intégrales premiéres analytiques.

En effet d'aprés (2.24) , 2(-t,v) = v (Stv). Mors il suffit de faire la substitution

7 dans la dernidre intégrale de (3.3).

On appelle

v, =39S

(3.4) M (8 ,00,8) = [v(g)evlg du, (av)

la fonction de correlation d'ordre k de la mesurs ut(dv) ou le moment d'ordre

k de la mesure.
THEOREME 3.2. Soit_u (®) et p () comme dans le théoreme 3.1, et

¢(~t,8 ,..,6,5v) la solution analytigue de 1%équation (1.44) avec la condition

initiale ¢

(3.5) 8 (0,8 ,00,557) =¥ (v) = v (&).00v(E)
Alors pour t>Oona
(3.6) M‘t(gl’.' ,gk) = ZD E @r <-t’§1,."§k;n1 ,oo,’nr)Mo('nl ’es,‘nr)

Tk My gee,my

ou @r(-t,gl,....,gkﬂwl,..ﬂr) sont les coéfficients du développement en v de la

fonctionnelle @(-t,gl,..,gk,v), qui sont ééﬁ%@is par les formules (3.5) et

Mo(ﬂl’..,nr) la fonction de correlation d'ordre r de la mesure uo(w).

Démonstration Pour simplifier 1'écriture notons

(&) y0e,8) = 8500 e ym) = 1K) 5 vlny).uv(ny) = v(n(k))

Soit

o

(3.7) : 3(~t,E(k)5v) = LT 2,.(-t, (k) 5m(x) )v(n(r))
€Y

le développement de la solution @& de 1'équation (1.44) | vérifiant (3.5) . Alors,

on déduit de (3.5) que
2..(0,8(k) ,n(x))

0 pour r # k

9

8,.(0,E(k) n(k)) = 6(n;~E; )0 6(ny -8, )

(86 symbole de Kronecker). D'aprds la formule analogue & (1.31) on voit que la som-

mation dans (3.6) commence & r =k, car @r( ) =0 pour r< k . En remplacant
dans le membre de gauche de (3.3), @(-t,v) par 1l'expression (3.5) et dans le

membre de droite  @(-t,v) par 1'expression (3.7), on obtient (3.6) . la série
S

(3.6) est absolument convergente si la mesure po(w) a son support dans B



M.VISIC , Intégrales premidres analytiques... 31

En effet, pour “V‘l§< a, <y,
D5 | el REM (e )] S
T Mygeeyny, -
g (-t,8(k),n(x)]
= 2 ‘ i ikl f;‘ (‘l+|nj\)slv(n,)\---lV('nr)‘uo(‘”)
r'rh,..,'nr - (1+,’T\jl)s J=
J=1
= CZ\,Yr.al:<oo

3.2 Développement pour 1'équation initiale

Des développements analogues & (3.6) ont lieu pour les fonctions de corrélation de
la solution statistique de 1%équation initiale

(3.8) jT_t(:& yaee ,xr) = [ uwix, )..u(xr);t(du)

ou p._t(dU.) = ut(dv),tz 0, si du et dv sont les éléments correspondants par la
transformation de Fourier F (}E‘X R u(x) = v(g)).
g

En appliquant F ..,F a (3. i
ppliq g, T o & (3.6) on obtient

J‘ét(x.l ,..,ﬁk)= > >

A (—t,X'l o0 X5 3TNy goe M )M ('ﬁ‘\ AEE )
r’:k M4 ,..,'ﬂ r ’ }Lk r ° r

r

/\r(—’t,X.‘ go e ,Xakc;'n-l g0 ,’nr) = F§1"X1 Y .ng’_’}clcér(-t, 51 goe ,gk;’n'i g9 ,'ﬂr)
D'aprés 1'égalité de Parseval (généralisée), on a

X 2‘ N ’
(3.8") t}ft(xl goo ,Xk) = :Z:)k for‘ . jsﬂ Kr(_t,x., o0 9K 3V g0 ,yr)Mo(y1 goo ,yr)dyl . .dyr

ow K()=F"1 [ F°! A sont en général des distributions (comme en 2.2)
r ) M 'ﬂr—’yr I'( ) genexr (

THEOREME 3.3. - Sous les hypothéses du théordme 3.2 la fonction de corrélation

\}Zt(xl gos ,xk) se développe pour chaque t= O en série (3.8) par_rapport aux fonc-

tions de corrélation Jto(yl goo ,yr) de la mesure initiale

3.3 Fonetionnelle caractéristique

Elle est définie par la formule suivante
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(3.9 KDY = [ o (333 v(e) ey ()

on v(g) € v, et w(E) est une fonction arbitraire sur Zn, dont la norme suivante

est finie ¢

[w], = sup Lu(n)|

q (1+]q])°
La fonctionnelle caractéristique x(t,w) est la solution de 1'équation de Hopf [4].

THEOREME 3.4, -~Sous les hypothé&ses du théoréme 3.1 la fonctiommelle caractéristique

x(t,w) de la solution stastistique u,(dv) peut étre développde en serie absolument

convergente

(2] B
(3'10) X(t9w) = i)o w ("t) D 2 @1" w (‘tvnl 7";'711.) Mo("h 9“,'711.)
! r=1 1, 9oy !

e mam s wre a8 -

ou Qr,w (-t,nl,..,nr) sont les coefficients du développsment de la fonctionnelle

analytique dans BZ,%J(-t,v) solution de 1'équation (1.44) | vérifiant _

%ﬂ(o,v) =exp (i v(g)w(e)) =

3
© n
= 5 = (D v(w(g))
n=0 n! g

les coefficients Qr,w(-t,nl,..,nr) sont définis par les équations (1.28) et les

donndes initiales

@r,w(o,nl,.. 1) = — W(ﬂ1)-ow(nr)K My e ym,)

ou K(ﬂ1,..,ﬂr)W(ﬂ1)..W(ﬂr) est le coefficient de V(ﬂ1)'°V(ﬂr)

dans (5 v(ghw(g))”
£

Pour la démonstration il suffit décrire ¥(o,v) = exp i) v(e)w(g) dans (3.3) et
g

le membre de gauche de (3.3) devient x(t,w). Dans le membre de droite de (3.3) on a

3(~t,v) = @ (-t,v), vérifiant 1'énoncé du théoréme. Le résultat de 1l'intégration

de 1la fonctlonnelle 3 (-t,v) par la mesure po(dw) coincide avec le membre de
w

droite de (3.10).
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