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INTÉGRALES PREMIÈRES ANALYTIQUES DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES PARABOLIQUES NON LINÉAIRES ET
DU SYSTÈME DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES.

APPLICATIONS À LA THÉORIE DES SOLUTIONS STATISTIQUES
ET À D’AUTRES PROBLEMES.

par Marc VI0160SIC
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1. - INTEGRALES PREMIERES ANALYTIQUES

1.1. - Cas non périodique

Soit

où

un système parabolique, possédant les propriétés suivantes :

est une matrice dont les éléments 0152..(g) sont des
201320132013- 

lJ 
~~~~20132013.

polynômes d’ordre ~ m :

on suppose aue :

ou les x i(§)(j = 1,...,p) sont les valeurs propres de la matrice 0,(§) ;- J 
- ’ ’

l’opérateur non linéaire

est la somme d’une série d’o-pérateurs différentiels homogènes d’ordre k :

et d’ ordre différentiel j Plus exactement :

où

aj j
Si on remplace chaque fonction DajUj par un nombre Z E C on déduit de l’ope-

aJ
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rateur (1.4) la fonction :

On suppose ue les fonctions fae(Z) (i = 1, ..,p) sont holomorphes dans un poly-
disque

Pour simplifier l’écriture on suppose à partir de ce moment, que p = 1 ,

c’est-à-dire que (1.1) est une équation. La généralisation pour le cas d’un sys-
tème est presque évidente [3].

Soit v(§) = 3 X la transformée de Fourier de la fonction u(x)

Par V on désigne l’espace de Banach des fonctions u(x) , pour lesquelles las

norme

est finie, On désigne aussi par V 
s 

l’espace des fonctions v(~ ~ ~- ~ x -~ ~ u(x~ ,
correspondant à u(x) , (la norme liv(§)11, est définie aussi par (1.8)) .

Il sera utile de considérer la transformée de Fourier de l’équation (1.1~. On re-

marque que :

ou est la fonction de Dirac.

De (1.5~ et (1.9) il résulte :
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où on a posé :

D’après (1.9) et (1.10) on a :

Donc appliquant la transformation de Fourier à chaque membre de Inéquation (1.1),
on obtient

où est définie par (1.11) ;

(1.12) est une équation integro-différentielle avec un paramètre EE Rn . En un

certain sens, y l’équation (1.12) est équivalente à l’équation (1.1).

On va maintenant introduire la notion d’intégrale première analytique de l’équa-
tion (1.12).
Une fonctionnelle ’Y(v(.» , définie dans la boule Bs =  a est

a

dite analytique, si pour chaque v (Bs , a lieu le développement suivant
a

et

avec

On peut toujours supposer que

où (i~ ~...~i ) est une permutation arbitraire de ~1,...,r~ . Posons
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S’il existe des constantes &#x26; et y telles que

la série (1 .13) est convergente pour Ilvll s  
On dira que la fonctionnelle Y(v( . )) appartient à la classe si our

- .- - - a

tout a lieu le développement (1.13), et si les coefficients
a 

-

satisfont les estimations ( 1.14’) avec Y1 = erl .

DEFINITION. - La fonctionnelle dépendant de t , (t0  t,  ti
sera appelée l’intégr ale première de l’équation (1.12), si pour chaque solution

de cette équation, telle que V(t,.) 6 t  tl ; on a :
- s o 1 -

O(t, V(t, .)) = constante

on va calculer l’équation que doivent vérifier les intégrales premières. Supposons

que O(t,v) soit une intégrale première dans le domaine Q = ( (t , ,tl),Bs) , dif-
o z a

férentiable au sens de Frechet, et de plus ayant une dérivée variationnelle

c’est-à-dire :

Pour chaque solution de l’équation (1.12) on a :

On dira que (1.16) est une équation aux dérivées variationnelles du premier ordre.
Nous allons montrer que le problème de Cauchy, pour cette équation est bien posé.

Comme les coefficients de (1.16) ne dépendent pas de t , on peut prendre pour
instant initial n’importe quelle valeur de t , par exemple t = 0 ; on se

donne donc 
’
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On montrera que le problème (1.16), (1.17) est bien posé pour t  0 .

THEOREME 1.1. - On suppose que a(g) et f vérifient les conditions (1.3), (1.6)
et que la fonctionnelle 

Pi

Alors il existe une fonctionnelle ~(t,v) ayant les propriétés suivantes :

a. Il existe un nombre p &#x3E; 0 tel que pour chaque t ~ 0 , la fonctionnelle

b. les fonctions obtenues en développant 
«1B13’)).
Il existe des constantes C&#x3E; 0 et y&#x3E; 0 dépendant de a(g) et de f(Z) ,
mais ne dépendant pas de t , telles que

c. La fonctionnelle ~(t~v) vérifie la condition initiale (1-17)

d. Dans la boule V 
S+M 

Y la fonctionnelle vérifie l’équa-
p 

- s+m 

tion (1.16) et est différentiable au sens de (1-15)

e. La solution du problème (1.16), -possédant les propriétés a - d

est unique.

DEMONSTRATION : Rappelons que la dérivée variationnelle d’une fonctionnelle poly-
nômiale Y (v)- est définie par :

A A

OÙ v(Nl) (resp. an) signifie que l’on doit supprimer (resp. 

Supposons qu’il existe O(t,v) vérifiant les propriétés a - d ; alors d’après
a. : .

En remplaçant y(t,v) par cette série dans l’équation (1.16) on obtient :
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Nous avons utilisé ~1.1~~ pour H(g,v) . D’après (~.1~~ on a :

On déduit de ( 1 . 20) , ( 1 o 21 ) :

~O(t) = constante

D’après la deuxième égalité on a :

car v(11 ) est une fonction arbitraire de 
P

Pour déduire de ~~.22~ une équation analogue à ~~.23~g y on aura besoin des proposi-

tions suivantes

PROPOSITION 1.1. - So t K(n1 ..,Nr) f une fonction symétrique par r ap-
r 

port aux Nj
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alors K(’~ ,..,~ ~ - 0 presque partout dans Rr

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’appliquer l’opérateur

à (1.2q.~.

PROPOSITION 1.2. - Soit K(N1,.... Nr) une fonction telle ue la norme [K]r 

soit finie. Alors il existe une fonction SK (N1, ...Nr) symétrique par rapportr 

et vérifiant l’égalité- J ’-"-"-

Pour chaque fonction F(n1,..,nr) à mi a et bornée on a :

On pose :

où L est l’ensemble des permutations de (1,..,r) . La démonstration résulte
de cette formule.

Suite de la démonstration du théorème 1.1. - Si on suppose que les ~p (t; ~l y .. 9 1 )
dépendent symétriquement des Nj , on déduit de (1.22) et des propositions 1.1,

j
1.2 :

où S est l’opérateur de symétri~ation par rapport aux variables défini

par (1.27).

Puisque Gr ne dépend que des Ik pour k  r , on peut résoudre successive-

ment les équations (1.29) en tenant compte de la condition initiale ~1.17~ c’est-
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à-dire en demandant :

sont les coefficients de T(v) -

On trouve :

Nous allons démontrer la convergence de la série ~~.17~ ; pour tout r &#x3E; 2 on a

l’inégalité :

D’après (1.10) on a :

Nous avons utilisé ici l’hypothèse d’analycité (1.6) qui a pour conséquence l’exis-
tence de constantes C1 et M telles que

Alors en utilisant la proposition 1.2 on voit que le deuxième membre de (1.32) est
inférieur ou égal à :
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On déduit de l’inéga.lité :

que ~ 1 · 33~ est inférieur ou égal à

De l’inégalité

il résulte que (1.34) est inférieur ou égal à

On a ainsi démontré ((1.32)-(1.35)) l’inégalité :

où ·

D’après (1.31) et (1.36) on a :
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et par conséquent :

Supposons que l’estimation (1.18) soit déja établie pour r ~ N-1 . D’après

(1.14’) et (1.37) on a :

Pour y assez grand, le membre de droite est inférieur ou égal à eyN . En effet,
ceci a lieu, si

et pour y grand (1.38) est satisfait. On peut donc établir par récurrence l’esti-
mation (1.18). La série (1.19) est par conséquent absolument convergente et les

assertions a et b du théorème sont établies. L’assertion c est évidemment

vérifiée ((1.30)). L’assertion d se démontre de manière analogue (cf[2]). L’uni-
cité de la solution analytique du problème de Cauchy (1.16), ( 1.17~ résulte de l’u-
nicité des solutions des équations ordinaires (1.28), vérifiant les données ini-
tiales (1.30).

1.2. - as 

Les résultats du paragraphe précédent se généralisent dans le cas où on a des

conditions de périodicité sur les solutions de (1.1) :

La transformation de Fourier que l’on utilisera dans ce cas est la suivante :

L’équation duale de (1.1) est alors obtenue par la formule (1.12) et :

où
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L’espace Vs dans lequel on se place et l’espace des fonctions 

telles que

Une fonctionnelle ~(v(.~~ appartient à

avec

Il est clair que si (1.43’) est satisfait, alors la série (l o45) est convergente

dans la boule B où .

On a démontré dans [3J le résultat suivant 1

LEMME 2.1. - Si la série (1.43) est convergente dans la boule B s 1 et si

y(v) est bornée dans chaque boule B s 1 9 E &#x3E; 0 , alors pour p chaque ô&#x3E;0
(P+E)-1

il existe une constante C 
ô 

telle que :

L’équation des intégrales premières ~~t9v~~~~ est la suivante :

avec la condition initiale

THEOREME 1.1’. - On a l’analogie du théorème 1.1. si on remplace v par

et l’ intégrale par la somme
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1.~. ~- Cas des systèmes.

Dans [3]? on a démontré le théorème 1.1 pour des systèmes paraboliques au sens de

Petrovski ([1 J) et pour le système des équations de Navier-Stokes. Ce dernier sys-
tème n’est pas du type parabolique, y et il est nécessaire de faire quelques remarques

supplémentaires pour obtenir la démonstration d’un théorème analogue au théorème

1.1.

Les équations de Navier-Stokes sont les suivantes : 
’

où est le vecteur de la vitesse, p la pres-

sion, v le coefficient de la viscosité.

Il existe une grande quantité de travaux mathématiques, consacrés à l’étude des

équations de Navier-Stokes. Les travaux classiques de J. Leray au cours des années

trente furent les premiers. Dans les années cinquante et soixante sont apparus

d’importants travaux dans cette direction de Ladyzenskaja, Lions et d’autres auteurs.

On suppose que dans (1.44) toutes les fonctions sont périodiques avec 2 rr pour

période ((1.39)) . D’une façon bien connue on peut exclure de (3.1) la fonction
p(t,x) , et par transformation de Fourier on trouve le système suivant :

où est l’opérateur bilinéaire en v, et V2 ’

à valeurs dans R3 défini par
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est le symbole de Kronecker).

Pour S = 0 , le tenseur est égal à 0 . On a :

On a donc :

(1.48) J21s 1 (où Il Il est la norme des opérateurs dans H~3~

Il est suffisant d’étudier le problème de Cauchy (1.47) avec les données :

En effet il est bien connu que si la condition d’incompressibilité

est satisfaisante au moment t = 0 , elle sera satisfaite par la solution

V(t,s) pour chaque t&#x3E; 0.

Nous allons construire les intégrales premières du système (1 .47). Elles sont les
solutions de l’équation :

où par exemple
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On se donne la condition initiale

où les coefficients y 
r 

sont les fonctionnelles r-linéaires sur R~ 

On suppose que y satisfait la condition de symétrie suivante :

vû (jl,..,j ) est une permutation de (1,..,r) quelconque.r

On cherche une solution analytique en v, O ( t,v) du problème (1 .49), ( 1. 50) .

Introduisons l’espace V s des fonctions v(g ) = (v~ (~ ) ,v~ (~ ) ,v3 (~ ) ) , telles

que :

On muni V 
s 

de la norme il I lis .

Les normes des coefficients Yr sont définies par :

Il est clair que si

alors la série (1 .50) est convergente dans où a = 
a s

On désigne par (Bs) la classe des fonctionnelles y(v) , analytiques dans Bs ,
a a
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dont les coefficients Y satisfont aux estimations (1.52) avec y 1 = a-1 .

THEOREME 1.2. - On se donne une fonctionnelle Y(v) E OI (Bs f) s * 0 . Alors

il existe une solution vérifiant les assertions a)-e) du théorème 1.1,

avec des chang2ments évidents.

La démonstration est la même que celle du théorème 1,1, En effet, on cherche

4j(t,v) de la forme

La substitution de cette série dans (1.49), (1.50) donne successivement :

où est la forme r-linéaire suivante : °

où S est l’opérateur de symétrisation par rapport à (N1,..., Nr).
Nous allons seulement indiquer les changements à effectuer dans la démonstration

du théorème 1.1. Utilisant le fait que l’opérateur c(g) = 0 pour § = 0 , on

déduit de (1.54) que G (t,O,...,O) = 0, r ~ 2 . Alors
r 

-

Si au moins un des vecteurs n1,..,nr ’ ni E ~ est différent de 0 , on déduit

en utilisant (1.48~ comme en ~1.32~ - ~1.j7~, que :



17

On a si i E Zn donc

On déduit de (1 .54), (1-57), (1.58), comme dans la démonstration du théorème 1.1

que

ta fin de la démonstration est la même que pour le théorème 1.1.

2. - DEPENDANCE ANALYTIQUE-FONCTIONNELLE DES SOLUTIONS EN FONCTION DES DONNEES

INITIALES

Dans ce paragraphe on construit directement la solution de l’équation (1.12)
dépendant des données initiales d’une manière analytique fonctionnelle. On montre

ensuite que cette solution coîncide avec celle que l’on (eut obtenir en utilisant
une intégrale première analytique de l’équation (1.12). 

1)

2.1. - Equation transformée

L’équation parabolique (1.1) (p=1) est équivalente à l’équation (1.12) :

(i) Afin de simplifier l’écriture, on se place dans le cas périodique. ’l’ous los

résultats de ce chapitre se démontrent da la même manière avec des changements

évidents dans le cas non périodique.
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Soit

la condition initiale correspondante.

La résolution du problème (2.1), (2.2) est équivalente à la résolution de l’équation
intégrale suivante :

On cherche la solution V(t,E) de l’équation (2.3) sous la forme d’une série dé -
pendant des données initiales de manière analytique-fonctionnelle :

Sans perte, de généralité on peut supposer que les coefficients Bk dépendent symé-
triquement des variables ’1 ’.."k . Pour abréger l’écriture on désigne par

l’expression

On pose :

Il est clair que si on a :

alors la série (2.4) est convergente dans
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THEOREME 2.1. - On suppose que ( s ~O) où a est un nombre assez

petit et que et f(Z) vérifient (1.3) et (1.6). Alors il existe une solu-
tion V(t,s) du problème (2.1), (2.2) ou de l’équation (~.3~ , dépendant de v(~ ~
de manière analytique-fonctionnelle. Les coefficients B. satisfont aux estima-

tions (2.6), et la solution V(t~) vérifie

La solution V(t,§) est unique dans la classe de fonctions admettant le dévelop-

(2.4) dans une boule de V 
s 

.

La substitution de V(t,§) par la serie (2.4) dans l’équation
(2.3) donne :

D’après (1.11) on a

En identifiant dans (2.7) les termes de même degré en v on obtient
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En appliquant à (2.8) l’opérateur S c de symétrisation par rapport aux variables

en utilisant la proposition 1.1~ on déduit de (2.8) :

D’aprés (2.8) on a

En multipliant (2,9) par (1+BsB)S, en somment sur § et en prenant le sup pour

t ~ o on obtient
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oû on a utilisé (1.321).l-L est clair que

où 51= max Alors d’après (2.10)

Comme l’ opérateur S s’ appllque aux variables C., il commute avec la sommation
j

sur k . et en utilisant le fait que on déduit de (2.11).
j 

’

En divisant ~2.1~~ par

on obtient

et en prenant le

On va démontrer les estimations (2.6). Introduisons les nombres

On vérifie, sans peine , par récurrence que

Il suffit donc de démontrer, que
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Posons

Alors les relations récurrentes (2.14) sont équivalentes à l’équation suivante
pour ~(t) :

La fonction e s t analytique en t et À, M -1 f et vérifie le s

égalités :

Alors d’après le théorème des fonctions implicites, il existe une solution ~-~ ~ t~
unique de l’équation (2.16), égale à 0 pour analytique dans un voisinage de
0.

Il est clair que les coefficients Q k de À(t) vérifient (2.15), pour E et y
convenables.

Designons par : 
’

D’après (2.4).et (2.6) on a

Alors pour a, a  y-’ ~a dernière série est convergente, et pour a assez

petit

Choisissons a tel que 2 E y a  1 . Alors, d’après _~ 1,32 ~ ~ et (1.11)

On voit alors sans peine, que la substitution de la série (2.4) dans (2.3) donne
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des series absolument convergentes pour  a et il est clair que V(t,s)
est la solution de (2.3) .Conmie

on déduit (2.7) de (¿.17) . On démontre sans peine, que la solution V(t,§) de

l’équation (2.3) vérifie (2.1) et (2.2). ([31).

2.2. Equation initiale

D’après (2.4) on peut calculer le développement correspondant de la solution
U (t,x) de l’équation (1.1) avec comme donnée initiale = u(x) .

En effet d’après (2.17).

En appliquant à (2.4) l’opérateur 9 
on obtient

où

On déduit de (2.6) que

Alors, l’égalité de Parseval généralisée, on a

Les G. sont en général des distributions et il faut considérer la dernière inté-

grale comme la valeur de la distribution G~ pour la fonction u(yk) appartenant
à V 

s. 
- 01 déduit alors de (2.19) et (2.20)

s
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Cette série est convergente pour to et 1 s  a. On a donc le

THEOREME 2.1’. - Sous les conditions du théorème 2.1 la fonction U( t,x) peut-être

développée en série analytique fonctionnelle par rapport à u(x)= U(t,x) 

convergente pour t~ O ,et llulls  a

2.3 Opérateur St

Soit S l’opérateur d’évolution associé à ( 2.1 ) , c’est à dire

où est la solutions de (2.1).

On suppose que v(s) EBs, où a est choisi comme dans le théorème 2.1. Soit
a

’1’(v) une fonctionnelle analytique dans Bs ,p1&#x3E; 2E .y-a, soit O(-t,v),t&#x3E; 0 la
p1

solution de l’équation (1.44), satisfaisant à

où à est choisi cotmne dans le théorème 1.1’ . Sans perte de généralité on peut
supposer q.1e à = 2 E ’y a (on prend a assez petit)

THEOREME on_a

c’ ast à coincide avec correspondante

Damonstration : Supposons d’abord que v E Bs + m . Alors d’ après le théorème 
a

est différentiable au sens de Frechet, et 

Alors pour 

Substituant son expression tirée de l’équation (2.1), on vérifie queD T 
’ ’
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On en que ~ (-t + tr , V(r~.)) = Const ~ 0 # T s t,

On a donc

On démontre par continité que (2.25’) a lieu pour v E Bs ([2]) .

2.4 Utilisation d’9 l’équation des intégrales première.

On peut obtenir le développement (2.4) à l’aide des intégrales premières. En effet

la solution de l’équation des intégrales premières (~.~!~~

(t &#x3E; 0 v E ES) vérifiant
9 8

Notons es t am) fonctionnelle linéaire et donc analytique dans

tout l’ espace Vs .s

PROPOSITION 2.1- Si ose la f onction est la solution

de l’équatlon (~.1) vérifiant les données initiales:

En effet d’après (2.24) on a

D’après le théorème 11 on peut développer IE en série analytique - fonctionnelle

de v : 
-

où les noyaux sont définis en un point j par les iormules (1.31) . Il faut remarquer

que les coïncident avec les coéfficients

(2.4) parce que le développem3nt de V(t,§) en série analytique-r r

fonctionnelle est unique. Mais les formules recurrentes par lesquelles sont définis

ces coefficients sont différentes. Il y a des problèmes, comme nous le verrons plus
loin, où il est plus commode d’utiliser les formules (1.31) définissant

que les formules (2.S) définissant B (t,E;C1,..,Cr).r r r r

2.5 Cas des équations de 

Tous les résultats de ce paragraphe se généralisent au cas des systèmes paraboliques
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et des équatio;s de Navier-Stokes. Le système de Navier-Stoks (1.47) avec les données

initiales (1.48’) est équivalent au système des équations intégrales suivantes

On cherche une solution = (VI ~-~~ ~~ 9 @ -*V2 (t 9 t) 9 V3 (t f 9» de ce système 
-

qui soit une fonctionnelle analytique des données initiales

c’est à dire :

ou

Donc B k (t est un opérateur k-linéaire à valeurs danc 

On suppose que

où est une permutation quelconque de (li..,k)
On désigne par
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THEOREME 2.3 - Soit

Alors il existe une solution V(t,s) du système (2.26) qui pour chaque t&#x3E; 0, 

développe en série (2.27) . Pour chaque b &#x3E; 4V2, il existe une constante E telle

que

La solution V(t,~~ vérifie l’estimation

s ~ 1, est la solution du problème de Cauchy (1.47),(1.4~8’) (au sens

classique).

La démonstration est analogue à celle du théorimi 2.1. Substituant la sorie (2.27)
dans (1.47), on obtient

où E désigne l’identité Pour k &#x3E; 1~ si on note

on obtient

où S est l’opérateur de symétrisation en

On remarque, que 1 g = 0=0 pour k &#x3E; 1 . En effet POUr 5 = ° la somme

en dans ~ ~ .30 ) est prise pour Il + q~ 
= 0. Mais d’après (1.47’).(1.47")

l’opérateur + ’ll2) est On déduit de (2.30) que :
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Pour - 0 le membre de droite est égal à 0, car t}(11,+11~)=0 

En multipliant (2.31) par (1 + 0~ et en sommant en § , on obtient

La suite de la démonstration coincide avec la fin de la démonstration du théorème 2.1

Les points 2 ,3 f4 ,5 se généralisent au cas équations de Navier-Stokes d’une façon
évidente
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3. - FONCTIONS DE CORRELATION 0152 LA SOLUTION’ STATISTIQUE-

3.1. Developpement pour l’équation 

Soit 4 o (dv) une mesure de probabilité, définie sur la tribu des ensembles
V . La solution statistique de l’équation 2.1 (ou(1.1)) est ([4] ,[5]) la
s

mesure ut(dv), dépendant de t, vérifiant

eu St est l’opérateur d’évolution en t , défini au § 2 f s- 1 w = Stv E W}.t t st

Dans le cas ou l’opérateur S est défini seulement dans une boule B s OX-), nous
t a ’

définissons la solution 
, 

statistique pt(w) comme la mesure vérifiant

au §2 on a démontré que l’opérateur parabolique (1.1) (ou(2.l))~ satisfaisant aux
conditions du théorème 2.1, il existe un opérateur d’évolution St, défini dans la

boule Bs -avec a convenable. On en déduit que si on considère un mesure initiale
a

ti (dv) ayaiit son support dans la boule BS 1 il existe une solution statistique auo a

sens de (3.Z~, ayant son support dans Bs où.p -= 2 E V a . (d’après (2.7) 

Dans les applications, les fonctions de correlation de la solution statistique ~

4t(dv), jouent un r8le importanû, On va donner des formules qui relient les fonc--

tions de correlation de la solution et celles do la mesure initiale 03BCo (dv). .
Théorème 3.1. -Soit 4 (dw) une mesure dont le support est contenu dans B s et

o a

p,.(du) la solution statistique correspondante. Soit O (-t,v) (t&#x3E;O) la solution

analytique du problème de Cauchy (1.44)~(1.44~ qui se développe en série (1-53),

convergente dans B s9 et où la donnée initiale Y(v) = est une fonc-
a

tionnelle analytique dans Bsp1 
1 

où 2 E a dans le théorème 2.1). Alors

l’identité suivante a lieu :

*) Dans ce paragraphe, ES désigne la boule fermée
a
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En effet d’après (2.24) , pC-t,v) = ~ (Stv). Alors il suffit de faire la substitution
vi = Stv dans la dernière intégrale de (3.3).

On appelle 
’

la fonction de correlation d’ordre k de la mesure 4t(dv) ou le moment d’tordre

k de la mesure.

THEOREME 3.2. et comme dans le théorème 3.1, et 

O(-t,E1,..,§k;v) la solution avec la condition

initiale :

on a

où sont les coefficients du développement en v de la

fonctionnelle 4l(-t, ç~ , .. , ç~,v) , qui sont (3.5) et

la fonction de correlation d’ordre r de la mesure 03BC (w).
oro

Démonstration Pour simplifier l’écriture notons

Soit

le développement de la solution $ de Inéquation (ie44) , vérifiant (3.5) . Alors,
on déduit de (3.5) que

( 8 symbole de Kronecker). D’après la formule analogue à (1 .31) on voit que la som-

mation dans (3.6) commence à r = k, r ( ~ ~ 0 pour r  k . En remplacant
dans le membre de gauche de (3.3), ~(-t,v) par l’expression (~..~~ et dans le
membre de droite par l’expression (3.7), on obtient (3.6) . La série
(3.6) est absolument convergente si la mesure 4 (w) a son support dans Bs

o a.
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En effet, pour

3.2 Développement pour Inéquation initiale

Des développements analogues à (3.6) ont lieu pour les fonctions de corrélation de

la solution statistique de Inéquation initiale

= 0.si du et dv sont les éléments correspondants par la

transformation de Fourier F (F = v(~)). j
En appliquant à (3.6) on obtient

où

D’après l’égalité de Parseval on a

sont en général des distributions (comme en 2.2)

THEOREME 3.3. - Sous les hypothèses du la fonction de corrélation

Mt(x1,... xk) se développe pour chaque t é 0 en série (3.8) ar rapport aux fonc-

tions de corrélation de la mesure initialeMo (y1,...yr)
3.3 Fonctionnelle caractéristique

Elle est définie par la formule suivante
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eû v( ¡;) E V s et w( ¡;) est une fonction arbitraire sur dont la norme suivante

est finie :

La fonctionnelle caractéristique est la solution de l’ équation de Hopf [4].

THEOREME’ 3.4. -Sous les hypothèses du théorème 3.1 la fonctionnelle caractéristique

x(t’lr) de la solution stastistique peut être dévelo ée en serie absolument

convergente

, w 
(..t .. 9 ’Ir ) sont les coefficients de la fonctionnelle

analytique dans (-t,v) solution de vérifiant

Les par les équations (128) et les
données initiales :

où K (N1, ...., nr)W (n1) est le coefficient de V(n1)..V(nr)

dans 
E

Pour la démonstration il suffit décrire O(o,v) = exp dans (3.3) et
E

le membre de gauche de (3.3) Dans le membre de droite de (3.3) on a

O (-t,v) =O (-t,v), vérifiant l’énoncé du théorème. Le résultat de l’intégration
w

de la fonctionnelle 4l 
w 
(-t,v) par la mesure U  o (dw) coincide avec le membre de

droite de ( 3 .10) .
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