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PARAMETRIX DU PROBLEME DE CAUCHY POUR UN SYSTEME FAIBLEMENT

HYPERBOLIQUE A CARACTERISTIQUES MULTIFLES

par Robert BERZIN et Jean VAILLANT

1. Notations et hypothéses

= (hg(x,D)) désigne un opérateur différentiel matriciel d'ordre <t, "ém

t»l, 1£A¢fm, 1£B<m, x€[O,T]X X', Tv 0, X' variété compacte € , de

dimension
Jn notera

(x, 5)ET

n.

| .
((x7,% 5 eea,x), (go’gl’“" t§n)) les coordonnées locales de

*x).

(Hg(x,k,‘;)) est le symbole principal de h au sens suivant : pour chaque x

. A . .
iiﬁ(x,%) est le symbole principal de. hB sl celui-ci est d'ordre t, O
. . A . .
sinon et dét (HB(X,'?,)) n'est pas identiquement nul.
1) On suppose qu'il existe des entiers strictement positifs: By » By oscrrsuges

. (=2} . = . - .
et des fonctions & en X, polynSmlales en & et irréductibles sur R pour tout X,

H, H

o ],..

< He telles que pour tout x€X :

tll

A szg u
det(H,(x,5)) = [T] (B (x,8)s
S=0

Le degré de HS(X,Ef,) est constant et égal a T, et on posera z'= 2 zg.

2) ®n pose H(x,§)

rapport a

HGLS ,n')

réelles

" 3) Pour

=0~
= [T ] Hs(x,.{;),‘ on suppose que H est strictement hypertiolique par
s=0
N = (\1’,,9\,,’\ ,0) , c'est-a-dire que pour tout x&X,

n+1

0 admet pour 0]' réel, f.’}' # 0, &' racines distinctes

&0 Gumny, 1cesT!

. o - =
x fixé, _{ZYS désigne 1'anneau lccalisé de R[T , 3 EEERF
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rapport a 1'idéal engendré par H . Dans ¢sl si 4 désigne l'équivalence des

matrices

q](s)
H 0
8 qQ(S)
(Hg) ~ Hs

q,(s)w qz(s)w ...7qu(s) .

On fait l'hypothé&se que ql(s) reste constant quand x varie. Ces hypothéses

sont du type de celles faites par J. Vaillant dans (9) et (10).

B L. . .
4) AA désigne le cofacteur d'ordre (m—1) de Hg dans le symbole principal
de h,
‘ o q,(s)*...+q (s)

H . AB

S:
B -

v —_
AA a g s A

g

o e B . ~ o s
On peut vérifier que les AA sont des fonctions réguliéres en (x,5 ). On

vérifie que :

c = "B'C L Y *°c
B=1 s$=0

S A

c désigne le symbole de Kronecker.

. AP, . . . B
On suppose l'existence d'un opérateur différentiel matriclel Cz = ((zc) de

symbole principal (Ag) vérifiant, :

.

B=m =< fot =1 fel 1]
. _ A &~ A B — Lo T+ R
hol =k = (k) = ﬁii hy, QL. = = £ (n) coe (hg) ;

4?r opérateur différentiel matriciel, (hs) opérateur différentiel de symbole

principal HS, rds—r]+ = Max(O,o(S-r), @o matrice identique, T = ordre de Kk,

o =g, (s), de telle fagon que

Cir 0 "[do— ﬂ+ [do'“PJ+ B
ordre (k - 2_. (ho) e hO‘ Y<T=-r .
f=o0 p
On pourra remarquer que kﬁ est, pour tout 1€ ASm, bien décomposable au

sens défini par J.C. De Paris (3).

On a aussi

A=m ’

C -~ C A
Ke= 5__ A’ H
B A7 A B

. - Ceex . .. C
et on suppose l'existence d'un opérateur différentiel matriciel Q' = (G.A )
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de symbole principal (Ai) de telle sorte que k' = @' o h posséde une
décomposition du genre précédent.

. . 6 11
Ces hypothéses sont cellegqu'utilise D. Gourdin dans la note () et dans .

II. Développements asymptotiques et probléme de Cauchy asymptotique.

1) Développements asymptotiques.

Soit (fj)j€~z s fj est une application de R dans C (6u une

distribution) vérifiant : f3 = fj_].

Soit K un facteur H et kO un opérateur différentiel de partie principale
5 ) =

KO. On ??se \0 q](s).

Ona () : 5
= {vo~r]+
k=-2_ ¢ k .
r o
r=o0

On cherche, pour tout point X de X une solution formelle non nulle de la

forme

jen J

- . <o - .. .
o4 \p est une fonction G reelle caractéristique pour k dans un
(6]

voisinage V de x_, telle que gradip (x ) # 0

j C,] C,j ..
ZJ=(Z *Nye 89w) ,Z’J=O si j<0 ;

z vérifie donc k(z) = 0. ‘
On obtient :

=72
— -

k(z) = 2_ o XE () rz?’ﬂ":]xf, oD
JEZ r=0 - 3o

r - . o
X " (p) est un opérateur matriciel d'ordre <& r dépendant de {p et de k et
~ty r,A

(@) =0 si Of'rél)o-l . On obtient pour: Z +‘j 2'00 y

r=V0 - vV -r
Z_: & @) [Bre)) ° [2°]-0

' 'A cA
51 A# C I;O C(LP) =0 et 9250 A(L{)) # 0 . 1 (p) est 1'opérateur
3 b
bicaractéristique associé a LS 2%r (¢) est d'ordre 0. On obttient 7° en
intégrant un systdme d'équations différentielles ordinaires d'ordre 90 le

long des bicaractéristiques relatives & ¢ . ZJ/ j» 0, s'obtient en intégrant

un systéme d'équations différentielles ayant méme premier membre que le précédent

4

et un second membre dépendant de Z , E<j, de W et de l'opérateur k.



2) Probléme de Cauchy asvmptotiguc-

k3 wx"

o - - » 13
= 0, par exemple ez:i un hyperplan non caractéristique pour

X
est une fonction &% sur W voisinage de O, de gradient non nul ;

I 2 n
x' = (x ,X ,¢c00,% ).
Pour simplifier la présentation, on supposera o{s'—-l, si sz l. On

cherche des solutions formelles 2z de la forme :

N
[
N
ot
*
Fh
[ )
+
1
R
]
£

chaque k?P vérifie 1'équation caractéristique relative a H et est telle

que : W ?(O,x‘) = W (x') , dans un voisinage V de l'origine et que 3

[o]

.

(o}

t 9

-

[¢}

]
U}'(O,x') =& (x',grad v (x')) .

: . o .
On se donne des fonctions données de Cauchy B‘l_. ,6  dans W ; les %o doi

vent vérifier les donndes de Cauchy :

[19]
| . _
b= 2_ Blxf, oV, 0sTsE-l,
! j=—t .

On identifie les différents coefficients des fj dans les deux membres ef on

trouve gur XO =0 .

2 _\P ,0 _ $péd -
(axo) Zp 0 o] p‘do 2
0] p .1 < _
Gs - ) Zp 0 0Ss p\<°€o 3
o
0(0—2
Zp =0 et :
Pz.to P=“'O"l ] « -1
< _P.c- - Ko TP c ) "
L &P 20 2 T+ @PF 2 o - i
P=1 p=o o P7c0
0sTET -] (on conviendra que Cg =0 si pz2T).

Le déterminant du systéme ()



-4 o

] 2 \p : PL
;f(agp ) %f_]z [go]
: o

L 1805 e>c° est non nul

Ep & -
O\ p\do 1

et on peut déterminer les conditions initiales permettant de résoudre de fagon

unique le probléme de Cauchy asymptotique dans V.

¥ ~

III. Proposition

En utilisant une méthode analogue a celle employée par Hormander et
. 4 ' .2 . .
Duistermaat () et par J. Chazarain (°) on construit une paramétrix pour le

systeéme ;

’

Proposition

[ Pour to€[0,T_] , 0$ps

-1, 05T<$Z-1, 1] exicke des opérateurs matriciels

1
o. T . TRFATIEE®) , o
F‘l,() (tHe1 ‘ (X,X'", cp(t ))

0 si féco

A(g({)) =
¢ -1 si 7
(o] . (o]

vérifiant : kF\J ° (to)_s-; 0 (modulo un opérateur 3 novan E®)H
>\

Y rei.'?" . '( 'o)'] S

Fe Z t = I,

o Lea pop T,p

symbole de Kronecker, I opérateur identique , b't. opérateur de trace sur

<

o
| fonction de phase \?P associée 2 §(‘)

_ .0 ) ) . - . - . .
=t de D s CP (t7) relation canonique homogéne décrite a partir d'une
o

On cherche F o (to) sous forme de développements asymptotiques

. i . D . .
" F (%) ~ 2—- F Y (%) vérifiant :
WP i=p e LY
- 1 0
T- - u-S=1+B(P)
k( & Fd N e £ ( (X, X', ¢ (%), et
jeo Pf P
™' : - -
fe (5. 2o ® Y-8 e P *C (e”)(x'),éem )
p=1 jewy 2 € cHp

On aura localement
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o] .
T O oy (AN B oy WM da
LFP’P (t )‘ u] (%) 2%) je P’PAx i u(m I

o, j —p-i+@ -1)
ueCAK, 0y ) et BP’PG'SP o

Les symboles B3 o se déterminent par intégration d'un systéme d'équations
b

différentielles d"ordre §, ou d'ordre 1 comme au (II 1)) ; les traces sur

«© = t° s'obtiennent comme II 2).

+

(£°) .

=Tt

: P
o —
On pose El“(t ) = PZ] FP’ 0

IV Théoréme

i Le probléme de Cauchy sous les hypothése de I :

Ka=f £ =@, thec® (X, /o)

z _ L. A AL @ o

sl mec s G g CCT LAY L €{o,1]
x =t

admet une solution unique wec?® (X,JL]/Z) .

b

On sult la démonstration de ~(2). On explicite les opérateurs 3 noyau c® de
la proposition. - '

On a en effet :.

( k EP(to) = R (t°) opérateur a noyau E® de X' dans X.
I Oy = ° ° 5 : el X' dans X'.
LU.CEP(t ) Rc,ll(t ) +6, u I, RT’ u(1; ) opdrateur i noyau (t_, de

0fC sz -1, CPfu ST .

On se raméne 4 des opérateurs G et Q vérifiant :

. 0 A
{k Gl(to) = Q (t°) opérateur & noyau & =~ de X' dans X..

{
‘\ s o]
(_dCG?(t ) = Oa"}* I .
On associe a G’E—l un opérateur G, au noyau B® de QE—I un opérateur
T wvérifiant :
kG=1-T

‘L},’ac=o .

On prouve que I - T admet un inverse T' (en utilisant un lemme de Volterra)

qui vérifie :



kG T' =1
Yo 6 T'=0.

La solution au probléme de Cauchy est donnée par :

e=t-1 z=t-1
us Zc ctr[ga]-o- Go T [f - E’; Qe [gc_]]

T=0

Pour montrer que u est unique)on prouve que la distribution u vérifiant :

ku =0

z =
Dou o o 0
X =t

est unique en utilisant les propriétés de l'adjoint de k et le théoréme de

Holgrem ,

V. Théorcime

L'opérateur h satisfaisant les hypoﬁhéses de I, le probléme de

Cauchy : _
hv=f  £= (D, f@AXA )

[ T . ‘A ‘A _ o ‘

X st
admet une solution vEBw(X,J\.l/Z), unique.

C - C
On prend pour cela : v = (vB), avec vE = Z.O.lé u , o u= (u) estla
C

fonction construite par le théoréme IV.

On montre que la connaissance des t traces de v permet de déterminer les T

o o .
traces de u sur ‘x =t et de construire u.

L'unicité de v se déduit par un procédé analogue i celui utilisé dams IV.
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