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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES D'UNE
CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DLGENTRES EN DIMENSION 2.

par
PHAM THE LAl

INTRODUCTION

Le but essentiel de ce travail est 1l'étude du comportement asymptotique des
valeurs propres d'une classe d'opérateurs elliptiques A autoadjoints positifs
dégénérant au bord d'un domaine  borné de R .

Ces opérateurs constituent une généralisation en dimension quelconque de
1'opérateur de LEGENDRE -é% (1 - x2) %; sur l'intervalle [-l,l] .

Une étude spectrale de ces opérateurs a été faite par M. S. BAOUENDI et C.
GOULAOQUIC {3’, dans le cas du second ordre. Leurs résultats sont précis pour
dimQ = n = | , mais la précision diminue lorsque n augmenie.

En étuuiant la classe de compacité d'un opérateur continu dans LZ(Q) a
image dans une classe d'espaces de SOBOLEV avec poids, nous avons, dans [l[].
déduit une minoration des valeurs propres de A .

Auparavant, BOUTET de MONVEL et P. GRISVARD, dans [4], ont donné une majora=
tion et une minoration de ces valeurs propres ; leur méthode est basée sur la
connaissance des valeurs propres de A lorsque Q est la boule unité et A
l'opérateur type de LEGENDRE.

En bref, un résultat de [4] et [}l], pour A de second ordre, s'écrit de la
maniére suivante : i

-1

Tim £(3) A; <+

'{xj} désigne la suite des valeurs propres de A . rangée suivant l'ordre de

valeur croissante, chacune des valeurs propres étant répétle suivant la multipli~-

cite et f(j) = 10; 3 dans le cas n = 2 et f£f(j) = jl/(n—l) dans le cas
n 5 3 . (Nous n'envisagerons pas ici le cas n = | puisqu'i]l est résolu dans

[3]).
Il est alors naturel de se demander si la limite }gwm £(3) A}l existe et

de la calculer.
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En uti:_sant la fonction :

Nit) = ¥ 1
o=

J
il est évident que ce probl2me revient & trouver un nombre (qui dépend de A et

de ..) tel que l'on a :

(1) N(t) = Lg(t) + o(g(t)) (t - +w)

avec g(t) = t logt dans lecas n=2 et g(t) = %1 dans le cas n =3 .

e résuitat essentiel de ce travail est de prouver que (1) est vraie pour
n=2¢ 3 il est probable que (1) est aussi vraie pour nz 3 , c'est un prob.cme
ouvert & ncire connaissance. * ‘

Pour n - 2 , L est connue explicitement en fonction des données A et 4
L est une 'caractéristique géométrique'" de (Q dans le cas o A est du type
de i.ENDRE. Précisons.

rour une réalisation anto-adjointe A d'un opérateur uniformément elliptique

d'ordre 2m (donc non dégénéré), il est bien connu que l'on a (cf. [1]) :

N(t) =y /2 L (10/2m

avec

y= (™[ dg ) ax

(
G TA'(x,e) < 1

A'(x,7) étart le polynOme caractéristique associé 3 la partie principale A'(x,D)
de A . Lonec, lorsque A est le laplacien A , vy est proportionnelle au volume
de G .

Le cas i¢généré est bien différent, lorsque n> 1 . Pour n=2 , nous
allons voir que le premier terme L de (1) du développement asymptotique de N{t)

est w. terme de "surface". De maniére précise, soit ¢ une fonction de

de c.usse 1~ telle que

() Jang .e cas de l'opérateur du second ordre dm(@ fgrad) , le p;ohl|mo es.
résc par .. lIORDIN dans un travail paru & Arkiv for Matematik (1972, , uocus
remercions . vement lc Professeur C. GOULAOUIC qui nous a communiqué cette référence
ainsi jue sci cours de CIME (1973).
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Q={x, ox >0} ;080 =({x, @) =0} ;3 de(x) #0 pour x €q
(dp ¢tant la différentielle de o ).
Soit A une réalisation auto—-adjointe positive (dans un sens 3 présiser) de
l'opérateur différentiel ¢ & - Alors, nos résultats vont montrer que (1) est
vraie pour A et que L est proportionnelle i

<w®P, . 1>
we étant la forme de LERAY (cf. [6] par exemple) associée & ¢ .,
L'est donc un terme de "surface". Lorsque 0 est la boule unité el ¢ = 1." 12

X
nous retrouvons un résultat de J. SHIMAKURA [12] ; cet auteur calcule

i & partir
des formules explicites donnant les valeurs propres.

I. ENONCE DES RESULTATS

. < . . ¢ g . n
Suite 4 l'introduction, considérons ¢ une fonction de R =+ F} de classe
'
€ telle que @

0=1{x, e(x) >0} ;3 ={x, () =0} ; dp (x) # 0 pour x€ Q

Les différentes normes rencontrées seront notées [ [ , sauf mention du con-

traire.

Nous utilisons les notations :

. 9 . .
Dj i i=v-1 , j€ (1,...,n)
J

pour un multiindice a = (al,...,an).

o a
p*=p!...p"
1 n

fkﬂ), Ek(n), BH(n) désignent respectivement 1'espace des fonctions con-
tinues, continfiment différentiables jusqu'ad 1'ordre k , indéfiniment différentia-
bles a support compact, sur g .

LZ(Q) désigne 1'espace des (classes) de fonctions de carré intégrable sur Q

de produit scalaire :

(u,v)LZ(Q) = jﬂ u(x) v(x) dx

Pour m entier 3 I , H"(q) désigne 1'espace de SOBOLEV usuel avec la norme :

- a2 1/2
lulymegy = ¢ la} 2% L2¢qy)
=m
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HZ(Q) désigne 1'adhérence de £ (Q) dans H(Q) .

Nous considérons aussi la classe d'espaces de SOBOLEV avec poids dont voici

la :
DEFINITION. Soit m entier | . Le sous—espace des distributions sur

{fueg '@ ; of pMu ¢ L2(Q) , lo| s 2m}

est noté Dzm(Q) . Dzm(Q) est muni de la norme
m . _a (2 1/2
olaay = T To™ o%ulizgy)
D4m(Q) la]s2m L7(Q)
C'est un espace de Hilbert.
Soit
_ m o m- | a o
A (x,D) = ¢ (x) ) a (x)D7 + ¢ (x) ) a (x)D +.,..+ ) a (x)D
la| =2m @ lal=2m-1 @ la|= m
un opérateur différentiel linéaire d'ordre 2m .
Nous faisons les hypothéses (H) :
- Les coefficients a, s pour [a[ = 2m , sont des restrictions & Q de fonc-

tions de classe €1( Rn) .
- Les coefficients a, » pour la] < 2m , sont des fonctions dans L (Q)
- (A est formellement auto—adjoint c'est—a-dire :
«,D) = .
Qf., )u’v)LZ(Q) (u, G ,D)V)LQ(Q) u,v € B(Q)
n

- & '(x,p) = I ]2 a (x)D* est uniformément elliptique, c'est—a-dire :

o|=2m

v
Qe = 7 a e zele™

lu =2m

n o
pour tout x& Q@ , & €R , ¢ &tant une constante > 0
- - 2 . PR . .
Un opérateur non borné A dans 17(Q) est dit une réalisation auto—adjointe

2 . .. . ..
dans L) de { si A est auto—adjoint avec un domaine de définition L@A)

vérifiant :
(1. 1) Hﬁm(g) c B e pM(@)

et s1 tout u € BH(A) est solution au sens des distributions de 1'équation diffé-

rentielle :
(1.2) a (x,D)u = Au

Le résultat suivant est vraili pour n quelconque.
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- . . . . . .. 2
THEOREME T1.1. Soit A wune réalisation auto—adjointe positive dans L°(R) de

(L (x,D) d'ordre 2m , vérifiant les hypothéses (H) . Alors le spectre de A

est discret.

Supposons, en plus, que m > n = dim Q@ . Alors :

1) A a une résolvante compacte. Pour tout t > 0, A + t est inversible et

=1 ~ L yl .
(A + t) est un opérateur intégral avec un noyau d'AGMON (cf. EC|) continu et

borné Gt(x,y) :

A+t [oe i 61X

2) Il existe une constante C > 0 telle que 1l'on ait :

(1.3) lct(x,x) - %% (sin %% -1 (P(x)—n/Z e (x) t—]+(n/2m)|

<C @(x)—(2n+])/4 t-1+((2n-1)/4m)

our tout x € Q et tgz .

Dans (1.3), c(x) est la fonction de classe El( Rp)

(1.4) cx) = 2m " [y dE
a}'{(&) <1

Remarque. En vertu de (1.1), nous avons :

2m
loc

En utilisant les résultats de IZ] ou de [3], nous avons :

5 (A)cH ()

tim 17020 6 o = 2 (sin BTN o0 ™2 e

2m (x)

uniformément sur tout compact de & .

(1.3) précise donc le comportement de Gt(x,x) lorsque x est voisin du bord
de Q.

. . 1. . .. .. 2
THEOREME I.2. Soit A une réalisation auto—adjointe positive dans L7 (R) 33

——

Q (x,D) d'ordre 2m , vérifiant les hypothéses (H).

Supposons en plus que :

(4) dim Q = 2

. . . 2
(44J Pour un certain entier k > T 2noac

Hka

20 @) 3 5% < 0™ a)
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S5i {xi} est la suite des valeurs propres de A , alors :

(1.5) M) = XZD . 1=< ¢, » ©> g/m Log g1/m O(t1/m) b=+ )

1A

1

(S

Dans (1.5), w est la forme de LERAY associée a p et ¢ est la fonction

définie par (1.4).

I1. OPERATEURS A IMAGE DANS Dzm(Q) ET NOYAUX D'AGMON ASSOCIES

1. Les espaces D“™(q) définis précédemment peuvent etre caractérisés par le :

LEMME 2.1. Pour m entier 21 , on a :

2.1 DM@ = fue B, ue H@, ¢"ue w@)
La norme

(2.2) /2

2 2 1
(lule(Q) + ‘meulHZm(Q))

est équivalente d la norme l lDzm(n) .

Preuve. Puisque m +-% & 2m , un résultat d'immersion de [i] prouve que l'on a :
(2.3) p?™@) c tue L2®, o™ P% ¢ 1%(®), |ols2m - p)

pour tout p € (0,1,...,m) , avec une injection continue, le second mewmbre de
(2.3) étant muni de la norme hilbertienne &vidente.

Donc, pour u € Dzm(Q) , Nous avons
u e HW(Q)

.y a
En utilisant la formule de LEIBNITZ pour |a| < 2m, D (gpuh) est une somme

finie de fonctions de LZ(Q) en vertu de (2.3), donc :
p?™(Q) S D

avec une injection continue, ayant noté D 1l'espace du second membre de (2.1).

Pour prouver 1l'inclusion inverse, nous utilisons un résultat de Ié] :

(2.4) D=fued8'(D; ¢fuecd (W, pe (0,1,...,mh
Soit u € D .

Donc, en vertu de [2.4), nous avons :

(2.5) pue H ()

La formule de LEIBNITZ montre alors que l'on a :

Dju ¢ H(Q) i e(l,e0ayn)
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Une récurrence évidente prouve @

oD € L%() la] = m + 1

En utilisant de nouveau (2.4), nous avons :

(2.6) olu € B2 (a)

(2.5) et (2.6) donnent alors :

wznju e @ i (,.0m

Un raisonnement comme précédemment montre que l'on a @

02 0%ue L2(®) o] sm+ 2
Une récurrence évidente prouve alors :
(2.7) of Mue L2  Jals m+op

pour tout pe€ (0,...,m.

(2.7) prouve alors (2.1), d'ol le lemme.

Remarque. Les espaces Dzm(n) sont introduits par M. S. BAOUENDI et C.
GOULAOUIC dans [3] d'une maniére naturelle dans leur &tude de la régularité d'une

classe d'opérateur elliptique de second ordre, dégénérant 3 la frontiére. Leur

définition utilise le second membre de (2.1).

Soit

et notons ¢

Qp= xe Q, ¢ (x) > p} .

En vertu des hypothéses faites sur @ » on sait (cf. [9]) qu'il existe un
homéomorphisme y de np sur Q de classe £° dans les deux sens tel que ¥

et y soient bornées ainsi que chacune de leurs dérivées par des constantes
indépendantes de .

Grace & ¢y , l'inégalité classique d'interpolation (cf. [f] ou [9]) s'écrit :
(2.8) u] . < C lulk/m u l;(k/m)

H(2) H() L)

pour u € () , 0 a ks m, C &tant une constantes O ne dépendant que de
N, m et n .

Lorsque m 3 % s, le théoréme d'immersion de SOBOLEYV prouve que, pour
u € Hm(n) , u est (aprés modification usuelle sur un ensemble de mesure nulle)

est une fonction continue sur Q . Alors, de la méme maniére que précédemment, on
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(2.9) sup lu(x)lé C !u]nézm u l;(n/Zm)
X ¢ Q H(Q ) L' (@)
Y p p
avec C wune constantes 0 ne dépendant que de  , m et n .

Il est évident que :

2. 10 'Zm 2m
( ) DT ()< Hloc(g)

2 . . n
donc, pour ue¢ D m(Q) , u est une fonction continue sur § lorsque 2m > &5 -

2
Un résultat de type (2.9) pour Dzm(Q) est la :

PROPOSITION 2.2. Soit m entierz 1 tel que 2m> % . Alors :
(2.11) lu(x)] s ¢ cp‘(x)-n/4 lu‘néim lullg(n/ém)
DT (Q) L7(Q)

pour u € Dzm(Q), x€ Q ; C é&tant une constante » 0 ne dépendant que de Q ,

m et n .

Preuve. Soit x€ Q et notons p = ¢ (x).

(2.10) prouve que :

ue BMq)
P
En utilisant (1.9), nous avons donc :
(2.12) lu)] = ¢ luln£4m lull-(n/4m)
m 2
H (Qp) L7(Q)
Nous avons aussi :
(2.13) f |D u(E)lzdg s ! f (f,)2m |D (F,)lz dg
Q o a @ e )
0 CP(X)Zm o)
pour |a| £ 2m puisque :
1 < 0 (E) pour Ee€ Q
o(x) ?
(2.13) prouve alors :
(2.14) u <

= |u]
Hzm(ap) )" Dzm(Q)

(2.12) et (2.14) donnent (2.11), d'od la proposition.

Remarque. Dans [}1], nous avons prouvé (2.11) en utilisant 1'inégalité établie
dans [3] :
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(2.15) t:l"(n/l&m) (P(X)n/zlu(x)lz

HA

2 2
C(Iu] + tlul )
p?™ () L2 ()

pour xe¢ 8 et t >0 .

La preuve de (2.15) par ces auteurs est assez compliquée ; ils utilisent un
relévement de traces et des résultats d'espaces de traces.

La preuve donnée ici est particulidrement simple et s'adapte aisément a

d'autres espaces de SOBOLEV avec poids.

2, Soit T wun opérateur continu de LZ(Q) dans LZ(Q) , nNous notons T*
1'adjoint hilbertien de T .
Si 1'image R(T) de T est dans Dzm(Q) » pour un certain m , le théoréme
de graphe fermé prouve que T est encore continu de LZ(Q) dans Dzm(Q) .
Nous notons donc @
ilT ”L2 la norme de T , considéré comme opérateur de LZ(Q) dans LZ(Q)
” TlIDZm la norme de T , considéré comme opérateur de L2(Q) dans Dzm(g) .

En utilisant les résultats généraux LIO_I d'une classe d'opérateurs intégraux

d noyaux continus et bornés, que nous dénommons noyaux d'Agmon, nous avons prouvé

dans [lﬂ le résultat suivant :

THEOREME 2.3, Soit m entier avec m> n . Soit T un opérateur continu dans

. #
LZ(Q) dont les images R(T) et R (T ) sont dans Dzm(Q) .
== AL L ‘
Alors T est un opérateur intégral avec un noyau d'Agmon K continu et torné

sur Q x Q

6 = [ KGOYE(AY £ € L2(@)

De plus, nous avons les inégalités :

* n/2m 1-(n/m)
(2.16) |k(x,y) | = c(||T11D2m|| T ||D2,m) || T ||L2

1A

(2.17)  |K(x,y) | C[cP (X)¢L(y)]—n/4 Ik o I T*|lnzm)n/4m IE: ”1-(n/2m)
2!

L2

m

pour tout (x,y)

Q@ xQ3; C gtant une constante > 0 indépendante de x et ¥y ﬂ

Remarque. La preuve de (2.17) wutilise essentiellement (2.11).

III. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU DE GREEN

1. RAPPEL DE QUELQUES ESTIMATIONS ELEMENTAIRES

Considérons un opérateur différentiel linéairc elliptique a coefficients

constants d'ordre 2m, homogéne

A(D) = a D%
]aIZZm o
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et supposons que A(D) est positive, c'est-3-dire :

A(g) = yoa £%so0
]a]=2m o
pour tout £ réel # 0 .
Notons :
2.m
(3.1) E= sup O )
£EeR 1+ A(g)

la constante d'ellipticité de A(D).
Il est bien connu que A(D) posséde une unique réalisation auto-adjointe dans

LZ( Rn) que nous notons encore par A . Alors A est un opérateur positif et son

domaine de définition & (A) est Hzm( Rﬁ) . Pour t >0, A+ t est inversible

et notons @

- =1

2 n
Alors, pour f € L"(R), nous avons

1.
R £ - | £]
] t ILZ( Bp) t L2( Rp)

s api/m TrG/m . i€ (1,e..,2m)

Rtf, j n, = 2, n
H°(R) L"(R)

HA

(3.2)

La preuve de (3.2) est aisée en utilisant la transformation de FOURIER (cf.

[2]>.

Lorsque 2m > n , Rt est un opérateur de convolution :

2 n
= - \ :
(3.3) R f fpn Fo(x = WLy dy fe L°Y(R)
avec un noyau d'AGMON Ft continu et borné donné par :
- ei<£.x>
(3.4) F ) = @20 © fpn ————dg
Ag) + ¢

C'est la solution fondamentale de A(D) + t .

Notons, pour la suite, que la valeur a l'origine de F_ est :

(3.5 F (o) = (27D 1/ 2m) LRF'"*QJEQ"——
A(E) +1

2. NOYAUX DE GREEN ASSOCIE A A + t

Considérons i présent, suite i la partie I, la classe d'opérateur différentiel

elliptique d'ordre 2m, dégénérant au bord &0 :
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Q(.,D) = @m ) aDp¥ + ™l ) a i o+, a D
]a|=2m @ ¥ Iai=2m—1 o hlgm ¢

vérifiant les hypothéses (H) et considérons une réalisation auto-adjointe positi-

ve A de (@  dans LZ(Q) de domaine B(A) avec :

2m

(3.6) Hzm(Q)C L) D)

Donc, pour t >0 , A+ t est inversible et notons :

=1
St (A + t)

qui est un opérateur borné dans LZ(Q) . St est auto-adjoint.
Nous avons évidemment, en vertu de (3.6) :

'ﬁ(st) c p®™(g

LEMME 3.1. Nous avons @

s, s ¢
6.7 e o= T
=

¢

pour tout t =1, C étant une constante > 0 1indépendante de t .

Preuve. Puisque A Z 0 , nous avons :

<(A + t)u,u> 2z tlul

d'oG la premidre partie de (3.7).
Pour la seconde, remarquons que A est fermé, donc son graphe G est fermé

dans LZ(Q) x LZ(Q) . Nous en déduisons que l'application de G dans Dzm(ﬂ) :

(u,Au) —> u

est un opérateur fermé de G dans Dzm(n) . Par le théoréme du graphe fermé, est

opérateur est continu. Il existe donc C > 0 telle que l'on ait :

(3.8) [u] = C(|Au]| + |u] ) tue B4 .
p?® (@) L% (o) Rl

Appliquant (3.8) &8 u = Stf , pour f €,L2(Q) , nous obtenons @

|s, £] = C(|£] + (£ + 1)]|s, £l )
t Dzm(ﬂ) L2(9) t LZ(Q)

d'ol 1a deuxidme partie de (3.7) en utilisant la majoration de ”St ”0 .
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Lorsque m > n , nous pouvons utiliser le théoréme 2.3 de la partie II .

bans ce cas, St est un opérateur intégral avec un noyau d'ACMON Gt coatinu
et borné sur O X © ; il est usuel de l'appeler noyau de GREEN de l'opérateur
A+ t .

Le comportement de Gt(x,y) quand t est grand et x,y voisin du bord est

précisé par le :

THEOREME 3.2. Supposons que l'on ait m > n . Le novau de GREEN Gt associé 2

A + t est continu et borné sur Q X Q et vérifie :

(3.9) ERCR PR
(3.10) ]Gt(x,y)l = CL‘P(X)CP<YX]-H/4 i/ 2m)

pour (x,y) xQ, tgzl; C étant une constanta > 0 indépendante de x ,

Y, t .

Preuve. 11 suffit d'appliquer le théoréme 2.3 partie TI 3 St qui est auto-

adjoint et d'utiliser le lemme 3.1.

3. COMMUTATEURS — LEMMES DE MAJORATION

a - Soit x € § . Alors QP(X) > 0 .

Notons @

(3.1 a,m = " ] & (D

1'opérateur différentiel 3 coefficients constante d'ordre 2m , dont les coefficient
sont ceux de la partie principale de (' prise au point x .

C'est un opérateur différentiel elliptique vérifiant, grdce aux hypothéses (H)
o]
(3.12) alea cq g™

n . .
pour tout g€ R , ¢ é&tant une constante > 0 indépendante de x et & .

Lorsque 2m > n , en vertu de (3.4), laz solution fondamentale de Cl;(D) +t

‘pour t > 0 est donnée par la formule

- iRE >
(3.13) F o (= (2m jrn e dE
’ Tooll(E) vt
x
Fx ¢ ©st une fonction continue et bornéde de n .
En utilisant (3.5), nous avons
dg
- -u  _~1+(n/2m) -n/2 ——
(3.14) Fx’t(o) (2m) t f(X) [Rn C(;(ﬁ) + 1

~s
Dans 1l'intégrale du second membre de (3.14), Clé(g) est le polynfme caracté-

Vad
ristique associé & 1'opérateur différentiel & coefficients constants éZ;(D) dont

-~/ o
les ccefficients sont ceux de (¢'(.,D) = )

o]

a ()%
2m
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Notons ¢

- d
(3.15) co(x) = (2m) " RY 5 3

a’l@) + 1
X
En vertu des hypothéses (H), la fonction de x_,co(x)) est.de classe GJ( R

2 ¢ gz " :
Pour f € L™(Q2) , considérons l'opérateur de convolution :

(3.16) R o £ = Fee ™ "rlg

v
Fx ¢ étant donné par (3.13), f 1la fonction de L2( Rp) obtenue en prolongeant
1

N
f par 0 hors de Q et F » flQ la restriction & f du produit de convolu-
"

X,t

tion F ¢ *x f .
, .
Il est clair que R est un opérateur continu dans, LZ(Q), dont 1'image

]
ﬂ(Rx t) est dans Hzm(ﬂ) en vertu de (3.3).
H

On vérifie que Rx . est auto-adjoint.
1

Nous avons @
2
' =
(3.17) (ax(n) + t)Rx,t f=19 fe L°(Q) .
En effet, nous avons dans LZ(IRn) :

(q)‘{(D) + t)Fx * ? = 'f\'

t
9
d'ol (3.17) par restriction 3 Q .
LEMME 3.3, Pour f € Lz(ﬂ), nous avons
1
R £, sl
2 Tt L
IR, £l . sc¢ q,(x)"J/2 e 1P G/ g ) j € (1yeusy2m)
5wl L (9)

avec une constante > 0 indépendante de x, t et f .

w——

Preuve. Il suffit d'utiliser (3.2), (3.12) et la majoration

S N30 11k Sy

geR 1+ g )™ T "
avec C wune constante > 0 convenable.
b - Soient maintenant x€ Q et tgz | tels que l'on ait :
(3.18) e o .

Notons @

n
k= sup_ (] &nhH!/?

x € Q 1i=l i
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k est > 0 par hypothése.

Soit € > 0 et notons :

(3.19) r = _CEQ_I((_&)_ (o (x)tl/m)-e

Alors la boule bX . de centre x , de rayon r est entiérement contenu dans
b

Q puisque l'on a :

(3.20) ~9—§_~3—)— = 9 (y) g% @ (%)
pour tout y € bx,r .
En effet :
le = ¢ x| = kl|y - x|
d'ol :

lW(Y) - CP(X)I = Sléil (@ (x)t]/m)-s

d'ol (3.20) grace & (3.18).

. L N
Soit d'autre part ;x g une fonction de classe £ , a& support dans bX .
’ ]
égale a 1 sur x , telle que :

(3.21) | 0% ¢ cl=c el

X
C étant une constante > 0 indépendante de x,y et € .

Nous notons encore Cx e l'opérateur de multiplication :
3

f —> £

X,€

qui est continu de Hm(ﬂ) dans H'(Q) pour tout m =z 0 .

Pour deux opérateurs o, B, notons :

[o,8]

It

B - Ba

le commutateur de o, B.

Nous voulons étudier le commutateur :

= . R .
Px,t,e [CL( ’D)’Cx,gj X,t
Pour f ¢ LZ(Q), ona ¢ R fe H2m () ; donc en vertu des hypothéses
X,r X,t o
(1.1) (1.2), on a :

2
a (.,D) z;x’r Rx,t f=A cx,r Rx,t f e L) .

2 .
Comme D m(Q) c:Higc(Q) , on a aussi :

2
to ACD R £ LO@ .

On vérifie alors sans peine que Px ¢ est un opérateur continu de LZ(Q)
sLHE

2 . .
dans L7(R) . Une majoration de sa norme est donnée par le :
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LEMME 3.4. Soit x€ g , tz 1 vérifiant (3.18) et ¢ tel que :
0 < e < %
Alors :
. < 1/m=(1/2)+e
(3.22) Il Pt,e L2 =CCe e "

avec C une constante > 0 indépendante de x et ¢t .

Preuve. Nous avons :

]

(3.2 [aL,D),eg, ] =

o~

k P a
a |D 5T + a |D7,¢ '
i b PR L

2 .y
Donc, pour u H m(Q), 1 s |a| = 2m , nous avons, en utilisant (3.21)

ol _.
(3.24) | [Da,gx’r]ul , =¢C) rl|u

)
L7 (b) j=1 ul @73 (p)

ayant noté b = bx , Ppour simplifier 1'écriture.
b

Pour f e L°(Q), appliquons (3.24) 3 u =R f et utilisons le lemme 3.3.

X,t
Nous obtenons :
(3.25) I[Da,c -]R fl < C(l‘il r~j(p(x)~(la|_j)/2 t"‘"’((lal-j)/zm))lfl
X, T~ x,t Lz(b) = =1 LZ(Q)

Notons

o= 2 (¢ oc!/mTZ

x
En remarquant que le support de [ba,;x '1R f est dans b , (3.25) donne :
,r- %, t

ol Z _
(3.26) | [pa’cx,r]Rx,tfl §(:(.21 eJ)CP(x) |a|/2t l+(|al/2m)|f|
J=

Lz(m L%(a)

En vertu de 1'hypothése (3.18) et du choix de ¢ , nous avons :

ol _
(3.27) 7 ed s c(e ol /mT1/ e
i=1
Pour Iql = m , nous avons aussi, en vertu de (3.18)
(3.28) q)(x)_lal/z t_1+(|“|/2"0 =1 pour t =1 .

Donc, (3.26), (3.27) et (3.28) donnent, pour [a| =m:

1/m ‘(1/2)+e

(3.29) | | @“,;x,r]Rx,tq 9 EC(p(x)t ) .

L7(Q)

Pour k= 1 et  tel que |al =m+ k , (3.20) donne :
m+k

kr o - = k -3 -(m+k-j)/2 _—1+(m+k-j)/2m
D,z R f] S CP@) () ©ox t )| £]
oL x,rJ Xt 120 J.Z] P L2
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Nous obtenons donc, d'une maniére analogue, pour ks 1 et !al =m+ k ¢
ke o 1/m =(1/2)+e+((k-m) /2)
(3.30) | 9 [D%z, IR f] = Cle()t ") |£] :
I [ X,I* X,t LZ(Q) 1?(9)
(3.23), (3.29) et (3.30) donnent :
1 =(1/2)+e ;
| [z, JEl s clett /my=(1/2)+e £l ,
’ L7 (Q) L7 (R)

d'ou (3.22).

Considérons maintenant l'opérateur :

Q . " LCI(.,D),;x,r]st .

Xy

PP . 2
On vérifie comme pour P que Q est continu dans L7(Q) ; une
X, t,e X,tse

majoration de sa norme est donnée par le :

LEMME 3.5. Soit xe€ @, t gz 1 vérifiant (3.18) et e tel que

— ——

1
0<s<-i.

Alors ¢

1/m=(1/2)+¢

(3.31) ||Q l, s cCox)e ™)

X,tye

avec C une constante > 0 indépendante de x et ¢t .

——

Preuve : Nous pouvons encore utiliser (3.24) avec u = Stf , pour f e LZ(Q).

Si nous posons :

5 =-42§51
nous avons, en vertu de (3.20)
(3.32) bcCQ avec . Q.= {ye Q @ (y) > 8} .

§ $

En utilisant 1l'inégalité d'interpolation (2.8), nous avons :

(3-33) Iul " = Y'ulkéim Iullg(k/Zm)
' H (24) B(R) LT

pour 0=k = 2m , Yy étant une constante indépendante de x .

En vertu de (2,14), nous avons :

(3.34) lu] =Co (x) |
Hzm(na)

Alors, (3.32), (3.33), (3.34) et(3.7) donnent :

| % ¢, [1s.f |
x,gj t LZ(

ul L]
D2m(9).

1A

la| _. it ..
c('3 I e (al=3)72 l+((!a|-J)/2m))|f| ,
Q) j=1 LT(Q)

pour 1 = |a| = 2m .
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Nous obtenons donc la méme estimation que celle donnée par (3.25) et on achéve

la preuve de (3.31) de la méme maniére.

IV. PREUVE DU THEOREME 1.1

1.1. COMPARAISON DE S ET Ry.t . LEMMES DE MAJORATION

Soit x € Q et t=1.

Notons :
T =5 -R
X,t St N,t
Pour p > 0 tel que l'adhérence de lz boule bx soit dans § , nous consi-
. R o P
dérons aussi g, une fonction de classe § , & support dans b, égale a
’ P
1 sur x .
Notons alors :
. T = T .
4.1 X,t,p Cx,p X,t cx,D
On vérifie sans peine que T , T sont auto-adjoints dont les images
X,t X,t,p

sont dans Dzm(Q) .

.o

Lorsque m > n , c'est un opérateur intégral dont le noyau d'Agmon est

(4.2) o 0 =t e @[ - F - 2]

pour (y,z) €9 x @ .
Cela est évident en vertu du théoréme 2.3 et de (3.16).
En particulier, en vertu de (3.14), lorsque y = z = x , nous obtenons

(4.3) O R R T e =1+ (n/2m)

X, Co(x)t

avec Co(x) définie par (3.15).

Pour f € LZ(Q), nous avons en utilisant les hypothéses (1.1) et (1.2)

a+oz Te, e £ = (@G,D) + t)cx,p Te,e £

Alors, par un calcul simple, nous avons :

(A+oc T = [a(.,D),cx’pf]st - _[Q(.,D),?;x’p]Rx’t

’ 3

Yl Cx,p<61("D)+t)Rx,c .

En utilisant (3.17), nous obtenons :
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(a+ g T o= [, IS - [ TR

’ X,t

=gy, (OLGHD) = L ONR

D'oi finalement :

= . D S - ,t D R
TX,C,Q St[a( ’ )’Cx,pi] t CX,p St[[( (NI ),Cx,p] X, t CX,Q
- . D - ' R .
St Cx,o(a( ;D) CLX(D)) X,t Cx,p
Avec le choix p=1r , r donné par (3.19), notons :
Tx,t,e - Tx,t,r
1 -
Tx,t,e Sticl("D)’gx,r]St %,
2 . ~
Tx,t,c St[CL<"D)’Cx,rJRx,t z;x,r
3 = - — \
Tx,t,e St Cx,r(CL(°’D) Cix(D))Rx,t cx,r '
Nous obtenons :
3 .
] = \ 1
(A.A) rx,t’e 2‘ Tx:t’E
i=1
11 est facile de voir que T; fe i€ (1,2,3) , sont des opérateurs conti-

H ’
nus dans L2(%) , 4 images dans D2m(Q)

LEMME 4.1, Soit x € Q, t =1 wvérifiant (3.18) et € tel que :

0 < g <

N =

Alors, pour i€ (1,2) , nous avons :

i C 1/m =(1/2)+¢€
Ity e e IIL?_ =T (p Gt ™

i 1/m—(1/2)+¢
1 el = oo 0!/

avec C une constante > 0 indépendante de x et ¢t .

Preuve. C'est immédiat & partir des lemmes 3.1, 3.4 et 3.5.

Une majoration des normes de Ti . est donnée par le :
yLy €
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LEMME 4.2, Soit xe & , tz= | vérifiant (3.18) et € tel que :
0 < e« % .
| Ti,t,e ”LZ = % e Goe!/m e
[ | = © (oot ™

avec C une constante > 0 indépendante de x et t .

Preuve. Soit u ¢ Hzm(Q)

Nous avons ¢

(4.5) (@,p) - A'dHu= ¢" a ¥ - o™ 7 a (x)p*
x LR [a|22m @ v a|=2m © u

+ ¢\m—l Z a p* + ceot a Da

|a|=2m-l @ u la§=m ¢ ¢
Nous avons, pour ]al =2 m:
’ )m-]

(4.6) S 2, e (@ N™ 2, () = 2" a, 6N g ¢ 9l

r .

En effet, pour Ial = 2m , les fonctions a, sont de classe é°1( r") par
hypothése et (3.40) se déduit aisément de la formule de TAYLOR 3 1l'ordre 1 de
(3.20).

En utilisant (4.5) pour u = Rx . Cx . f avec f e L2(9) et tenant compte
du lemme 3.3 et des majorations (3.18) (4.6), nous avons :
- ' _..I 1/m,=1/2,"
G o, (@ ,D) ax(D))Rx’t;x’rfle(m s Clogy * (0ot ™ )_flem)
Puisque r est donné par (3.19) et € < % , nous obtenons de (4.7) :

(4.8) |z (A (.,D) - a'ONR . £ = c(p)e!™Teg .
I X, X X,t’x,r LZ(Q) l ILZ(Q)

Le lemme 3.1 et (4.8) donnent alors le résultat.
Les lemmes 4.1, 4.2 et 1'égalité (4.4) donnent donc le :

LEMME 4.3. Soit x¢ 2, t

v

1 vérifiant (3.8).

Notons

@0 ) (e el /™THA

©
]
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Alors

/m.=1/4

C 1
Il Tyt HL2 s+ (@'

-1/4

1/
I Tx,t.p ”DZmé (e e

avec C une constante > 0 indépendante de x et t .

2. PREUVE DU THEOREME 1.1

En vertu du lemme 2.1, pour m > 1 , nous avons :

p?™(q) ¢ H™NQ)

avec une injection continue. Donc 1l'injection de Dzm(n) dans LZ(Q) est compacte.

Il est alors bien connu que le spectre d'une réalisatioa auto-adjointe positive A
de A (x,D) est discret et est constitué d'une famille dénombrable de valeurs
propres positives dont +eo est le seul point d'accumulation.

Supposons maintenant m > n . Alors la partie 1) du théor@me est évidente en
vertu de ce qui précéde et du théoréme 3.2.

Prouvons la partie 2) c'est—-a-dire la majoration (1.3).

Soit xe Q et tz=1.

En visageons d'abord le cas :

(4.9) LN
Prenons alors :
o= (207 o (0 Gye! /™7
et appliquons le théoréme 2.3 3 1'opérateur Tx,t,p défini par la formule (4.1).
X,t,¢ est un opérateur continu dans L“(Q) , auto—adjoint puisque St et Rx,t
le sont.

En utilisant (4.2) et le lemme 4.3, nous obtenons de (2.17) @
(4.10) ‘ ;X‘p(y);x’p(z) |G, (v,2) - Fx,t(y - 2z)|

- - 2 -1/4
= c[em) ¢ ()] M4 TR (g et mTY
pour y,z € Q x Q , C @&tant une constante > 0 indépendante de x, y, z et ¢t .
Alors (3.14), (3.15) et (4.10) donnent :
@D e, (0 = o (02 o O ¢ g o720t D/E T (CamD /4w

Un calcul simple montre que 1l'on a :

(4.12) c(x) = co(x) o Sin oo

avec c(x) donnée par (l1.4).
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(4.11) et (4.12) domnent donc (1.3) dans le cas (4.9).

Considérons 3 présent le cas :

(4.13) TS o)

En vertu de (3.10), il existe C > 0 telle que :

(4.14) th(X,X) - @(X)—n/zcoix)t~]+(n/2m)| = (C+ Sup__co(y))ﬁP(x)—n/zt;l+(n/2m’.
Yy € Q

Puisque c, est bornée sur @ , il existe C > 0 telle que :

(4.15) th(x’x) - cp(x)-n/ZCO(x)t-H(n/Zm)I =co (x)-n/zt-l+(n/2m)

pour tout xe€ Q et t=z= 1.
Alors (4.13) et (4.15) donnent encore (4.11) puisque :

| < (P(x)*l/A t—l/Am

dans le cas (4.13).

Avec (4.12), nous obtenons (1.3) pour tout x¢ Q@ et tg 1 ; la preuve du

théoréme 1.1 est donc achevée.

V. PREUVE DU THEOREME 1.2

1. GENERALITES

En vertu de ce qui préc&de, le spectre de A &tant discret, notons {Aj}
la suite des valeurs propres de A , rangée suivant l'ordre de valeur croissante
et chacune &tant répétée suivant sa multiplicité. Notons aussi {¢j} la suite

correspondante de fonctions propres orthonormales.

Comme il est bien connu, la fonction spectrale de A est dans notre cas :

(5.1 e(t 5 x,y) = ] ¢.(x) ¢.(y)
2. d 3
E
D'ol :
(5.2) N(t) = ) 1= fﬂ e(t ; x,x)dx
SR

Lorsque m > n , il est bien connu aussi (cf. [2] par exemple) que le noyau
de GREEN Gt(x,y) , c'est—3a-dire le noyau d'AGMON associé & la résolvante

(A + t)-] , est relié 3 la fonction spectrale de A par la formule
o -1
(5.3) G (x,y) = [ (x +t) ‘de(r 5 x,¥)

ol 1'intégrale de STIFLTJES couverge.
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En vertu du théoréme 3.2, Gt(x,x) est bornée sur @ , donc intégrable sur

3 (5.1), (5.2) et (5.3) donnent donc :

(5.4) fQ Gt(x,x)dx = f: (r + t)—ldN(T) .

2. FORME DE LERAY ASSOCIEE A ¢

Le bord 80 est défini par 1l'équation :
0 = {x 3 o) =0}
et en vertu des hypothéses, nous avons
(5.5) dp (x) # 0 pour x € R .

La forme de LERAY Wy associée 4 ¢ est une forme différentielle d'ordre

n -~ 1, liée de fagon invariante 3 la surface 3Q , telle que :

dp Aw = dxiA ees A dxn

(cf. [5] par exemple).
Notons :

n
(5.6) v = (] & anh?

i=1 i

Alors, en vertu de (4.5), nous avons :

p(x) # 0 pour x€ Q .

Notons dS 1la mesure euclidienne de surface de 3R , alors la forme

¢

s'écrit encore :

(5.7) <w 8> = IBQ 55 ds e @ .

. . 1
LEMME 5.1. Soit 0 =p et 6 wune fonction és_classe % ( RP) .

Notons @

Qp={x€ Q; ©(x) > p}

e(p) = f (%)

dx
Q (%)
0 ¢

Alors, nous avons :

8(p) = |Log p] <wg - 8>+ 0(1) (p »~ 0)

w g étant la forme de LERAY associée 3 ¢ .

Preuve. Notons, pour h > 0 , dS la mesure euclidienne de surface du bord

h
BQh de Qb .

Soit :
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4= sup @(x) >0.
Xe N
L'inégalité 6(p) s'écrit, pour 0 < p = £ :

2
_ dh 6(s)
(5.8) 8() = [, 3 22, $(s) *°n

avec Yy définie par la formule (5.6).

Notons alors :

6 (

f )
3, ¥(

)

g(h)

5
s dSh

< w L] e> L]
g (o) o

Puisque 6 ¢ €¢'R") , on véririe que l'on a

(5.9) |g(n) - g(o)| = Ch

avec C une constante > O indépendante de h .

(5.8) et (5.9) donnent :

1
(5.10) l0(p) - &(o) [ T =c(t - p)
p

(5.10) donne le lemme.

3. PREUVE DU THEOEKEME 1.2

On peut supposer, sans diminuer la généralité que m > 2

En effet, supposons le théoréme 1.2 prouvé dans ce cas et considérons B = A
k étant donné par les hypothéses.

B est une réalisation auto—adjointe positive de l'opérateur différentiel :
k
@ (x,D) = (a(x,D))" .

En effet, par hypothése, les coefficients ay de O (x,D) étant de classe
Im(k- k . . s
Q?“m(k 1)( Rn) , (a(x,D)) est elliptique d'ordre 2mk > 4 et appartient 3 la

classe d'opérateurs dégénérés vérifiant les hypothéses (H). De plus, puisque :

2km

wkm gy < se) < 02K (g

(o)

par hypothése, nous avons, pour u € B(B)
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Bu = ® (x,D)u
au sens des distributions.

Donc B est une réalisation de ® et vérifie les conditions du théoréme 1.2.
avec k =1.

Appliquons 3 B 1la conclusion du théoréme pour ce cas.
Notons NB(t) la fonction :

N_(t) = 1
B Uj.é:t

(Hj} étant la suite des valeurs propres de B .
Comme :

-n - -n
nous avons donc

Log t

(5.11) Ny(®) = <o o> R og e /KMy ! ke Wy (p o ae)

Comme il est é&vident que :

nous obtenons @
(5.12) N (0) = n(e' /%y

(5.11) et (5.12) donnent (1.5) dans le cas général.
Supposons donc m > 2 .

Nous pouvons alors utiliser le théoréme 1.1. Soit Gt(x,y) le noyau de GREEN
de A + t . Nous avons :
- -1+
(5.13) [g G, (x,x)dx = W .ot 1+(1/m) tm g1+ C1/m)y

o Log t (t +> +=)

En effet, en vertu de (3.9), nous avons :

0= ~1+(2/m)

Q-0 iy Gt(x,x)dx =Cmes (Q - 0 -l/m)t .
¢~ V/m

(5.14) 0s fo_q G, (x,x)dx = C ¢ /m)
t“l/m

En vertu de (1.3), nous avons, en utilisant la fonction o :
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| IQ Gt(x,x)dx - t‘l+(l/m) fﬂ co(x) ¢(X)—]dx{
-1/m -1/m
t t
- =1+ (3/4m) dx
= Ct Q ——-—-—-——-—-———‘ 373
Mm@

I1 est aisd de voir que l'on a :

(5.16) I/ — = Mo
t"l/m v (%)
Le lemme 5.1 donne :
¢ (x) 1/m
(5.17) fQ ~i/m @(x) = <wg,c > Log t + 0(1) (t + +)
(5.15), (5.16) et (5.17) donnent donc :
(5.18) fn Gt(x,x)dx = <, e >t g1+ (1 /m) Log t /m | o(t‘l+(1/m)) (t + +x)

t-l/m

(5.14) et (5.18) prouvent (5.13).

En utilisant maintenant un théordme taubérien de J. KARAMATA [7], avec la pré- f
cision du reste de P. MALLIAVIN (cf. introduction de [8]) nous déduisons de (5.4)
et (5.13)

Ym
(5019) N(t) = %L sin§< wcp ,co > _t1/ LO t1/m + O(t ) (t - + m) R

(5.12) ev (5.19) douueni finalement (1.5), ce qui ac:cve la prouve di théoruic
Remarques. 1) La classe d'opdrateurs elliptiques dégénérés de second ordre,

de type variationnel, &tudiée par M. S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC [}] entre dans

le cadre étudié ici.

Rappelons qu'il s'agit de la classe d'opérateurs

a (x,D) = }) D, a; (g (0D

© n .
avec aije 14 (R) pour tout jJ,k € (0,¢..,0) .

Soit la forme intégro-différentielle :

a(u,v) = ) f a (x)cP (x) D, u Fk—v— dx
os],ks!

et 7% 1'espace des distributions sur @ :

1/2

1/2

Vo ues '@ ; o %0et®@ , o D.u e L2 , i€ (,...,0))

muni de la norme hilbertienne :

P lll = 1"l o T olle 2,
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On suppose que la forme a est é*;coercive, c'est-i-dire :

Re a(u,u) 2 al]u ”2 u € ¥

& étant une constante > 0 1indépendante de

u .
Le lemme de LAX-MILGRAM montre l'existence d'un opérateur A non borné dans
LZ(Q) tel que :
(5.20) a(u,v) = (Au,v) 2 ue H(A), ve 7.
L7(Q)

Si 1'on suppocte en plus que a est hermitienne, alors A

positif et est une réalisation de O (x,D)
I.

est auto-adjoint

au sens de la définition de la partie

En effet, suivant un résultat de régularité de

(5.21)

[3], nous avons :

5% =M@y ke w.

Donc (5.20) et (5.21) prouvent que l'on a (1.1) et (1:2).

Les théorémes 1.1 et 1.2 sont donc applicables a cette classe d'opérateurs.

2) Considérons & présent le cas particulier intéressant suivant

Q= {x; |x| < 1}
¢ (x) = 1 - |x|

o (x,D) =

D. o (x)D. .
0sjsn 3 ]

La forme de LERAY est ici proportionnelle 3 la mesure euclidienne de surface
de la sphére unité :

Cal 1
Sw, 8> =3 f4q 8(s)dS .
La fonction c(x)

est constante et on a, pour

-2
e(x) = (2m) © dg = -—
l€12<1 [HI’

_ 1 -1
<w(P. c>—'§‘1}'fanS— .

Le théoréme 1.2 donne, pour n = 2 :

(5.21) N(t) = £~£%5_E + o(t Log t) (t » +x)

Nous retrouvons ainsi un résultat de N. SHIMAKURA [l%] ; cet auteur prouve
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(5.21) en étudiant les singularités de la fonction d'EPSTEIN associée 3 la suite

des valeurs propres {AJ} (qui est explicitement connue dans ce cas).

PROBLEME. Il est plausible d'espérer que l'on a, pour n=z 3 et pour une réali-
sation auto-adjointe positive A d'un opérateur différentiel elliptique dégénéré

d'ordre 2m :

N(t) = f/t(n_l)/m + O(t(n—l)/m) (t > +°°)

avec 4 un terme de '"surface.
Le probléme revient 3 prouver, pour m asSez grand (3 savoir m > n) , que le
comportement asymptotique de la fonction de GREEN Gt(x,y) de A+ t vérifie :

(5.22) fg Gt(x,x)dx _ SB;%Kilﬂ' (sin -_iﬂa:_ll)_l LC—1+(n—l)/m;+o(t-|+(n-l)/n5

(t + 4»)
Dans [l[], nous avons prouvé que l'on a :

0= [, 6 (x,x)dx =C ¢ /m

La méthode utilisde ici, pour n = 2 , donne encore probablement (5.22) pour

n > 2 , mais les majorations nous avons faites pour :

]Q—Q Gt (x,x)dx et f Gt (x,x)dx

- Q _
¢ 1/m . 1/m

ne sont pas assez fines pour pouvoir conclure.

I1 y a de plus, probablement, une différence de compcrtement entre ie cas
n=2 et n> 2 qu'il est bon de signaler.

Nous avons en effet dans le cas n = 2 le terme @

(5.23) IQ_Q G, (x,x)dx
t—]/m

n'a pas de contribution dans le premier terme de fﬂ Gt(x,x)dx.

Dans le cas n > 2 , le terme (4.23) intervient trés probablement, c'est—-a-

dire que si la :

tl-(n—l)/m
2-Q

1im

G, (x,x)dx
treo t

=1/m

t

existe, elle est sans doute non nulle.
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