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SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES ET GROUPE SYMPLECTIQUE,(')
par Jean LERAY

College de France, Paris 05

INTRODUCTION.

I1 est nécessaire d'expliciter et de justifier la notion, due & V.P., Maslov [3],

de solution asymptotique ; je l'ai fait, par exemple & Rome en décembre 1972 [1].

Le Traité de V.P. Maslov et mon exposé emploient un choix particulier de coor-
données pour construire des notions, qui se révélent finalement indépendantes de ce
choix. Le présent exposé libere cette théorie d'un tel choix, en employant -au lieu
du groupe fini engendré par les transformations de Fourier opérant chacune sur l'une
des coordonnées~ une représentation unitaire sz du revétement a deux feuillets.@u

groupe symplectique Sp .

Cette représentation Sp, fut employée par D. Shale [5] et V.C. Bouslaev [3],
qui développaient tous deux des notions introduites en théorie quantique par I. Se-
gal [4]. Cette représentation sz est 1'un des groupes algébriques d'opérateurs uni-
taires qu'A. Weil [6] relie aux travaux de théorie des nombres de K. Siegel. Mais au-

cun de ces auteurs n'énonce les propriétés de S qu'emploie la théorie des solu-
P2

tions asymptotiques.

§ 1. LE REVETEMENT spz(z) DU GROUPE SYMPLECTIQUE Sp(£) .

1. LE GROUPE METAPLECTIQUE. - Notons® X = rY ;
(X) 1l'espace des fonctions X =) € dont toutes les dérivées sont a décroissance
rapide ;

(X) 1l'espace des distributions tempérées sur X (L. Schwartz) ;

3(X) 1'espace de Hilbert des fonctions X .;.C de carré sommable ;

’

X* = rY le dual de X ;3 < p,x>€ R la valeuren x¢ X de p€ X¥ 3

’

*
(*) A paralftre dans les Actes du Colloque de Nice : Opérateurs intégraux de Fou-
rier et équations aux dérivées partielles ; (Lecture notes, Springer).
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Z(4) 1'espace vectoriel X @& X¥ , muni de la structure symplectique [.,.] que
voici : soient z et z' e Z(4) ; soient x,x', p et p' tels que
Z=x+tp , z2'=x"4p' , x et x'e X , p et p'e X*¥ ;3

alors

(1.1) [2,2'] =< pyX' > =< D'yx > 3
un nombre imaginaire pur, non nul ¢ Vv € :Lﬁ H

v
'37?39; et le produit par x seront donc, sur H(X) , des opérateurs self-adjoints.

Tout a € Z(4) définit une fonction lindaire de

z=x+p € Z(4) (x€ X , pe X*¥) valant en z , par définition :

(1.2) a(z) = a(x,p) = [a32] 3

elle définit donc un opérateur différentiel a.(x,-g)- b_ax-) , linéaire en (x,% -a—a]-c'
cet opérateur est un endomorphisme de J'(X) ; il est self-adjoint sur X .

®
9

Tout automorphisme § de ¢'(X) 1le transforme en un endomorphisme Sas™!  de

) .

. Définition.- Nous notons G(£) 1le groupe de ceux des automorphismes S de

S ‘(X) qui transforment tous les opérateurs différentiels a(x,-;]-) -a%-z) linéaires en

1

x et v -;—;C- en opérateurs du méme type.

Propriétés.- Tout S de G(£) induit donc un endomorphisme

852w Sa.S"J|

de Z(y) ; mais l'opérateur différentiel

19 19 19 19
a(x,5 53) b5 53) - v(ng 53) a(xs 53)

est la multiplication par % [a,b] € € l'endomorphisme s de 2Z(4) doit donc

laisser [.,.] invariant, c'est-2~dire &tre un automorphisme symplectique de z2(2) 3

le groupe de ces automorphismes est noté Sp(2) .
Ltapplication S — s est donc un morphisme naturel :

(1.3) G(2) => sp(g)
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la valeur de sa = SaS~-1 en 2z est donc

-1 - -1
(sa)(z) = [sa,2] = [a,8” 2] = a(s 1z) =(aa s )(z) ;
autrement dit l'endomorphisme sa de 2(4) est l'application composée
(1.4) sa = a0 s .

Le noyau du morphisme naturel (1.3) est l'ensemble des automorphismes S de
F(X) commutant & x et % ; S1 est donc une constante c £#0 3 si P est un

polynome, SP = cP ; or les polynomes sont denses dans (X) ; donc S est la
multiplication par ¢ . Le noyau de (1.3) est donc le sous~-groupe ¢ du centre de
G(£) ayant pour éléments les multiplications cE par les nombres complexes c# O .

Notons C = 31)( R+ s 51 étant le groupe multiplicatif des nombres complexes de

module 1 et R+ celui des nombres réels = 0 .

Le morphisme naturel (1.3) est un épimorphisme. Pour le prouver, notons A la

donnée d'un nombre réel ou imaginaire pur A(A) £ O et d'une forme quadratique sur
X® X¥ , & valeurs réelles :
(1-5) X@)G@(x,x')»——-eA(x,x') ='1é'< PX,X>-<LX,X'>+—;'< x'yx' s e R

Il

notons V wun nombre imaginaire pur et i*q’/2 =e" 4if4 ; pour tout u' ¢ H(X) ,

définissons u ¢ S(X) par llintégrale

2 1
(1.6) u(x) = (é%ul_-)’e/ a(a) [ &V A(x,x*) ut(x) Pty
X

SA :u' pyu
est un automorphisme unitaire, puisqu'il est le composé des quatre automorphismes
unitaires de ¢(X) que voici :
(1.7) une multiplication de v et v' par el et e , q et q' étant des
formes quadratiques XepR ;

(1.8) une transformation de Fourier ;

(1.9) un automorphisme de F(X) qui applique v e (X) sur u , valant



e

u(x) =«/€éﬁ v(Tx) ,

ou T est un automorphisme de X .

Ces automorphismes, donc leur produit S T prolongent en automorphismes

unitaires de ¥(X) et en automorphismes de J%(X) .

D'autre part, la dérivation en x de la relation (1.5) montre que S, ¢€ ()

l'image s, de §, par (1.3) dans Sp(4) est l'automorphisme symplectique

s, ¢ 2(4) > (x'p') &P (x,0) ¢ 2(4)

défini par les relations
(1'10) b= AX(X,:XZ') s P! = = Axy(xax') )
clest-a~dire par les relations, ob L est inversible :

(1.11) p=Px- "Ix' , p' = Ix - Qx' .

Le groupe métaplectique Mp(4) est le sous-groupe de G(£) dont les éléments

sont les éléments de G(£) ayant une restriction & 3(4) qui soit unitaire ; nous

venons de voir que 8, € Mp(2) 3 il en résulte que la restriction & Mp(y) du mor-

phisme (1.3) est un épimorphisme Mp(4) — Sp(y) ; donc
(1.12) G(s) = Mp(s) « R, .

Puisque le noyau de G(2) =$ Sp(4) est ¢ , le noyau de Mp(£) smip SD(L) est 31;

donc
1
(1.13) Mp(£)/S = sp(x) .
2. LE GROUPE UNITAIRE st(z) .-
On déduit aisément de la définition (1.6) de S, que,
(2.1) si Sy Sp1 Syn =E , alors S, §,, §,, = re .

I1 en résulte que le sous-groupe de Mp(L) engendré par les SA est l'ensemble des

produits d'un couple d'éléments de SA « la restriction & ce sous-groupe du morphis-

me canonique (1.3) est donc un épimorphisme. On déduit de la définition (1.6) de S,

que
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(2.2) si Sy Spr = E , alors 8, 8,,=%E .

I1 en résulte que le noyau de cet épimorphisme est le sous-groupe a deux éléments
(¢] . /
§° = {E, - E} ; rappelons que = E : vV jp~-¥ (produit par -1 de vet (X)) . Done:

les automorphismes §, (de. S (X) , de F'(X) et de (X)) engendrent un revéte-

ment & 2 feuillets, Sp,(4) de sp(2) .

Leurs restrictions & w(X) constituent une représentation umitaire de sz(z) .

La projection naturelle de st(z) sur Sp(e) est: £ Siw s

On prouve que ce revétement est connexe, donc n'est pas trivial,

On prouve enfin que tout élément S de sz(z) est encore le produit des qua-
~tre automorphismes (1.7), (1.8) et (1.9), si 1'on permet 3 la transformation de Fou-

rier de n'opérer que sur certaines des variables indépendantes.
P P

Nous noterons (%) [et 22(2)] l'ensemble des s ¢ Sp(4) [et des Se sz(L)]
qui ne sont pas du type s, [et SA] ;5 Z(2) [et 22(2)] sont des hypersurfaces
de Sp(L) [et de sz(z)] ; 1la projection naturelle de sz(z) sur Sp(4) applique
Z(8) et Spy(e) \ Zp(e) sur n(4) et sp(A) \ E(s) .

Note . -

(2.3) s ¢ Z(2) signifie : X¥ et sX*¥ sont transverses.

3. INERTIE ; INDICE DE MASLOV, mod. 4. - 1Ia pfeuve de (2.1) emploie la formule

(3.2) que voici.

Définissons A' (et A") comme A 1'a été, par la donnée de A(A'), L', P', Q';

la condition

(3.1) s

= L=
A Spr Spn = E s'énonce

P" 4+ Q,' = 1! (P' + Q)-1 tL' ] P + Q." = tL(P' + Q)-1 L ’
(3.2)
o= =ter @7 toe

Cette formule (3.1) prouve que les formes quadratiques définies par les morphis-

mes symétriques et inversibles
P'+Q , P+ Q , P+ Q"



ont le méme indice d'inertie(1) 3
Inert(P'+Q) = Inert(P"+Q') = Inert(P+Q")
nous le nommons inertie de (gA ’ SA"SA“) et le notons

Inert(s ou Inert(SA,SA,,SA") .

A? SA' ’ sAn)
Ainsi
Inert(...) est une fonction, & valeurs €{0,...,4} , de (s,s',8") , définie

pour

S,8' et S"¢dyx , SS'S"=%xE ;

elle ne dépend que des projections s,s',s" de §,S',S" dans Sp(4) ; nous avons :

(3.3) Inert(s,s!',s") = Inert(s',s",8) = Inert(s",s,S') = 4 ~1nert(s"‘1,s"1,s‘1)

Supposons (3.1) vérifié ; (2.1) peut &tre précisé comme suit. Notons

2
(3.4) m(SA) =T arg A(A) mod 4
alors on a

SA SA'SA" = B
quand

-1
Inert(S,,8,,s5,u) = m(8y)-m(8y,)+m(8y,) mod. 4 ,
Aingi
m est une fonction localement constante, & valeurs dansg Zz y, de S , définie
sur sz(z) \ 22(2) ; elle vérifie
(3.5) Tnert(s,S',8") = n(S) - m(S'™ ") + m(S") mod. 4
Ces deux propriétés la caractérisent évidemment.
Elle posséde les propriétés suivantes :
(3.6) n(s™") = 2-m(S) , m(-S) = m(S)+2 mod. 4 .
(15 Un morphisme q : Xeap X* inversible et symétrique, c'est-a-dire tel que

tq =q , définit une forme quadratique :

2
Xpad <QX3X > 53 < QX yX > = = % Lj(x) + E Lﬁ(x),

les Lj et Ix étant 4 formes lindaires indépendantes ; Inert(q) est le nombre des j .
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Note.- m est donc définie mod. 2 sur Sp(4) - =(4)

m(SA) = mCtsA)E signe (dét L) mod. 2

Note.~ Le § 3 définira m comme étant une fonction & valeurs dans X et non

plus dans Z4 .

/ \ ’
§ 2. OPERATEURS DIFFﬁRENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX.

4. Sur X , soit a un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux, dé-

pendant de la variable imaginaire pure V déjd introduite dans (1.6).

I1 a deux formes canoniques :

+ 19 1 3.\%
(4.1) a (V,X,-\j B;c-)' =X a;(v,x)(vé—x- . 3
o

19 1037
(4.2) a (Vo5 539%) = i G352 [a,(vix).] .
A ces deux formes faisons correspondre deux polynomes, valant

- - o
- 2" (vyx,p) = T &) (v,x)p¥ 5 & (v,x,p) = 2 a_(v,x)p~ .
(0%

On prouve aisément ceci :

. o
A cet opérateur différentiel a est associé un polynome a°: (x,p)'...) a (x,p) tel

que :
1 o 192
T 2v 3x.0p . 2v dx.0p _

(4.3) ao(\),x,p) = € a (v,x,p) = e a (v,x,p)
on a noté

62 62 } de X et X%

= . Stant d données duales de e !
%37 ?bx 5. {xj} et {pa étant des coordonnées duale

1 92 n
2v 0x.0p s 1 (l. 62 )
e - n! *2v 0x.0p

opére évidemment sur les polynomes de (xXsp) .
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by

Si le polynome a® est associé a4 1l'opérateur différentiel a alors le polynome

-1 -
2% s : (x,p)l-) aO(V,S 1(X,P)) H

est associé a 1'opérateur différentiel San1 « 8 désigne la projection sur

Sp(s) de S Spy(g) .

§ 3. AUTRES INDICES D'INERTIES DE MASLOV SUR 2(2) .

La topologie algébrique permet d'établir les résultats suivants : il suffit
d'employer des méthodes dues & I, Arnold [3] , comme je 1l'ai fait & Rome en janvier

1973 [2].

5. LE GROUPE FONDAMENTAL DE Sp(g). - Ce groupe fondamental est (cf. E. Cartan):
(5.1) m [Sp(e)] T 2 .

Le groupe Sp(y) possdde donc un seul revétement non trivial Spq(ﬂ) dtordre q
(ge M ou q=+ ®w) 3 nous avons identifié sz(ﬂ) a4 un groupe unitaire opérant

sur ®(X) .

' Notons T, [Sp(¢)] mod. g 1'image de T, [sp(g)] isomorphe & Z, ;

(5.2) T, [sp(g)] mod. q s'identifie 3 un sous-groupe du centre de Spq(g) .

6.LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE A(g). ~ On nomme sous-espace lagrangien de
Z tout sous-espace de 2 sur lequel la forme symplectique [.,.] s'annule identi-

quement.

Lt'ensemble A(g) des 4-sous-espaces lagrangiens est un espace homogine j on
peut 1'identifier & TU(y)/0(s) » quotient du groupe unitaire TU(y) par le groupe

orthogonal 0(y) . I. Arnold [3] a prouvé que le groupe fondamental de A(y) est
(6.1) n, Al = % .

Cette grassmannierme A(y) possdde donc un seul rev8tement non trivial d'ordre

1(ael ou q=+w):n,(e) 5 m [A(e)] opire sur A (£) ; si g est le gé-

nérateur de T, [A(g)] et si Xq € Aq(g) , alors



-9 -

(6.2) BP N = Ay si et seulement si p =0 mod. g .

D'autre part, Sp(g) opére effectivement et transitivement sur A(z) s il

en résulte que Sgw(z) opére effectivement et transitivement sur A (g) s en choi-
=<}

sissant de fagon cohérente les générateurs o« de g [ Sp(2)] et g ae ﬂ1[A(2)] ,

on obtient la formule :

(6.3) o A, = 32 A,o» oo A e (2)

[o<]

Vu (6.2), il en résulte que Spq(ﬂ) opére sur Azq(z) , llimage @ de o dans

Spq(z) opérant comme suit :

2
(6-4) Olq 7\-2q =B )\2q °

En particulier : sz(z) opére sur A4(2) s
1'élément -E de Sp2(£) et 1'élément 52 de 1, [A(2)] daéfinissent le méme homé-

omorphisme de A4(£) .

7. L'INERTIE D'UN TRIPLET DE 4-PLANS LAGRANGIENS. -~ Soient trois g~ sous-es-

paces lagrangiens de Z , deux & deux transverses : A,\'s\" ; nous avons donc

Z=r0o ) =A@\ =2"®r .
Les conditions
(7.1) ze N s 2'e N s, 2"e A" , z+z'4z" =0
définissent évidemment trois isomorphismes

Z
(7.2) z#:jyzv A A
dont le produit est 1l'identité et tels gque
(7.3) [z,2'] = [2',2"] = [2",2]
est la valeur d'une forme quadratique de z ¢ ) , d'une forme de 2z' ¢ ' et d'une
forme de z" ¢ \" . Ces trois formes sont les transformées l'une de l'autre par les

isomorphismes (7.2) ; elles ont donc le méme indice d'inertie ; elles sont de rang ma-

ximum.
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C'est 1l'indice d'inertie de la forme opposée que nous emploierons.

Définition.- Etant domné le triplet ,)\',)\" d'éléments de A(2) , deux

deux transverses, la condition

ze N,2' e \' » z-2"e\"
définit un isomorphisme
Zedyz' , A=R2A'

[z,2'] est donc une forme quadratique de z , dont l'indice d'inertie sera noté

Inert()u)x' a}\")

Evidemment

(7.4) Inert(n,n'sA") = Inert(r',2A¥n) = Imert(n",n,2') = & =Inert(h,\",\") = ...

Inert est une fonction localement comstante, & valeurs dans {0,...,2} N

Soient xq,x'q,x"q € Aq(ﬂ) ; supposons~les deux & deux transverses, c'est-2~
dire leurs projections naturelles ),)',\" sur A{L) deux & deux transverses ; nous

définirons :
. Inert(xq,x'q,x"q) = Inert(n,\'y2\")

8. L'INDICE DE MASLOV D'UN COUPLE D'ELEMENTS DE Aw(z) . On peut construire

une fonction, évidemment unique, appelée indice de Maslov et notée m , qui a les

trois propriétés suivantes :

- elle est définie sur tout couple d'éléments transverses de , (4) et est & valeurs
<]

entiéres :

m()\"m’)"oo) € & ;

- elle est localement constante (en tout point de son domaine de définition) ;3

- elle vérifie la relation
(8.1) Inert(N'5a"sn) = n(A" o) = m(a' o) + m(3' ")

Note.- Cette relation (8\1) définit le cobord en topologie algébrique, sous des

hypothéses différentes des pr¢:édentes.
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Note.- Cette relation (8.1) prouve la suivante :
(8.2) Inert(x,A'A") - Inert(a,A'sA™) + Inert(x,A\";A™) - Inert(r',\",A™) =0 .

Voici les propriétés de cet indice de Maslov : il est invariant par Spm(,e,) ,

c'est-a~dire :

(8.3) m(SA' »S 2 ) =n(a'_s) » ot S e 5p (4) ;
(8.4) m()\'wﬁ\m) + m()\ms)\'m> =4 3
(8.5) n(g A ,e™) - a(a'_) = pp'

4 condition de choisir convenablement le générateur p de ﬂﬁ[A(z)] .

Note .~ La relation (8.5) prouve que m est défini mod. @ sur les couples

x'q,xq dtéléments de Aq(Z) s les relations précédentes valant alors mod. q .

Par exemple : m est défini mod. 2 sur Az(z) s qui est l'ensemble des 4~
sous-espaces lagrangiens de Z orientés (au sens euclidien du terme) ; les orienta-

tions de Ao et x'z sont compatibles avec la dualité de ) et ' définie pax

la fonction bilinéaire de z ¢ ) et z' ¢ )' valant

m()\?297\2)

("'1) [Z’Z‘] ;

m(X*z,xz) = 0 mod. 2 signifie que la projection paralldle & X* projette A,

orienté sur X2 orienté.

9. L'INDICE DE MASLOV de s ¢ Sp (4) .~ L'inertie d'un triplet d'éléments,
© [=e]
deux 3 deux transverses, de A(L) (n° 7) et celle d'un triplet d'éléments de

sp(£) \ Z(2), dont le produit est l'identité,(n°® 3) sont liées comme suit :

Soient s,s',s" ¢ Sp(#) \ Z(2) (voir (2.3)) tels que s s's" =E ; on a

- -1
(9.1) Inert(s,s',s") = Inert(s 1X¥,X*,S'X*) = Inert(s"” X¥,X¥,8X%) = ...

Définissons sur Spm(Z)\ zw(z) une fonction m par la relation :

UNIVERSITE
(9.2) m(s ) = n(X* ,s X¥ ) DES SCtF 773 [7 TECHNIGUES
[} o] o« [=2]

=3
i I N s 1 |
34. MBINTUELIER
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(Nm € Zm(y) signifie e %(2) ; nous choisissons X*m € Aw(ﬂ) de projection X¥)
Cette fonction m a donc les propriétés suivantes, qui la caractérisent :

- elle est & valeurs entiéres ;

- elle est localement constante ;

- elle vérifie la relation, ob s s!' s" =E (dans Sp (»)
[~} (=~} [~] <]
(9.3) Tnert(s,s',s") = n(s )-n(s' ™) + m(s" ) .
[o+] (=] @

Elle posséde en outre les propriétés que voici

il
=

(9.4) n(s ) +n(s ™)
(9.5) m(o"s ) - m(s ) =2qa ,

3 condition de choisir convenablement le générateur o de ﬂﬁ[Sp(ﬁ)] .

Note.- La relation (9.5) prouve que m est défini mod. 2q sur
S Z (L 3
2 (1) \ Z(8)

qu(z) opére sur Azq(z) ; les relations précédentes valent mod. 2q quand on y
A % %
remplace Spm, ? Xm par Spq ’ A2q y X 2q °

L'unicité de m prouve que,sur SpZ(L) s M mod. 4 est 1l'indice de Maslov

défini mod. 4 par (3.4).

10. UN INDICE D'INERTIE MIXTE est 1l'indice d'inertie qu'emploiera 1'étude des

variétés lagrangiemmes (§ 4, n° 12).

Définitions.~ Soient s e Sp(2)\ =Z(£) , % et ' e A(L) ; supposons ) et

\! transverses & X¥ et tels que
A=A
nous définissons alors
(10.1) Tnert(s,n,\') = Inert(s™ X*,X%,3') = Tnert(X*,sX*,)

Les propriétés de cet indice d'inertie sont évidentes :

(10.2) Tnert(s,n,\') = 4 - Tnert(s™ ,a",2) ;



- 15 =

(10.3) Tnert(s,2,2') = m(sg) = B(Fppsnoy) + m(F*o050 00y 1oa, 2q

] —_ ]
si K2q = sq A 2q °

Note.- C'est le cas q = 2 qu'emploie la théorie des solutions asymptotiques.

/
§ 4. VARTETES LAGRANGIENNES DANS Z(y) .
11, DEFINITION D'UNE VARTETE LAGRANGIENNE. - Une variété V(g) de 2(y) est
dite lagrangienne quand
(11.1) dim V(4) =1 ,dpprdx=0 sur V() ,

en notant dp A dx = d < p,dx > .

Phase.- Puisque la forme < p,dx > est régulidre et fermée sur V() , 1'é-

quation

1 1
(11.2) G =< pydx> =75 [2,dz] +5 d< pyx>
définit, & une constante additive prds, sur le revétement universel V(g) wune fonc-
tion
(11.3) o= V() =pR ;

on dit que ¢ est la phase associée & vie) .

12, GROUPE SYMPLECTIQUE ET VARTETES LAGRANGIENNES. - Tout élément s de Sp(4)
transforme évidemment une variété lagrangiemne V'(y) en une variété lagrangienne
V(g) = sV'(g) ;3 si on choisit de fagon cohérente les constantes additives de leurs

phases p et ¢' , alors

(12.1) 908 -

est la restriction & V'(y) de la forme quadratique valant en (x',p') @

T<px>-2<phx'> , o (xp) =s(x'p') .

Supposons les £-plans tangents & V(g) et & V'(y) +transverses & X¥* : on

peut prendre pour coordonnée locale x sur V(g) et x' sur V'(g) ; les condi-
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tions
(x,p) € V(,@) 9 (X',p') € V'(E)

s'énoncent respectivement

o
(12.2) p=w_ , D' =o', (o, =&Y

L'automorphisme s de Z(4) a pour restriction & V'(4) wune application

(12.3) s V(e V(g) ,

que nous noterons, en coordonnées locales,

x’._g_x(x') R
Supposons s £ =(y) , clest-a~dire s du type sy (n° 1) ; alors (12.2)
s'explicite comme suit, vu (1.10) :
(12,4) ¥y = AX(X,x') , CP'X! = - Ax'(x,xi) s ol X = x(xy) :

puisque dét(Axx,) = dét L £ 0 , chacune des deux solutions (12.2) définit 1'appli-
cation x'— x(x').

Bien entendu, (12.3) donne, conformément & (12.1) :

o(x) - o'(x') = A(x,x")
clest-a-dire

1 kY
(12.5) o(x) -2 <px> = '(x') =2 <pLx' > , wu (12.2) .

Les deux définitions équivalentes (12.3) de 1l'application =x+— x(x!') permet-

tent de calculer deux expressions équivalentes que voici de son déterminant fonction=-

nel :
Ay _‘Hessx, [pr(x') + A(o,x')]r 22(a)

(12.6) ot = A2(A) “Hess_ lo(x) + A(x,0) ]

Ce calcul montre en outre ceci : les deux hessiens figurant dans (12.6) ont le méme

indice d'inertie.

(12.7)  Inert Hess_, [p'(x') + A(o,x')] = Inert Hess_ [e(x) + A(x,0)]

= Inert(s, A" (x'),2(x)) ,
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o A'(x') est la direction du g-plan tangent & V'(4) en x' ,

2(x) est la direction du g-plan tangent & V(L) en x ;

(12.8) sa'(x') = AMx) quand x = x(x') .

13, UNE qmORTIENTATION DE V(£) est une application continue
v 2
AOE YNC
dont la composée avec la projection naturelle
Ag(8) =pen(e) -

est 1l'application V(L) wd A(L) appliquant chaque point 2z ¢ V(£) sur la direction

» e A(£) de son 4-plan tangent.

Soit 8, € Spq(,@) , de projection naturelle s ¢ Sp(y) . Puisque 8y opére
sur Azq(z) , S

v(2) = sV () .

q applique une 2g-orientation de V'(y) sur une 2q-orientation de

Reprenons les formules (12.6) et (12.7) ; supposons s ¢ Z(4) , donc s =s

définissons, si Q est une forme quadratique de rang maximum,
(13.1) arg Hess(Q) =7 Inert(qQ) .

L'argument du déterminant fonctionnel d’q’x/dzx' peut &tre défini comme suit mod.2qm ,

compte-tenu de (3.4) :

d’e X

d'ex'

(13.2) arg = T{Inert. Hess_, [o'(x') + A(o,x")] - m(sq):l mod. 29T

n[ Inert(s,)' (x'),r(x)) - m(sq)] mod. 2qT

Ky 15y (x1)) = (600 (1] mod 207
cette dernidre expression emploie (10.3), suppose x = x(x') et note )\'Zq(x') 1'i-
mage dans Azq(,@) du point d'abcisse x' de V!'(4) 2g-orientée ;
—_ 1
(13.3) . Moq (%) = s Ao, (x?)
est 1'image dans A2q(£) du point dtabcisse x de V(L) 2g-orientée.

Note.- Le § 6 emploiera pour gq = 2 ce résultat, qui définit alors une déter-
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mination de

df'x
I,

d x!

§ 5. LES ESPACES q—SYMPLECTIQUES.

14. L'ESPACE Zq ET SES BEPfIRES. - Soit Z 1l'espace vectoriel symplectique
de dimension 2 £ , c'est-a-dire R2'e' muni d'une forme bilindaire alternée [.,.]
de rang maximum j; notons Zq la domnée de Z et de q € {1525000y o } 3 (nous ne

?

définirons et n'utiliserons dans Zq que des 2q—orientations).

Notons A(Z) la grassmanmienne lagrangienne de 2 , c'est-&~dire l'ensemble
de ses A-sous-espaces lagrangiens ; soit Azq(Z) son revétement connexe & 2q feuil-

lets ; q est un entier = 1 donné,

Notons X = R” , X* sondual ; soit Z(4) 1'espace symplectique défini par

X® X*¥ et la forme valant
[Z,Z'] =< PyX' s =~ < plyx >

pour Z=x+p , 2'=x'4p' , x et x' e X, p et p'e X* .

»

Soit A(¢) 1la grassmannienne lagrangienne de Z(4) . 8p(4) est un groupe d'auto-
morphismes de Z(4) ; il induit un groupe d'homéomorphismes de A(L) 3 Spq(z) in-

duit un groupe d'homéomorphismes de Azq(,@) .

Un g~repére R de Zq est constitué par :
- un isomorphisme Jp : Zwp Z(4) , compatible avec la structure symplectique ;
- un homéomorphisme hy Azq(Z) ,.;Azq(.%) ayant pour projection naturelle 1'homéo-

morphisme A(Z) emp A(2£) induit par jgp -

Soient deux repéres de Zq_ s

R=ijhR H R':jR'xh_R‘ .

Bvidemment K

oL -
jp dgi € Sp(e)
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N RO YO
1

a pour projection l'homéomorphisme A(L) — A(2) induit par g jR'- o Il est

e

2 . s . -1 . . 2o 2 R!
évident que l'homéomorphisme hR hR' est induit par un élément Sy de Spq(ﬁ)

cet élément est unique ; nous pouvons donc l'identifier 2

. -
RRY = Jp Jp XhHhR'1 ’

donc écrire :

R! N R!
(14.1) _ R=sp R' , ol spe Spq(z) .
R' ’ 3 - ’
Sp est défini par la donnée de R et R' ; c'est le changement de repéres 3

évidemment :

R! R" R ]
R Spr Spn = E sR =K s8i et seulement si R = R' .

S R

Nous écrirons désormais R pour jR ’ hB. ou jR X hR .

Un automorphisme sq de Zq est constitué par un automorphisme s de Z et
un homéomorphisme de Azq(Z) , dont la projection sur A(Z) soit induit par s .
Son image dans R et dans R' est qu i € qu(f&) , Rt 8y pr! € Spq(,e,) , liés

par la relation

1 R

[} 1=
R sq R SR, .

Le groupe Spq(Z) des automorphismes de Zq est donc isomorphe 3 Spq(z) ; chaque

1
repére R' définit un isomorphisme R! : Spq(Z)-_» Spq(z) 3 sg le transforme en
R: Sp (2 S .
p,(2) — Sp,(2)

La notion d'inertie et celle d'indice de Maslov mod. q@ ont évidemment, sur

Zq , un sens invariant par Spq(Z) , puisque dans chaque repére elles ont un sens

indépendant du choix de ce repére.

15, VARIﬁTﬁ LAGRANGIENNE de Zq .~ Dans 1l'espace q-symplectique Zq , les
notions suivantes on évidemment un sens : variété lagrangiemne V ; 2q-orientation

de V .

Tout gq-repdre R définit, & une constante additive prés, sur le revétement
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v

universel V de V' , une phase ¥R * {T.;,R par la relation

(15.1) d:pR=<p,d.x> y O Rz =x+p , x€ X, pe X*.
Vu (12.5)
(15.2) | 9(2) = gp(a) - 3 < psx >

est la valeur d'une fonction ¢ : Vep R , indépendante de R , définie par
1

Evidemment, x est une coordonnée locale de V au voisinage de tout point 2z

de V tel que A(z) soit transverse 2 BT x* ; nous noterons V\ I 1'ensemble

de ces points 2z ER ne dépend que de R"‘I X* 3 ZR est le contour apparent de
1

X* . BSoient x et x' 1les co-

V relativement & R ou, plus précisément, & R
ordonnées locales définies au voisinage de z e V\ Zp U ZR' par R et R' ; soit
ax / a'x' 1le déterminant fonctiommel de la bijection x'— x(x') ; la formule

(12.6) donne une expression de d'e'x / &x' ; 1la formule (13.2) aéfinit son argument

mod. 2qn .

Voici l'une des expressions de cet argument : soit )‘2q(z) la direction en 2z

du plan tangent & la variété V munie d'une 2q-orientation ; soit x*2q c Azq(i") ’

de projection X* sur A(L) ; notons

-1
(1504) mR(Z) = m(R X*zq ’ 7\2q) H
alors
df'x
(15.5) a.rg?—'- =T [mR,(z) - mR(z)] mod. 2qT .

la valeur de mp dépend du choix de la 2q-orientation de V et du choix de

X* s mais la valeur de

2q Dp, = Dp en est indépendante.

Note.- La formule (15.5) est compatible avec la définition suivante :

(15.6) arg. d'zx = - 'nmR(z) mod. 2qT .
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§ 6. SOLUTIONS LAGRANGIENNES ET ASYMPTOTIQUES.

Nous supposerons désormais q = 2 . Rappelons (§ 1) que sz(g) est un groupe

4
d'automorphismes 8 de F(X) , 3(X) , Sx) , unitaires sur w(X) .
Ia projection naturelle de S sur Sp(4) est notée s .

16. FONCTIONS LAGRANGIENNES. - Donnons-nous dans l'espace symplectique 22 une va-

riété lagrangienne lisse V de phase ¢ :

dyp' ;.-.-%: [z,dz] .

Soit R’ un 2-repdre de Z, ; définissons

M 1
QPR' : V‘*R bar CPRl(Z>=(P(Z)+E< pyx's

ol ze¢V, R'z = x'+p', x' ¢ X, p' € X¥ ; donc d:pR,(z) =< p'y,dx' s> .

Notons Up, une fonction de z ¢ V\ Z,, , fonction formelle de ve iR ,

du type :
' VCPR, (2)
ol ap, est la série formelle, & coefficients indéfiniment différentiables :

apy(v,2) = ? VoY ajR,(z) .

Soit R un autre 2-repdre de Z2 ; le changement de repére est

Rt
Sp € Spy(4) .

Soit f' wune fonction de (Vv,x') admettant, pour Vv tendant vers in , le déve-

loppement asymptotique

(16.2) u'R,(v,x') = Z . UR,(V,Z) ;
£2] R zex ' +%%)
]
Sg f' est une fonction f de (v,x) ; 1la méthode de la phase stationnaire montre

que f admet un développement asymptotique

'LLR(V,X) = Z UR(V’ Z)_

{z | Rze x+X*}
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ol UR est défini comme UR' 1'est par (16.1) et est unique ; nous écrirons

(16.3) u_R=Sg'u.R, , U, =ShU.,

R R "R!

1
Sg opére localement sur Up, et UR' » en conservant le support de Up, :

Supp Up, = L; Supp ospy V.

Nous dirons que UR et up gont des fonctions v-formelles définies respec-

tivement sur V et X 3 u, sera nommée : projection de UR .

La dormée sur V \ ZR pour chaque 2-repére R d4'une fonction v-formelle

UR telle que
1
(16.4) Uy = Sy U,

constituera une fonction lagrangienne U = {UR} définie sur V 3 UR sera son ex-

pression dans le repére R et u, sa projection sur X dans ce repére.

L'allure au voisinage de ZR de l'expression UR de U peut &tre précisée :

au voisinage d'un point 2z de ZR n'appartenant pas 2 ZR' on calcule
1]
Up = Sg Upr

au moyen de UR' par la méthode de la phase stationnaire ; elle introduit 1l'indice

d'inertie d'un hessien ; cet indice s'identifie 3

Inert (Sg' ’ R)\4 ’ R')\4) ’

A, étant le plan tangent 2 V en z ; plus précisément, vu (3.4), cette méthode
introduit

Inert (Sg' ’ R)\4 , R14) - m(Sg’) mod. 4

c'est-a-dire, vu (10.3) et la définition (15.5), ok q = 2

/ £
arg d-x mod. 27T .

d‘e’x'
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On obtient ainsi la structure des expressions UR des fonctions lagrangiennes

.1

@ i) 3ps(?) © :

™M 8

(16.5) Up(vy2) =

3=0

ou : N est une mesure régulidre ~ O sur V

A/d'ex est une demi-mesure, définie sur V par (15.6), o q =2 3

]

v
les Brj sont des fonctions Ve ¢ , indéfiniment différentiables ;

BRO est indépendante de j et est notée Bo

Puisque UR(v,z) est une fonction v-formelle sur V\ Zp , chacun des termes

de (16.5) doit &tre une fonction définie (donc uniforme) sur V\ Zp ; autrement

dit :

N
v + (J+3) T omp

(16.6) By © est uniforme sur V\ ZR :

si V est orientable (au sens enclidien) (16.6) s'énonce :

. + i
(16.7) . e\)(P R est uniforme sur V\ Zp .

17, OPE'}BATEU'RS PSEUDO-—DIFT‘ﬁRENTIELS. - Soit ao une fonction v-formelle

9

définie sur 2 et de phase nulle :
(17.1) a’(v,z) = = NI aoj(z) (série formelle) .
J

Soit R wun repére de 2 ; notouns aoR la fonction v-formelle définie sur

Z(y) par

(17.2) 2® (v,x,p) = a°(v, B (x2))
donc

(17.3) 22 =2a% . ot
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soit
1 d Q
_— i, =

<
ox ?
2v 'X O.P aO(V’x’P) ;

+
at(v,x0) = o
- 1 b ’
si a° est un polynome en (v 1,X,p) , alors ap = a;.(v’va'gi) est un opéra-

teur différentiel & coefficients polynomiaux ; l'application (§2, n° 4)

o + 1 9
a aR = R(V’x’-\; 3;()

se prolonge par complétion en une application de 1l'ensemble des a° sur un ensemble
' oné _.+ lit 3 1
d'opérateurs ap = ap (v,x,V éx)) ap est un endomorphisme de 1'ensemble des up

et de l'ensemble des UR 5 ap opere localement :

Supp uRC Supp ap Up Supp URC Supp ap UR .

¢ R
ap est le transformé de apy Dbar Sp ¢

R! R
(17.4) ap = Sp g1 Spr
R! . R'
done ap Up = Sp (aR, UR,) si Up=Sp Up o

Etant donnée une fonction lagrangiemne, U = {UB} y 1l existe donc une fonction
lagrangienne aU = {aR UR} .

L'opérateur

(17.5) a=1{ap} : Tamppa U

est nommé opérateur pseudo-différentiel de 2Z 3 ap est son expression dans le re-

pére R .
a U ne dépend que de U , qui est défini sur V , et du germe de a° sur V ,

N\ 3 O P4 . e
clest-a~-dire des valeurs sur V de a et de toutes ses dérivées.

Nous nommerons solution lagrangienne de 1l'équation pseudo-différentielle

au=20

toute fonction lagrangienne U vérifiant cette équation ; en général cette solution

n'existera que pour certaines valeurs particuliéres de Vv .
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Note.~ Un cas important, o a est self-adjoint, est le suivant :

a°® est indépendant de v , est & valeurs réelles et

(17-6) ‘ 2 2 > a,o(x,p) =0

+
<%=’ 3p , (donc a™=2a®%) .

18. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES., -~ Soit, sur X , wun opérateur différentiel

1 . s . .
aR(v,x;; ’ §%> 5 1l est évidemment 1l'expression dans R d'un opérateur pseudo-dif-

férentiel de Z unique : a .

Soit uR(v,x) une solution asymptotique de 1'équation

1 0
(18.1) aR(V,Sg"\')' g;c') U.R(\),X) =0 3

c'est, par définition, une fonction v-formelle sur X vérifiant (18.1). Un calcul
classique donne la phase ¢p de up par résolution d'une équation aux dérivées

partielles du premier ordre [c'est-a-dire par construction d'une variété lagrangienne

V de 2(4) appartenant 3 une hypersurface dommée de %(4)] et 1l'amplitude ap
de up par intégrations le long des caractéristiques de cette équation : up  est
la'projection d'une solution v-formelle UR sur V\ ER de 1lt'équation
(18.2) ap Up = 0

Ia théorie précédente montre que localement, de chaque cdté de ER y UR a la

structure (16.5), BRj pouvant donc faire un saut & la traversée de ZR s en géné-

ral UR est indéterminé.

On l&ve cette indétermination en imposant & UR d'avoir la structure (16.5) qui

implique (16.6) ou (16.7) ; c'est imposer & U, d'étre l'expression dans R dlume

fonction lagrangienne sur V , U , gqui est évidemment solution lagrangienne de

1'équation
(18‘5) alU=20 .

On peut dire que c'est imposer 3 UR de vérifier, en un certain sens, (18.1)

méme sur Zgp e
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C'est la condition que Maslov impose aux solutions asymptotiques(sans la justi-

fier, puisqu'il n'emploie pas la notion d'opérateur pseudo-différentiel).

Note.- Dans le cas particulier ou a® vérifie (17.6), Bo est constant et
cette condition s%¥énonce
\)q)+%im

(18.4) e B ot les BRj sont uniformes sur V .

19. LES APPLICATIONS DE CETTE THEORTE semblent limitées 3 des équations treés

particulidres. Voir [T7].

L'une d'elles est 1l'équation relativiste stationnaire de Schrddinger, avec
champ magnétique non nul ; cette équation vérifie (17.6). Elle dépend d'un paramd-
tre : "l'énergie" ; l'ensemble des valeurs de l'énergie pour lesquelles elle posséde
une solution, d'ailleurs unique, est "le spectre'". Ce spectre se trouve &tre rigou-
reusement le méme, qu'on impose aux solutions d!'@&tre des fonctions de carré sommable
ou d'8tre des solutions asymptotiques, c'est-i-dire des fonctions v-formelles (ici,

v ='% ou 2714 = constante de Planck).

C'est également vrai de 1l'équation de Dirac.

Le spectre est repéré par des entiers : les nombres quantiques ; c'est seulement
quand ces nombres sont grands que la solution fonction de carré sommable est appro-
chée par la solution asymptotique. Celle-ci est toujours définie en premiére appro-
ximation par une trajectoire et une densité d!'électrons relativistes. La notion de
solution asymptotique donne donc une formalisation de la premidre théorie des quanta
qui différe de la mécanique ondulatoire, qui emploie cependant les équations de

Schrddinger et de Dirac sans altérer leurs spectres.
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