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PROJECTION SUR DES ENSEMBLES FERMES NON CONVEXES

DANS LES ESPACES DE BANACH

par

Melle Marie-Frangoise BIDAUT

(Ie texte ci-dessous est extrait des Théorimes d'existence

et d'existence "en général" pour des problémes de contrdle optimal)

Analyse Numérique et Fonctionnelle
UNIVERSITE PARTS VI
e‘b C.N.R. S'

TEEORﬁMES DE PERTURBATION

Nous donnons ici quelques compléments aux résultats d'Asplund [1], Stetchkine [1],
Edelstein {1] [2], Baranger [1].

\
THEOREME 2.1, ~ Soit X un espace de Banach S.D.S. (strong differentiability

gpace). Soit M un sous-espace fermé de X de codimension finie m . Soit F

une application de X' dans R , s.c.i. (pour la topologie forte), telle que, pour

tout x appartenant & un voisinage ouvert U de O dans X ,

inf  (F(y) -<x%») > - .
ye X!

Alors il existe un sous ensemble DM s Gy dense dans UN M , tel que, pour tout

xeD, , il existe y(x) e X' vérifiant

Fly(x)) - <x,y(x)>= inf  (F(y) < x,9>) ;
ye X!

et 1'ensemble des y(x) est conteru dans une variété linéaire de dimension

m : y(X)/M

est unique, toute suite minimisante Yn est telle que yn/M converge fortement

dans M' vers y(x)/M , et l'application x - y(x)/M est_continue sur Dy .




I1I1.2 M-F, Bidaut, Projection sur aes ensembles .

REMARQUE 2.1. - Ce résultat compléte celui d'Asplund [1] relatif au cas ou

m=0 .

DEMONSTRATION. - Soit F* 1la fonction polaire de F , définie sur X par

(x) = sup ( <x,¥ > - F(y))
ye X!
La restriction de F* 2 M (sous espace fermé de X de codimension finie, donc en-

core S.D.S.) est convexe, continue sur U N M , donc Fréchet-différentiable sur

un sous-ensemble Iy , GS dense dans U M et l'application x - vF*¥(x) (diffé-
rentielle de F*¥ en x) est continue de DM dans M!

Soit x¢ DM et soit y, une suite minimisante quelconque : pour tout € > O ,

il existe n(e) tel que pour tout n = n(e) ,

(2

Fyy) - <xy,>=- Px) + ¢

1A

d'or, pour tout ze M

FP*(z) 2 < 2oy, > - Fy) 2 P¥(x) + < z-x,5,> - €

1 —_ ! e
Posons y' = Yo/m Donc y' €9, ™(x) .

11 en résulte que y‘n converge fortement vers vF*(x) dans M
d'Asplund et Bockafellax[1](%}

Et d'aprads (2), F(yn) est borné. N
Désignons par N un supplémentaire (topplogique) de M . Alors X' =N + Mi' et,
identifiant M' et N7

, d'apreés

1
— 1 1" 1"
V. =Y +y avec y" e M

Or par hypoth&se inf (Fly) =< 2,5y>)>-o T2eT
ve X'

L'espace N étant de dimension finie, ceci entraine (en prenant

Z::ei ! (ei)i=19.,m

étant une base de N) : L H4e¢ R, Epg >0 , tels que

Py' + vy za+ply'ly » W' v, wr e nt

(*) L'introduction du sous différentiel & € prés, permettant de simplifier

quelque[pﬁu la démonstration donnée dans Bidaut [ 3] m'a été suggérée par Raoul
Bobert | 1].
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dcric y"n est borné, dans M"L de dimension finie.

{
Nous pouvons extraire une suite yc convergeant vers y" € M~ . D'ch
!
¥, = y(x) = vF*(x) + y" € vF*(x) + M~ .

Et par passage & la limite dans (1),

F(y(x)) ~<xy(x)>=inf (F(y) ~<x¥y>) .
ye X
REMARQUE 2.2. - Le Théoréme 2.1. permet de préciser dans le théoréme 1.1 (res.1.2)
. 1
la structure de 1'ensemble de tous les W e Lq'(B,Zg) (resp. 0 ¢ 1° (B,E')) pour
lesquels Jw (resp. Jé) atteint sa borme inférieure : son intersection avec toute

variété lindaire de codimension finie est un ensemble gras (i.e. contient un ensemble
Gb dense).

Du théoréme 2.1, résulte aisément le

SJOROLLAIRE 2.1. - Soit X un espace de Hilbert. Soient S un fermé (m.m. : un

fermé borné) de X , et F une application de S dans R , s.c.i. minorée

(m.m. : S.C.S. majorée).

00it M une variété lindaire fermée de X , de codimension finie m . Alors

i. existe un sous-ensemble DM ,

il existe s(x) € S vérifiant

G. dense dang M , tel gue pour tout x ¢ DM
§

F(s(x)) + ||x-s(x)||? = inf S(F(s) + ||x-s|2) (mem : = sup) .

S€

_'ensemble des s(x) est contenu dans une variété lindaire de dimension m (de

direction orthogonale & celle de M) : PTody s(x) est unique, toute suite minimi-

sante s, est telle que projM s, converge fortement vers projM s(x) , et l'ap-

p.-cation x - projy, s(x) est continue sur Dy -

e corollaire admet les extensions suivantes :

THEOREME 2.2. - (borne supérieure) Soit X wun espace de Banach reflexif, ayant

1o propriété des suites (i.e. si X € X converge faiblement vers x e X et

Hxnn - |lx H ,» alors x = converge fortement vers x) . Soit S ‘un_fermé borné de

X , et F une application de S dans R , S.C.S. majorée.,

So.t pe [1 +w| .« Soit M une variété linéaire fermée de X , de codimension

finie m . Alors il existe un sous-ensemble DM ’ G& dense dans M , tel que

pour tout x e Dy il existe s(x) € S vérifiant
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(s(x)) + ”x—s(x)“p = sup (F(s) + HX—SHP)
Se B

Si p>1,m=0 et X est strictement convexe, s(x) est unique, toute suite

maximisante converge fortement et l'application x - s(x) est continue sur D, .

REMARQUE 2.3. - DNous donnerons au cours de la démonstration la structure de
1'ensemble des s(x) (pour tous p et m) ainsi obtenus. Signalons que ce théo-
réme peut s'étendre aisément & des fonctions de la norme plus générales que £ - gp ’

vérifiant les hypothdses données dans Baranger et Temam [11.

DEMONSTRATION DU THEOREME. - L'espace X est réflexif, donc S.D.S. d'aprés
Troyanski [1].
Nous pouvons supposer F # -~w , et par translation Oe¢ M ., Soit f 1'appli-

cation définie sur X par £(x) = sup (F(s) + Hx-s“p) . la restriction de f
Se S

3 M (espace S.D.S.) est partout définie, couvexe, s.c.i. sur M , donc continue
sur M , donc Frechet différentiable sur un sous-ensemble DM ’ G6 dense dans M ,
et l'application x - Vf(x) est continue de D, dans N'

Scit s, une suite minimisante quelconque pour tout € s 0 il existe n(e) tel

que, pour tout n z n(e) .
P(s ) + ||Jx-s ||® 2 £(x) ~ ¢

d'ol pour tout =z ¢ M

£(z) & F(s) + HZ~San z £(x) + Hz—sn”p - ||x=s, Pye
Pour tout ne¢ N , soit 2, € X' tel que “Zn” =1 .
(3) HX"Sn” =< X=Sp 0 Fp >

d'ou, pour tout ze M ,

f(z) = £f(x) + < Z=X,¥, > + €
avec
(4) In = p”X'Sn”p-1zn
car pour tout 2z ¢ X
() 2= ||® 2 fixes |® + < x5, >

Désignons par N un supplémentaire (topologique) de M ., Alors comme pour le théo-
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R 4 1
réme 2.7 , v, = y'n + y"n , avec y'n € M' = N7 et y"n € M , y'n € égf(x)
Donc y' ~ converge fortement vers vf(x) .
|
Puisque 'zn” =1 et S est borné, Y, est bornée. La projection sur M étant

cuntinue, y"n est bornée dans MJ' 3 nous pouvons extraire y"v convergeant vers
v € M™ . Donc y, - ¥ = vE(x) + y" dans X' . ILa suite s, est bornée, nous
pouvons extraire 8, convergeant faiblement vers s = s(x) ¢ X .

D'apres (5)

sl = s P + < s - sy, > = Lin x5 2 [x-s]]°
d'os lim Hx-sp”p = |jx-5||®
et Lin [je-s, )| =|ps]

L'espace X ayant la propriété des suites, il en résulte que sp converge fortement

vers s (donc s ¢ S) et

1P) 2 F(s) + ||x-s

£f(x) = lim(F(sp) + Hx—spnp) = liE(F(S“) + ||x-8

donc s 7réalise la borne supérieure.

Nous pouvons préciser la structure de l'ensemble des s(x) ainsi obtenus : d'aprés

(2) et (4)

< x-8(x),y > = ||[x-s(x)|| |||
ot Iy = ll-s|P

iésignons par J la multiapplication de dualité de X' dans X .
Mors s(x) e x - A J(y) , avec ye vf(x) + n*

et - si p=1 A > 0 quelcongue

- si p>1 % est fonction de y

-

0 si y=0

Ay) =4
|

1 — .
KW&\T(M%')P” si y£0

En particulier, dans le cas ou X est strictement convexe, (J est une application

(continue)), et o m =0 ,

- si p=1 s(x)=x- A(vf(x)) appartient & une demi-droite contenant x
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- 81 p>1 s(x)=x-2vf(x))I(vf(x)) est unique et l'application
x - s(x) est continue sur DM = DX (comme composée des applications continues
vE et AJ) .
REMARQUE 2.4. -~ L'unicité résulte de la stricte convexité de l'application
P 1
§ - € pour p> .
Yo1r un contre-exemple pour p = 1 dans Bidaut [51.

REMARQUE 2.5. - ©Nous retrouvons le résultat du corollaire 2.1 : X étant un espace

de Hilbert (identifié & son dual), et p=2 ,m= 1 ,

s(x) = x - %:5 {(x ~ 2£é£l)+ M

der.z s(x) appartient & une variété lindaire de dimension m .

iHEOREMS 2.3. - (borne inférieure) Soit X un espace de Banach uniformément

c.rvexe. Soit & un fermé borné de X et F une application de S dans R

S.c.1. muuorée, soit p= 1 . Alors il existe un sous-ensemble D, G6 dense dans

X , tel gue pour tout xe¢ D , il existe s(x) ¢ S vérifiant

7(s(x)) + ”x—s(x)”px inf (F(s) + Hx—s”p) .
se S

Si p>1, s(x) est unique, toute suite minimisante converge fortement, et l'ap-

a4
——

piication x - s(x) est continue sur D .

o démonstraticn de ce théoréme reprend celle de Baranger [1] dans le cas 1 =1
et se ramdne au cas F = O en se placant dans X y R dans le cas p> 1 (voir
Bidaut [s]).

REMARQUE 2.6. - Relativement & une variété linéaire fermée de X , de codimension

1 nous n'aw.ns jusqu'a présent obtenu de résultat analogue & celui du théoréme

i3

2.7 que aans le cas p=1,m=1 , ou dans le cas d'un espace de Hiltert,
p=2,ma1 (corollaire 2.1). Par ailleurs, nous ignorons si le théoréme peut
s'=-endre & des fonctions plus générales de la norme.

enfin le théoréme 2.3 est-il valable dans un espace réflexif ayant la propriété des
suites? Mous indiquons en appendice un résultat positif en ce sens : le théoréme

d'rcelstein R lest valable dans l'espace X = V x R™® , ou V est uniformément

"\m . Id
convexe, N est muni d'une norme quelconque, et X est norme par

H(V’g)“x = ||[vliy + H§HRm .
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Nous constatons que X n'est méme pas strictement convexe, mais est réflexif et a

la propriété des suites. Par contre Edelstein [3] a donné un contre exemple (avec

m = 1) dans le cas ot X est normé par |||(v,E)||]| = sup (Hv“v,|§|) . Observons

que cet espace est réflexif mais n'a pas la propriété des suites.

REMARQUE 2.7 . - Le Théoréme 2.3. permet de donner des résultats d'existence "en

by

général" analogues & ceux du théoréme 1.1(resp. 1.2), relatifs 3 des fonctions "colt"

du type
Jé(y,V) = 3(y,v) + ||£(y,v) - g|®
= j* y(ysv) + v(@) + ||£(,v) - g||f
avec pz1 , Ee¢ Lq(B,Zg)
(resp. Jc(y,v) = J(y,v) + Hv-g”% avec pz1 , Qe 1°(8,E))

sous des hypothéses convenables sur 7, et E .

APPENDICE., -

PROPOSITION, - Soit V wun espace de Banach uniformément convexe., Soit X , V x R" ’

ol R™ est muni d'une norme quelconque, et X est normé par HXHX = HVHV+H€” o
pour tout x = (v,E) . R

Soit S un fermé de X . Alors il existe un sous-ensemble D , dense dans

X , tel que pour tout xe¢ D il existe s ¢ S vérifiant

||x-s|| = inf |x~s'|| 5 (i.e. : x se projette sur §)
s'e S

DEMONSTRATION. - Nous allons démontrer que pour tout € ¢ R™ s, 1l existe

I% , GS dense dans la variété linéaire H_ paralléle & V contenant £ , tel

que tout point D_ se projette sur S ; d'ol résulte aussitdt la proposition.
Soit § ¢ R® . Soit S, la projection de § sur V :

sy={@eVlENeRrR” , (9,1) ¢ 8}

e

et pour tout o ¢ Sv , sSoit %3 la "section de S par o" :

S, = {MeR"|(o,n) e 8} .

Donc Sv et %; sont fermés.
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Soit F 1'application définie sur SV. par :

F(o) = inf Im-€ 1] m
Ne s R

€%

Alors F est définie par un minimum : soit ﬂn € Scr une suite minimisante

Myl g = FC)

e m » .m
donc Tln est bornée dans R , nous pouvons extraire n, - T dans R . Donc

@om,) » ;M) dans X , et (o,M) € S, H”v""il‘Rm“’ Hﬂ-gllﬁm .

d'ou F‘:7 = “'n-gu _— De plus F est s.c.i. pour la topologie forte de V

soient re R , et o, € V tels que E(Gn) =r et o, =0 dans V . Il existe

donec ﬂn tel que

n, € S"n et T2 F(cn) = | nn-gnﬁm

Donc Ny est bornée dans R™ , nous extrayons T]V - T dans R? . Dlol

(0y1y) = (M) dams X, dono (@M e 5 o et |yl o sl o -

D'ol raz H’n—g“Rm .

Appliquons le théordme 2.3. : l'espace V est uniformément convexe, donc il existe

DV ’ G6 dense dans V , tel que, pour tout v ¢ DV s 11 existe ¢ ¢ SV tel que

|[v=o||y + Flo) inf (Jr=o']ly + F@™))
O"E S_V_
donc pour tout (o',1N') ¢ S

oy + Fo) = ="l + 1]

et puisque F est définie par un minimum, il existe T ¢ S@ (dgonc (o,M) € s)
tel que

v=olly + H'ﬂ-EHRm = inf (v=o*fly + H'Tl‘"éllRm)

('sn') € 8

D'ou pour tout x = (v,€) ¢ D§ = {(v,g)lv € DV} , il existe s = (g,M) € S tel que

Hx—snx = :i.ni‘s'€ SHX—geux
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