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II.1

ESTIMÉES Lr A POIDS DE L’OPÉRATEUR DE GREEN

SUR UNE VARIÉTÉ DE STEIN

par Jacques VAUTHIER

INTRODUCTION

V étant une variété de Stein, munie d’une métrique kàhlérienne adaptée, on se

propose de rechercher des estimations des normes de l~opérateur de Green scalaire
opérant dans les espaces Lr à poids a Une motivation pour chercher de telles es-

timations est une résolution dans ces mêmes espaces du à-problème [11J. Les mé-
thodes d’estimation connues du à reposent, soit sur la constructïon explicite de

noyaux dans le cas d’ ouverts de Cn ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 2 ~ ~ ou sur la cohomologie 1~

à croissance de Hörmander ([31). Pour se transporter à une variété de Stein, ces
méthodes nécessitent souvent, semble-t-il, l’utilisation de partitions de l’unité

qui font perdre tout contrôle explicite des conditions de croissance. On se pro-

pose d’obtenir, sans utiliser de telles partitions, des estimés globaux, la géomé-
trie de la variété étant atteinte à travers la régularité de croissance d’une fonc-

tion d’exhaustion p qui sert à définir la métrique kahlérienne adaptée, sous la

forme Ce type d’hypothèse permet d’obtenir des équations diffé-

rentielles de comparaison [7] assez explicites pour que l’on puisse contrôler la
diffusion projetée par p . On en déduit alors le théorème 6.

En fait la résolution du à par la méthode de Hodge nécessite des estimations

de (a~~’ . Ceci est obtenu à partir de ce qui précède et de

1 ° ~ un théorème de Harnack uniforme dû à Serrin [10]
~ ° ~ des estimées elliptiques d’Agmon-Douglis-Niremberg. 

’

Ces deux types d’ e stimé s sont uniformes sur des boules géodésiques moyennant des

hypothèses de courbure bornée.

On remarquera que la méthode peut fournir d’autres résultats en déconnectant la

fonction p et la métrique sur V ou en projettant par d’autres fonctions.
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NOTATIONS

Dans toute la suite, V désigne une variété de Stein, p une fonction définie

sur V , de classe C3 , strictement plurisousharmonique. On peut supposer

p positive [31, On munit V de la métrique associée à ôÕp . On note pax A

l’opérateur de Laplace Beltrami associé à cette métrique. P(t,x,y) est le semi-

groupe de la chaleur correspondant.

On sera amené à considérer le mouvement brownien X (t) sur V , partant de
03C9

x , et dont la densité de la loi de probabilité est 

On définit la fonction de Green J (x,y) , quand elle existe par

Enfin, on suppose dans toute la suite que le gradient de p soit Vp satisfait

l’estimation suivante :

oh y est une fonction croissante et où Il 112 désigne la norme calculée par dua-

lité à partir du ds2 associé à ô5p .

1 - FONCTIONNEL.

On prouve d’abord le

LEMME I. - (Carleman [1] et Krée [5]) Soit K(x,y) un noyau positif symétrique
sur un espace mesuré (X, dx) tel ue pour une fonction A 9 on ait

Alors K définit un opérateur de l’espace à poids l’espace à

poids L p (A Bp-1) avec 1  p  +00 . 

AP-
poids avec 1p+&#x26;.

PREUVE. - Soit q conjugué de p et soit g dans 

Il suffit de montrer que 
BP-1)
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pour toute f dans o De l’inégalité de FÕlder, on déduit

et

En utilisant on en déduit que

On prend X = V , dx = mesure de volume associée métrique définie ci-dessus

(0). Pour étudier l’opérateur de Green, on voit que l’ on est amené à étudier des

intégrales du A(y)dy . On choisit A de la forme A = ¥oP où Y

sera en particulier positive et strictement décroissante sur ~’~ , On observe que

où E x désigne ltespérance mathématique sur les chemins partant de x , de la

diffusion sur V gouvernée par ù 10 -

2 - DE COMPARAISON

On a le

LEMME 2. -

signe la norme du gradient de p associée au àsB sur V , est un brownien
’ 

~ 2013201320132013~201320132013 .~ - w
standard sur R et w - u~ est une application conservant les mesures de probabilité

de l’espace des chemins sur V dans celui des chemi ns sur R .

PREUVE. - Il suffit d’utiliser le lemme d’Ito [7J et ~p = n -
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Comme p(Xw) n9est pas une diffusion, sauf dans le cas très particulier où

||Vp|| est une fonction de p , et que l’on suppose seulement

on est amené à comparer le processus p(X) avec une diffusion sur R+ 0 Ceci.
w

est résolu grâce au lemme de comparaison de [8].
.0 *1

THEOREME 3. - On suppose que la courbure de V est bornée, si

pour toute fonction Y positive, strictement décroissante on a

où + est la fonction de Green correspondante sur R+ associée à l’opérateur

L’hypothèse sur la courbure assure que le temps de vie du bro-wnien

X w sur V e st infini [ 1 0 ] o On peut écrire

et effectuer le changement d’horloge TW défini par

Soit alors

Comme , le lemme de comparaison de [8] permet d’écrire

où Uw est une diffusion sur R+ gouvernée par partant de

et ce, pour tous les temps est le temps de vie de
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On obtient donc :

Un nouveau changement dthorloge o 
w 

défini par
w

donne, puisque les temps de vie ne dépendent que de la géométrie des trajectoires,
en posant 

° 

v 

Or Vw(t) = est une diffusion sur R+ qui est gouvernée par l’opérateur

Le second membre de l’égalité s’interprête comme

et en rapprochant (2) de (1) on obtient le théorème.

On va calculer On pose 1 qui est finie ou

infinie. On suppose

ce qui assure la convergence de u . On a alors le :

LEMME4.- Sous on a :

REMARQUE. - Za condition cp ~ et’ ~ 1 est assez liée ([8]) à une non récur-
rence du browni.on sur V .
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La fonction de Green de l’opérateur correspondant
1 1

aux conditions de limites nulles aux bornés de R+ est donnée par :

a et b constantes war

c et d constants sur

est continue en

le saut de la dérivée de

Ce qui permet de calculer a , b , c ~ d et d’obtenir le lemme.

COROLLAIRE 5. - Si est intégrable sur avec

On a ainsi prouvé le :

THÉoRÈME 6. - Soit V une variété de Stein munie de la8 mêtrluue 
suppose que cy 1 de V 

formément borné. Alors, toute fonction y strictement décroissante positive
sur telle que U@1J.’ soit intégrable sur R+ y définit un opéra-

teur de l’espace à poids dans ou

COROLLAIRE 7. - Sous les hypothèses du théorème 6, et si Y est intégrable,
définit un opérateur de dans 

PREUVE. - Il suffit de remarquer que dans ces conditions y = 0(ç).

3 - OPERATEUR DE 

On va améliorer ce résultat en prouvant sous certaines conditions géométriques,

que opère de dans Lr .

On suppose que V a un rayon d’injectivité global p et que la norme de la dé-

rivée covariante de son tenseur de courbure est bornée. Alors :
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LEMME 8. - Soit A un champ de vecteurs défini V ; si ~ JIAXII 5 C o pour

tout x de V ,

où C est une constante ne dépendant que de la géométrie de V y 1 -AY dési t

la dérivée de Lie suivant A au oint y .

PREDTE. - Les hypothèses sur la courbure montrent que les coefficients de

dans une carte géodé sique satisfont à uniformément et

sont uniformément bornés et satisfont à une condition de Lipschitz d’ordre ex

dans la carte géodésique autour du point X .

Les estimés de Schauder fournis par Douglis et Niremberg [2] pour l’équation

dans la boule B

permettent d’écrire que

où C est une constante qui ne dépend que de la géométrie de la variété V -

Dans cette même boule B , l’opérateur A satisfait aux hypothèses du théorème de

Hamack-Serrin [13J puisque, on vient de le voir, les g ij sont à dérivées d’ordre

un bornées et 1 ij k 1 .5 °1 uniformément. On obtient doncg 
rii - 1

où ev est une constante ne dépendant que de la géométrie de V * D’où le lemme.

On a alors :

THEOREME 9. - Si V est une variété de Stein telle ue BBVPt1~ ~ n a our la mé-

trique ôôp , si la courbure de V est bornée ainsi que sa dérivée covariante, en

notant 
 

Hr-1(Y wr-1) = l’espace des distributions dérivées d’ordre  1 de fonctions .

d Lr( :1) , l’opérateur de Green envoiee Z 
B1f 

f P
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. 1

PREUV’E. - Il suffit de montrer que pour toute fonction f de classe C 1 à sup-

port compact on a pour tout champ de vecteurs A de norme bornée

Puisque f est à support compact

où l*Ay désigne l’opérateur différentiel adjoint de £ . En utilisant le lemme
-Y

7, on a

On va utiliser le lemme fonctionnel (1) appliqué au noyau

Pour ce faire, soit Y une fonction positive strictement décroissante sur R+ ,

connue par le théorème 6 , et que

prenant une fonction Y qui satisfait on en

déduit le théorème puisque le volume de B(x,p) est uniformément borné grâce à

l’hypothèse de la courbure a ,
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