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CLASSES D'INTERPOLATION ASSOCTELS
A UN OPERATEUR MAXINAL MONOTONE

par David BREZIS.

INTRODUCTION., Soit H wun espace de Hilbert sur R et soit A un opérateur
linéaire non borné dans H de domaine D(A) dense dans H ., On suppose que
-A engendre un semi-groupe continu de contractions S(t) . On sait (Cf. Lioms-
Peetre [1], p. 52) que les espaces de moyenne entre D(A) et H peuvent se dé-

finir & 1'aide de S(t) . Ainsi avec les notations de Lions-Peetre

S(Pa1”dv D(A)

%o

Py=oyH) = {x€ H toq. Lx;tsaﬁﬂle IRR N

dt
t) ¢

ol LQ(R+) = LP(R+ 5

On vérifie aisément que S(t) peut &tre remplacé dans cette égalité par

Ty = (T+ta)?

(utiliser 1'inégalité 'XhS(t)X' = 3!x—3tx[ vtz 0, Vxe H et la représentation
de 3t sous la forme

o

1

« L
T e t 8(7)ar) .

0 &y 4

Nous nous proposons dans ce travail d'étendre cette construction 3 certains opé-
rateurs non linéaires. A cet effet, nous nous référerons & la théorie des opéra-

teurs maximaux monotones et des semi-groupes non linéaires de contractions,

Rappelons gqu'un opérateur maximal monotone A est une application (multivoque)
de” H dans H vérifiant

(1) Vy,€hr , Vy,edx, (N,-¥,,x-x) = O
(ii) R(I+A) =H V> O
Nous utiliserons les notations habituelles (Cf., H, Brézis [1])
D(4) = {x t.q. Ax # §}
31 = (I+xA)* (A>0 =résolvante de A qui est une contraction de H dans H

A ;'33 régularisée Tosida de A .
T
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A°x élément de norme minimale de Ax .

On sait que -A engendre un semi-groupe de contractions S(t) sur D(A) au

sens suivant : pour tout v, e D(A) il existe u(t) solution de

du
dt+Au30 P.p sur R+
u(o) =

L'application u, - u(t) prolongée par contimuité 2 D(A) constitue un semi-

groupe de contractions noté S(t) .
De plus si wu ¢ D(A) IuO—ZIt qu = Ct (xesp. |u,>-S(t)uo] = Ct) et si u € D(a)

T ug (resp. S(t)u'o—»uo) dans H lorsque t -0 .,

Nous introduirons des classes intermédiaires entre D(4) et D(A) qui mesurent
en quelque sorte la "rapidité" avec laquelle I u, (resp. S(t)uo) tend vers wuo

lorsque t~-0 ,

Pour O<cgyg< 1 et 1T=p=+o , on pose

o Pk QS SN €}
(BcnP = {uoe D(A) t.q. o € L*(091) }

Remarque : On vérifie aisément les inclusions suivantes :

® ® our =
asP < e Q P p=a
(Ba’pcwa"q pour ¢g>¢a' , p et q quelconques.

L'objet principal de cet exposé consiste & établir diverses caractérisations de
&a,p o Dans une premidre partie, nous obtenons des caractérisations de (chyp
pour A maximal monotone quelconque, Nous retrouvons en particulier certaines
caractérisations qui sont bien connues dans le cas linéaire : caractérisation par
la méthode des traces, par la méthode des sommes, par la méthode de ¢ (Cf. Lions-
Peetre [1]). Nous montrons de plus que l'on peut remplacer 3, par S(t) dans la
définition de @® « Contrairement au cas linéaire, la démonstration de ce

Uy
résultat est difficile,

Dans une deuriéme partie, nous supposons que le semi-groupe S(t) engendré par
-A a un effet régularisant (i.e. S(t) applique D(4A) dans D(A) pour t> O

(1% Dans le cas linéaire, pour tout u \H l:}' u I = |u | V¥t = O et par suite

e Lp(‘l +®) o Par contre dans 1e cas non llnealre J,u, ne reste pas
necessalrement borné. Il convient alors de travailler sur |0, 1f au lieu de R+
puisque de toute maniére seul le ocomportement au voisinage de t = O intervient,
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avec |A°S(t)uol§ G(|A°v{ +:1- |uo-v|) yve D(4) , vt > 0) , ce qui correspond

dans le cas linéaire & la classe des semi groupes analytiques. On obtient alors

+

une caractérisation de 6301 o a4 1l'aide de %%- S(t)uo ainsi qu'une caractérisation
9

4 1l'aide des dérivées fractiomnaires de la fonction t - S(t)uO qui parait nou~-

velle méme pour le cas linéaire.

Enfin dans une troisiéme partie, nous considérons une classe encore plus res-
treinte dlopérateurs en prenant A de la forme A (aq, sous-différentiel d'une
fonction ¢ convexe, sci. propre), ce qui équivaut dans le cas lindaire 3 suppo-
ser A auto-adjoint (Cf. H, Brézis [1] Prop. 2.15). Hous établissons alors des
caractérisations de & gul font intervenir le comportement au voisinage de

(e'4]
t = 0 des expressions cp(a'tuo) et cp(S(t)uo) ..

Cette théorie abstraite permet d'établir un lien entre un probléme de perturba-
tions singuliéres et un probldme d!évolution avec défaut dlajustement. Ainsi par
exemple si H=If (Q) et A=A+ g avec p fonction croissanite de R dans
R et D(4) = (@) n B() " () (D(p) = (ue F(@) teq. p@)eP(a}) 1la za-
pidité de la convergence de u_ vers u (pour vy, ¢ I?(Q)) est comparable &
celle de la convergence de u(t) vers LI o u_ est la solution du probléme
de perturbations singulidres

u_ sur
o Q

e( - Au, + g(us)) +u

u 0 sur Q0

€

et u(t) est la solution du probléme d'évolution

o)
g-%-Au+B(u)=O sur Q x O, 4|

u(x,t) = 0 sur dQ x ]O, +w [

u(x,0) = uO’x) o
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§ 1. Caractérisation de (Ba D pour A maximal monotone quelconque.

?

On utilise dans la suite le lemme suivant :

LEMIE 1, Soit uoeD(A) o Ila fonction t - J,u, est lipschitzienne sur
]0, +®[ , en particulier dérivable p.p. sur J0, + w| .

De plus on a :

1
IE%E Z!’tuol = IAtuo = Tl;-luo'vl + |A°v] p.p sur ]0,+ w[ , yve D(A) .

Démonstration : On pose u, = J vy« Enmultipliant 1'égalité

-u, + (4

Uisn

-Au)=~hA u (hs 0)

t+huo t+h o

par Uy =y et en utilisant la monotonie de A , il vient :

ot ve = |4 (utiliser la décroi de t- [Au])
h = | t+huo| = | tuol utiliser la décroissance de - | tuol
On en déduit :
d
I3 3%l = 14480 = [4gu,-Ayv]+{ 47|

1A

%Iuo—vl + |A°v| p.p sur ]0,+w[, vyveD(4) .

THEOREME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes

i o
1) uw,ed

(ii) t“"‘[% 3. | € 15(0,1)

Démenwtration : On déduit du Lemme 1

41

I& s ) = "0 ) =222l aron (1) = ()

Pour démontrer (ii) = (i) , on utilise le lemme suivant s

LEMVE 2 (Lemme de Hardy)

Soit y(T) une fonction positive sur ]0,1[, mesurable pour la mesure -

Pour v > 0 et

T

1l=r=+o, ona:
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%
ar 1
t y(1) = ==
| ‘c[; T'Li(0,1) ~ Y 13(0,1)

Appliquons ce lemme avec Y =g, r=p et ((T) = TIEd-E gTuol

Il vient :

lt-“‘fl 9, u ldr|

djto L
T 10 ’S‘oz'T Idt T3l <t

Lx, 0,1
f( ? ) IP(O,1)
clegt=a=dire :

"af I 5. |are 18(0,1)

A atol IuongtuOi LP(O 1)
Mais |u°-3tuo| _J’ Idt ular , ol ———=—=" ¢ I4(0,

THEOREIE 2 (Méthode des traces). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u_ € &oz,p

(i1) 3v(t) , v absolument continue sur ]0,1[ , contimue sur [0,1] avec

v(O):uo telle que v(t)e D(A) p.p. sur_ ]0,1[ ,

1'°’|A*’v(t)| e I2 (0,1)

“1Lv(t)] € 1§ (0,1)
Démonstration ¢ u_=-3J,u ‘
| t
(1) = (ii) Choisir v(t) = T4, en remarquant que IA"Stuol s =2 t °

(ii) » (i) Appliquer 1'inégalité du Lemme 1 avec v = v(t) et le Lemme 2.

THEORME 2' (Iiéthode des sommes). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) uo€¢3a’p
(ii) Hv,,v, pbesurables sur 0,1[ , uo=v1(t)+v2(t) pep. sur o[

telles que vl(t)e ©(A) pep. sur ]0,1[ ,
17| aov, (£)] € 1£(0,1)

7 |, () le12(0,1)



I1.6 David BBEZIS, Classes d'interpolation ...

Démonstration :
(i) = (ii) 1I1 suffit de choisir v, (t) = T4,

(i1) = (i) Il suffit de prendre v = v,(t) dans 1'inégalité du Lemme 1.

On déduit de ce résultat le théoréme suivant d'interpolation :

COROLLAIRE 1 : Etant donné deux espaces de Hilbert H, et H, , de normes
respectives “1 et ||, , on considére A et A, opérateurs maximaux mono-
tones respectivemenﬂg _sur H._L etmfgx . Soit T une application localement
lipschitzienne de D(4 ) dans D(4,) envoyant D(4 ) dans D(A,) et telle que

|A3Tx|, = C|APx|, I+ ‘D(|xl1) Vxe D(Al) ’
foncti +3 de R dans R . Alors T appli ® a
o fonction continue de pplique mp(%) dans a,p(AE)'

Remarque : En prenant H =H , A =4, , T=5(t) avec t= 0 fixé, on

déduit du corollaire 1 que S(t) applique ® dans G .
asP &P

THEOREME 3 (méthode X ) . Soit u ¢ D(4) . On pose

%(tyu) = Inf (luo-vl + tlaev])
ve D(4)
Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
i ®
(l) u°€ oy P

(1)  £%(tm )¢ 1£(0,1) .

Démonstration : On vérifie aisément les inégalités

Teg d Ug=J 41
t 0113,; :_rtuol = t“’%@(t,uo) = 2I = o Vt> 0 .

Le résultat fondamental qui suit établit 1l!'équivalence entre la caractérisation de

‘-"a P par la résolvante et par le semi~-groupe.
?

THEORMIE 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i "

(l) Yo € osp
ju_=-8(t)u

(1) =2 — ol ¢ 12(0,1)

1

1w -5.u,P 1 -S(t)u ?
aves [Pl at | (15Tl at
J P t = +P t
0

1
P

t
0
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Démonstration :

(i) = (ii) résulte immédiatement du

in

LET'H*[E 3 . On a

v
o
.

1A

luo-s(t)uol BIuo-:rtuol Vuosm s Yt 2

Démonstration du Lemme Iuo-S(t)uol

HA

2|u°-v| + |v=-s(t)vl

1A

2|uo-v| + tlacv] yveD(a)

I1 suffit alors de choisir v = quo .

la démonstration de (ii) = (i) est difficile. Nous ne 1'indiquons que dans
lecas p=+o . Soit 8(¢) 1le module de contimuité de S(t)u, en t=0 ,
clest-a~dire !S(t)uo-uol =€ pour Os= t=6(e) . On sait (Cf. H, Brézis [1],
2t . .
Lemme 4.3) que |3tuo-uol§ 28(1+STET) ¥€> 0, yt> O . En particulier, pour

0= t=3(e) , il vient [Ju-u| =6e .

Mais d‘a?rés 1'hypothése |uo-S(t)uo| = Ct¥ vte [0,1] . On peuat donc choisir
Vo

€
6(e) =(a) et par conséquent luo-Ztuol = 6CtY vyte [0,1]
§ 2. Caractérisation de & » dans le cas d'un semi-groupe régularisant,
o —

Soit A un opérateur maximal monotone sur H . On dit que S(t) semi-groupe
engendré par -A est régularisant si S(t) applique D(A) dans D(A) vt> O

avec

IA

|A°s(t)uol = ¢(]aov| + J_Eluo-vl) vuoe'D(A) , 7veD(A) , vt > 0

Pour u e D(4) , 1la fonction t - S(t)uo est alors dérivable & droite
+
d
vt > 0 avec % S(t)uo + A°S(t)uo =0 .

Remarque : De nombreux semi-groupes sont régularisants : les semi-groupes linéaires
analytiques, les semi-groupes associés aux opérateurs sous-différentiels (cf.

H. Brézis [1], Th. 3.2), les semi-groupes associés aux opérateurs A% (pour 1a

déTinitioén ac Ay , Cf. Barbu [1], Brézis [2] ; pour la vérification de la
)
propriété régularisante, Cf. D. Brézis, & paraitre). Dans le cas d'un semi-groupe

régularisant, on peut obtenir des caractérisations supplémentaires de @b D
9

+
faisant notamment intervenir %?S(t)uo. .
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4 ~
THEOREME 5 . Soit S(t) wun semi-groupe régularisant. Les propriétés suivantes
sont alors équivalentes

(i) uOE@ouP
Tegid
(11) + @57 s(t)u | e 12(0,1)

Démonsgtration : Par vas (Zmonctrticn analogue 2 celle du Théoréme 1 ol 1l'on rem-

place J g bpar S(t) - 1'inémlité associée & l'effet régularisant correspondant

a4 1'inégalité du Lemme 1 ~ on établit 1'équivalence entre (ii) et

I110-S(t)uol Do 1
s € L*(Ol )

On conclut alors & 1l'aide du Théoréme 4.

Remarque ¢ Dans le cas des semi-groupes linéaires analytiques, on retrouve 1'éga~-

1lité entre les espaces intermédiaires X et X! de normes respectives
aylsP aslsP
§(t)u ~u, ‘
o = lu) o+ |l
@) [¢} o
astyP t P
Ly (0y+)
et lu_| =lul + {t1'°’lA S(thu ”
o o (e}
aslyP

12(0,+w)
(Cf. Butzer et Berene [1], p. 157).

THEOREME 6 . Soit s(%) un_eani-groupe régularisant et soient o,p et a tels
que O<og< 1 -'EI y <+, 0=p .« Onaalorsl'éguivalence entre les pro-

priétés suivantes

i )
@) wpee
| 1 1/q
(ii) K—-_g::-: l:l S(t)uo—s(t-h)uolth €L£(Os1)
h LRGN

1 1/q
(i11) | n{1-0)a-1 LI% S(t)uo|th e 12(0,1)

’
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Nous déduisons du résultat précédent appliqué avec p = g une caractérisation

de ® p Eamoyen des dérivées fractionnaires de S(t)uo .
9

COROLLAIRE 2 . Soit S(t) un semi-groupe régularisant et soient o« et p

tels que O< o < 1 -4 s p< + o . Les propriétés suivantes sont alors équiva-

P
lentes :

. ®
(1) u e -

0 ’ (3
(i1) s(thu e w®™ 1/2:2(0,1) o W?P(0,1) (0<o < 1) désigne 1'ensemble

des fonctions mesurables u : ]0,1[ - H telles que

11 P
J‘J"MI dx dy < + o
}r=y| o2
00
Remarque : la démonstration de (ii) = (i) est encore vraie pour A maximal
monotone quelconque. L'implication (i) = (ii) tombe par contre en défaut dans

le cas général. On vérifie en effet que (ii) est équivalent 2

-t o dh
at ls(t+h)uo-s(t)uol h2+0[P<+m

Ot s
O =

On en déduit l'existence d'une suite décroissante tn convergeant vers O telle

que
1—t
i IS(h)S\t Ju_-5(t, ) |P- 2+ap < +
0
dtolu S(t )u €® +1/D,D ¥n et par conséquent
S(t)u R ¥t > 0 (utiliser le corollaire 1)

a+1/p:D
Si 1'implication (i) = (ii) était vraie dans le cas général, on aurait par
suite

= S(t .
%e%MQ ()u€® ¥t > 0

+1/p P

I1 suffit alors de prendre comme contre-exemple le groupe des translations sur

I?(R) . On a en ce cas G, 5= 1%(<) (Cf. Lions-liagenés [1], Th. 10.1). I1 en
9

résulte que les translations appliqueraient Hséi) dans Hs+1/261) s ce qui

est évidemment absurde.
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§ 3 . Carcctérisation de “ _ pour A4 =g
asP

Soit ¢ : H- ]-o, + ] une fonction convexe, sci, ¢ # + o

On pose D(p)= {uell ou) < +ow }
B =93p(u) ={ feE , o))z (f,v-u) yved )}
D(4) = {ueD@®) , Auf g}

A = dp est alors un opérateur maximal monotone et le semi-groupe S(t) engendré

par -4 est régularisant (Cf. H. Brézis [1], Th. 3.2)

Le théoréme suivant permet de retrouver directement le résultat du théoréme 4.

THEOREE 8 . Soit A =03p . On a alors les indgalités suivantes :
' d+ l ! uo- ‘fg t )uo l
(1) 1% s(eh | = 2
- 1 _ re B .
(ii) 3|uO—S(t)uo' = Iuo—utuol = BIuO—b(t)ubl
Démonstration : Au cours de la démonstration établissant lteffet régularisant

dans le cas A =0p , on utilise 1'inégalité

du
|2 2 _ 11, _vlz 1 2 -
5 T2|dt (MI® = 2Iub v| 2!u(T)-v| -T(Axv;ux(T) v)
du
o u_ est la solutionde =2 +Au =0 , w(0)=u_ .
A at A A A o

Il suffit de prendre v = uK(T) et de faire tendre )\ vers O pour obtenir
(1) .
On a de plus

= 2luo—v| + |v~3tv'

Iuo—Stuol

M

2|u0mv| + t|a°v]  yve D(a)

En prenant v = S(t)uo dans cette inégalité et en utilisant (i) , on en
déduit (ii) (1'inégalité de gauche est déji vraie pour A maximal monotone

général, Cf, Lemme 3).

Dans le cas A4 = 0@ , nous avons des caractérisations supplémentaires de

u& P 4 1l'aide des expressions @(S(t)uo) et @(Stuo) . Ces caractérisations
s
difféerent suivant les valeurs de « .
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THEORM'E 9 . Soit A =0y et soit O< o <~1§ . Les pronriétés suivantes sont

équivalentes :

i c®
(1) 110\ osP

(13) ¢ = Jle(s(tyu | € 12(0,)
(111) + ¥ @ WTo@u )l ¢ 12(0,1)

Wl )l € 1§ (0,1)

i

(iv) +

N 1 1 2
ol cpt(uo) = Inf ¢(v) + -"2-%-' uo-vl2 = ap(dtuo) + '2"—'5‘ uo-S_.Guol
ve D(¢)

'I'HE/OP.EEIVE 10 . Soit A =09 et soit 32-< @< 1 . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i ®
(1) u e -

ol

(i1) wyeDle) et 57 VBblu Jo(s(t)y,) e 13(0,1)

(111) u e D) et + 2 )Gy € 12(0,1)

(iv) u e D(¥) et t £ o «/cp(uo)-cpt(uo) ¢ 13(0,1)

(on montre que ces expressions sont toujours définies)
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