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CLASSES D’INTERPOLATION ASSOCIEES

A UN OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE

par David BRéZIS.

INTRODUCTION. Soit H un espace de Hïlbert sur R et soit A un opérateur
linéaire non borné dans H de domaine D(A) dense dans H , On suppose que

..~ engendre un semi-groupe continu de contractions S(t) . On sait (Cf. Lions-
Peetre ~1~, p. 52) que les espaces de moyenne entre D(A) et H peuvent se dé-

finir à l’aide de S(t) . Ainsi avec les notations de Lions-Peetre

où

On vérifie aisément que S(t) peut être remplacé dans cette égalité par

(utiliser l’inégalité 0 , VXE H et la représentation
de :ft sous la forme

Nous nous proposons dans ce travail dtétendre cette construction à certains opé-
rateurs non linéaires. A cet effet, nous nous réfèrerons à la théorie des opéra-
teurs maximaux monotones et des semi-groupes non linéaires de contractions.

Rappelons qu’un opérateur maximal monotone A est une application (multivoque)
de" H dans H vérifiant

Nous utiliserons les notations habituelles (Cf. H. Brézis (1~)

résolvante de A qui est une contraction de H dans H

régularisée Yosida de A .
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A°x élément de norme minimale de Ax .
.........

On sait que -A engendre un semi-groupe de contractions S(t) sur D(A) au

sens suivant : pour tout D(A) il existe u(t) solution de

L’application u0- u(t) prolongée par continuité à D(A) constitue un semi-

groupe de contractions noté S(t) .

Nous introduirons des classes intermédiaires entre D(A) et D(A) qui mesurent

en quelque sorte la "rapidité" avec laquelle (resp. S(t)uo) tend vers uo
o o

lorsque t - 0 .

Pour 0~1 et on pose

Remarque : On vérifie aisément les inclusions suivantes s

pour p ~ q

p et q quelconques.

L’objet principal de cet exposé consiste à établir diverses caractérisations de

G3 . Dans une première partie, nous obtenons des caractérisations de d3 
o~P

pour A maximal monotone quelconque. Nous retrouvons en particulier certaines

caractérisations qui sont bien connues dans le cas linéaire : caractérisation par

la méthode des traces, par la méthode des sommes, par la méthode de K (Cf. Lions-
Peetre [1]). Nous montrons de plus que l’on peut remplacer 37t par S(t) dans la

définition de 0153 
clip 

. Contrairement au cas linéaire, la démonstration de ce

résultat est difficile.

Dans une deuxième partie, nous supposons que le semi-groupe S(t) engendré par
-A a un effet régularisant (i.e. S(t) applique D(A) dans D(A) pour t &#x3E; 0

le cas linéaire, pour tout luol Vt &#x3E; 0 et par suite

L~(l,+oo) . Par contre dans le cas non linéaire J.u. ne reste pas
necessairement borné. Il convient alors de travailler sur ]0,1[ au lieu de R+

puisque de toute manière seul le comportement au voisinage de t = 0 intervient.
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avec ce qui correspond
dans le cas linéaire à la classe des semi groupes analytiques. On obtient alors

une caractérisation à l’aide de il ainsi Qu’une caractérisation
app dt ’ "o 

à l’aide des dérivées fractionnaires de la fonction t -&#x3E; S(t)uo qui paraît nou-

velle même pour le cas linéaire.

Enfin dans une troisième partie, nous considérons une classe encore plus res-

treinte d t opérateurs en prenant A de la forme ocp (5m sous-différentiel d’une

fonction cp convexe, sci. propre), ce qui équivaut dans le cas linéaire à suppo-
ser A auto-adjoint (Cf. H. Brézis [1] Prop. 2, ~ 5~ . Nous établissons alors des
caractérisations de G3 

ayp 
qui font intervenir le comportement au voisinage de

t = 0 des expressions 0 0

Cette théorie abstraite permet d’établir un lien entre un problème de perturba-
tions singulières et un problème d’évolution avec défaut d’ajustement. Ainsi par

exemple si H = L2 (0) et avec 5 fonction croissante de R dans

R et D(A) = na (0) (D(f3) = {uE L2(Q) t.q. B(u)£ L2(Q) la ra-

pidité de la convergence de u 
e 

vers u 
o (pour U E IF (0)) est comparable à

celle de la convergence de u(t) vers uo, où u est la solution du problème
o E

de perturbations singulières

et u(t) est la solution du problème d’évolution
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§ 1 e Caractérisation 
asp 

pour A maximal monotone Quelconque.

On utilise dans la suite le lemme suivant :

mlr’IE 1. Soit u0E D(A) . La fonction est lipschitzienne sur

]0, + co[ , en particulier dérivable p.p. sur JO, + CD[ 0
De plus on a :

On pose ut= En multipliant l’égalité

par et en utilisant la monotonie de A 1 il vient :

(utiliser la décroissance de t - 

On en déduit :

Les propriétés suivantes sont équivalentes

: On déduit du Lemme 1 :

Pour démontrer { ü ~ ~ (i) ? on utilise le lemme suivant :

2 (Lemme de Ifa3:-dy)

une fonction positive sur JO,1 [~ mesurable pour la mesure dr
T

Pour Y&#x3E;O et 1~r~+oo~ ona :
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Appliquons ce lemme avec

Il vient s

c’est-à-dire :

Mais

THÉORÈME 2 (Méthode des traces). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

absolument continue sur ]0,1[ , continue sur [0, 1 ] avec

telle ue p.p. sur ’)0,ir p

Démonstration :

(1) » (ii) Choisir v(t) = en remarquant queu 0

(ii) =&#x3E; (i) Appliquer l’inégalité du Lemme 1 avec 

THEOREME 2’ (Méthode des sommes). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

mesurables sur

telles que 
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Démonstration ;

(i~ ~ (ii) Il suffit de choisir vi (t) = 
~ii~ ~ ~i~ il suffit de prendre v = v l (t) dans l’inégalité du Lemme ~.

On déduit de ce résultat le théorème suivant d’interpolation :
COROLLAIRE 1 : Etant donné deux espaces de Bilbert K et H2 1, de normes

respectives ||1 et , on considère AI et A2 opérateurs mono-

tones respectivement sur H1 et % . Soit T une application localement

lipschitzienne de D(,AI) dans D(A2) envoyant 1~(.~ ~ dans D(A ) et telle que

w fonction continue de R dans R . Alors T applique B (A1) danx G3 

Remarque : En T = S(t) avec on

déduit du corollaire 1 que S(t) applique B 
cy s p 

dans G3 
a,p 

.

.1 1 

-

THÉORÈME 3 (méthode H). Soit uo£D(A). On pose 

Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

Démonstration : On vérifie aisément les inégalités

Le résultat fondamental qui suit établit ltéquivalence entre la caractérisation de
W 

a,p 
par la résolvante et par le semi-groupe.

THEOREME 4. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

avec
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Démonstration :

(1) # (ii) résulte immédiatement du

LEMME 3 . On a

Démonstration du Lemme

Il suffit alors de choisir v = 

La démonstration de (ii) # (i) est difficile. Nous ne 1 t indiquons que dans

le cas p = + 0153 . Soit à (E) le module de continuité de en t = 0 ,
c’est-à-dire |S(t)uo-uo| 6 pour 0  t  8(£). On sait (Cf. H. Brézis [1],
Lemme 4.3) que 2E (1 2t VE &#x3E; 0 , vt &#x3E; 0 .En particulier, pour

t » à E &#x3E; , il vient 6e .

Mais d’après l’hypothèse Ce vt e [0,1] . On donc choisir

6(e) et par 

conséquent 

)u 

o 

6Cta yte [0,1] ..à (E) =(£ C) 
ICi 

et par o v o 6Cta vt£ 10, i l . 

§ 2. Caractérisation de dans le cas d’un semi-groupe régularisant.

Soit A un opérateur maximal monotone sur H . On dit que S(t) semi-groupe

engendré par -A est régularisant si S(t) applique D(A) dans D(A) vt &#x3E; 0

avec 1

Four D(A) , la fonction t -&#x3E; S(t)u est alors dérivable à droite
o 0

Remarque : De nombreux semi-groupes sont régularisants : les semi-groupes linéaires

analytiques, les semi-groupes associés aux opérateurs sous-différentiels (Cf.
H. Brézis [1J, Th. 3.2), les semi-groupes associés aux opérateurs Ai (pour la

a

définition aL A, Cf. Barbu Brézis [2J ; pour la vérification de la
fa

propriété régularisant, Cf. D,. Brézis, à paraître). Dans le cas d’un semi-groupe
régularisant, on peut obtenir des caractérisations supplémentaires de S 

a,p

notamment intervenir .3*r S t)uo. 
a,p

faisant notamment intervenir dt dt S(t)uo. 
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1 

/ B
THEOREME 5 . Soit S(t) uxi semi-groupe régularigant. Les propriétés suivantes

sont alors équivalentes

Par analogue à celle du Théorème 1 où 1 t on rem-

place J. par Set) - l’inégalité associée à l’effet régularisant correspondant
à l’inégalité du Lemme 1 - on établit 11 équivalence entre (ii) et

On conclut alors à l’aide au Théorème 4.

Dans le cas des semi-groupes linéaires analytiques,, on retrouve l’éga-
lité entre les espaces intermédiaires Xa,1,p et X’ ex, 1 9p de normes respectives

a,1,p

et

Butzer et p. 151).

1 1 6 . Soit S(t) e r égularisant ,ej soient a,p et q telaTHÉORÈME 6 . Soit S(t) et soient a, p et q tela

que 0a1 - 1 q, On a alors l’équivalence entre les pro-

priétés suiva3TteH :
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Nous déduisons du résultat précédent appliqué avec p = q une caractérisations

ci 5, p 
au moyen des dérivées fractionnaires de 

a,p -- - ..- .- " 

. 

-- .......  &#x3E; ...,, - .-- - . O

COROLLAIRE 2 . Soit S(t) un semi-groupe régularisant et soient a et p

tels que 0  a  1 - 1, p  + oo. Les propriétés suivantes sont alors équiva-Q 
p 

p

lentes :

désigne l’ensemble

des fonctions mesurables u 1 ]0~1[ -~ H telles que

Remarque g La démonstration de (ii) =&#x3E; (i) est encore vraie pour A maximal

monotone quelconque. L’implication (1) # (ii) tombe par contre en défaut dans

le cas général. On vérifie en effet que (ii) est é,quivalent à

On en déduit l’existence d’une suite décroissante t n convergeant vers 0 telle

que

V1J. et par conséquent

vt &#x3E; 0 (utiliser le corollaire 1 )

Si l’implication (i) - (ii) était vraie dans le cas général, on aurait par
suite

Il suffit alors de prendre comme contre-exemple le groupe des translations sur

L2(R). On a en ce cas C,- s,2 = (Cf. Lions-Hagenès [1], Th. 10.1). Il en
résulte que les translations appliqueraient H~(. ) dans Hs+1/2~B) , ce qui
est évidemment absurde.
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§ 3 . Caractérisation pour A = ocp2013201320132013201320132013201320132013201320132013 20132013 ’

Soit une fonction convexe 7 sci , cp e + co
On pose D(q;)= (u j II , (u)  + ce )

A est alors un opérateur maximal monotone et le semi-groupe S(t) engendré

par -A est régularisant (Cfo H. Brézis [1J? FI. 3.2)

Le théorème suivant peimet de retrouver directement le résultat du théorème 4.

THEOREME 8 . Soit A = à B. On a alors les inégalités suivantes -.

Démonstration i Au cours de la démonstration établissant lteffet régularisant
dans le cas A = dcp , on utilise l’inégalité

oh u est la solution de
À

Il suffit de prendre v = u X (T) et de faire tendre À. vers 0 pour obtenir

. 
’

On a de plus

En prenant v = S(t)u 
0 

dans cette inégalité et en utilisant (i) 9 on en

déduit (ii) (l’inégalité de gauche est déjb, vraie pour A maximal monotone

générale Cf. Lemme 3 ~ ·

Dans le cas A = nous avons des caractérisations supplémentaires de
W à l’aide des expressions cp(s(t)-u ) 0 et Ces caractérisations
a,p 0 u 0

diffèrent suivant les valeurs de cy
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Il *t 1

A et soit 0a1 2. Les propriétés suivantes sontSoit A = dcp et soit 0  a’ ’ 2 . Les propriétés suivantes sont

équivalentes 1

THEOREME 10. Soit A et  a  1 . Zes propriétés suivantes sont

éuivalentes : 

(on montre que ces expressions sont toujours définies)
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