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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

D’UN SYSTÈME HYPERBOLIQUE

par Claude BARDOS

On se place dans Rn (n impair) et on désigne par A n ) n pxp

matrices à coefficients complexes, constants. On notera A.v l’opérateur diffé-
n à

rentie1 ° == E A 20132013 . On suppose que l’opérateur *° est hyperbolique.j.=:l 1 ~x~
c’est-à-dire que pour tout B (01 les valeurs propres de la matrice

n

A.c sont problème de Cauchy

est alors bien pose et admet une unique solution que l’ o n notera e- tAvf. 

On se propose d’étudier le comportement asymptotique de cette solution, princi- ’

palement lorsque f est à support compact. Pour cela on fait les hypothèses sui-
vantes :

~h.l~ Les valeurs propres sont données par k fonction analytique (1 ~ k ~ p)
(qui peuvent éventuellement coïncider en certains points de Rn B fol)

(h.2) S’il tel que Xk(§O) = 0 alors est identique
ment nulle, ceci implique que la dimension du noyau de A.§ est constante.

(h.3) 1 existe une matrice P(w) définie sur Sn-1 , sphère unité de Rn ,
analytique en (U f lnversible. telle que l’on ait :

[Dans la plupart des calculs il sera seulement nécessaire de supposer que les
fonctions kk(.) et les matrices appartiennent à (m assez grand)

, 

k 
. 

, oo n..1 . ,

pour simplifier on prendra alors kk (.), p(.) dans C (Sn-1) , mais un théorème

d’ ARTIN [1] permet alors d’ af f irme r que ce s f onctions s ont analytiques].
On dira qu’une distribution f E est stationnaire si elle vérifie Avf = 0 ,

on dira qu’elle est non stationnaire si elle vérifie la relation
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Toute distribution f se décompose de manière unique en la somme d’une distribu-

tion stationnaire et d’une distribution non stationnaire f = f stat + f non stat.

Comme on a stat) = f stat , on se limitera à l’étude des distributions

non stationnaires.

Les fonctions ~5~ sont homogènes de degré 1 , nous supposerons que :

(h.4) Les (1 ~ k ~ P , Àk ~ 0) sont strictement convexes.

Ainsi les surfaces

sont strictement convexes. La surface s

sera alors dite surface de lenteur.

73W k 9 polaire de la surface à£ , enveloppe des hypersurfaces

est alors également strictement convexes et on a les relations :

On désignera par E et A les nombres :

Voici maintenant des Théorèmes :

THEOREME 1. On suppose que est une distribution non stationnaire dont

le support est contenu dans Rp ( 1), alors le support de est contenu dans
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r .,

THEOREME 2. On suppose Que f est une distribution non stationnaire dont le su

rt eet alors le su ort de la distributionsingulier est (O} alors le support singulier de la distribution e 
’ V f

est contenu dans la surface 
k

,

Il existe une constante C indépendante de £ et de t , telle

que pour tout f E [W1,(n+1)/2(Rn)]p on ait

r p 
... ,

On suppose (Rn)) 
P 

est une fonction non stationnaire a

support contenu dans . alors il existe une

constante dépendant de 0; z et R telle Que ton ait :

Enfin nous supposerons que les matrices A sont hermi tiennes et que les valeurs
].

propres sont indépendantes de W (cf, opérateur de Maxwell par exemple). Comme
est une fonction impaire pour tout k , Àk et - 1. sont des

valeurs propres. Aussi on et on a les inégalités suivantes :
J

Dans cette situation nous avons le théorème suivant
.1 1

THEOREME 5. deux valeurs absolues successives de valeurs
- J J*’ 1- à.-

propres de A.w. Soit f une fonction non stationnaire à support dans Br.
On suppose 9ue £ appartient à L1(Rn)p.

ou a est une constante indé-pendante de f et de t .

Dans (5) on désigne par || la norme euclidienne dans c’l&#x3E; . Eh utilisant la

propriété de conservation de l’énergie des systèmes symétriques, on déduit du

théorème 5 le résultat suivant :
, .

THEOREME 6. Sous les hypothèses du théorème 5 il existe une constante C &#x3E; 0 in-

dépendante de f et de t telle que 1 t on ait
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Les théorèmes 1 et 2 sont classiques ; on les cite ici pour les comparer aux

théorèmes 3, 4 et 5 qui montrent que "la solution d’un problème de Cauchy avec

données régulières se propage comme les singularités de la solution d’un problème
de Cauchy à données singulières à l’origine." Le théorème 3 est dû à D. GOLDSTEIN

COSTA [ ], les théorèmes q. , 5 et 6 ont été établis par D. GOLDSTEIN COSTA en

collaboration avec l ’ Auteur.

Les démonstrations utilisent la transformation de RADON. La transformation de

RADON associe à une fonction définie sur Rn une fonction impaire définie sur
l’J n-1 #

R X . Elle est donnée par la formule

Nous utiliserons les relations suivantes :

et la formule inverse s

(C(n) désignera par la suite différentes constantes ne dependant que de n ) .

Quand n est impair on a (Tï) = C(n) 8 ; et ainsi on obtient :
Î YI

Lorsque n est pair, la formule (9) reste valable ; dans la formule (10)
il convient de remplacer 11 (n-1 )/2 Bar (-tJ (n"’1 )/2 , on obtient alors un opé-
rateur pseudo différentiel qui n’ est plus local, c t est pourquoi les propriétés de

décroissance locale ne sont plus vraies en dimension paire.

û = est la solution de l’ équation

On note 1 p 1 (0.» les coefficients des matrices P(W) 1 p-1 (w)
" ij
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et on pose = l~équation (11) s’écrit alors sous la forme :

La solution de (12) est alors explicitement donnée par la formule :

en revenant a uk on en déduit 1 t expression :

où

Comme on a supposé que f est non stationnaire, on a :

et

Tous les résultats seront déduits de cette formule. On remarque déjà que si

1 xi  et - R on a :

(dans la situation du théorème 1 ) car la transformation de Radon préserve les

supports. On a ainsi démontré la première partie du théorème 1 . On note ensuite

les distributions
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On a :

et ainsi il vient :

D’autre part on a :

En effet on peut écrire :

On obtient ainsi la formule

On étudie ensuite la distribution T.. La stricte convexité de la surface

à£ joue ici un rôle important en particulier pour tout u e il existe un

unique tel que l’on ait :

Désignons l’intérieur de pour icaut on note r(x) la

courbe r~) = ï’(x) est une variété analytique
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de dimension (h-2) et on prouve (Cf. D. GOLOSTEIN COSTA [ ]) que Tk(.) est

une fonction donnée par la formule :

où h(a) est une fonction analytique définie sur .

De la formule (20) on peut déduire que , est analytique partout sauf sur

k et décroit uniformément, aimi que toutes ses dérivées, lorsque 

Enfin D. GOLDSTEIN COSTA a montré que toutes les dérivées de ik jusqu’à l’ordre

(n - 3)/2 sont uniformément bornées.

On écrit donc enfin :

Pour terminer la démonstration du théorème 1 on remarque que u est analytique
en dehors du cône C = {(x,t)1 At + R) , On en déduit alors la deuxième

partie du théorème 1. De même lténoncé du théorème 2 se démontre trivialement

à partir des formules (20) et (21).

Prouvons le Théorème 3. On écrit t

où les dérivées en cy sont d’ordre (n-3)/2 et les dérivées en p d’ordre

(n+l)/2 . En utilisant le résultat de D. GOLDSTEIN COSTA on obtient :

d’où l’on déduit le résultat du théorème 3 ,

Soit ensuite On désigne par d la distance de e à 
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soit f une fonction à support dans On choisit t tel que l’on ait

()z~R)/ d -2e et on pose 11 _ (d - d - + R)/ t . Pour x tel que

( x - (t8 + z)8 on a s

Mais

sur ce domaine T. est analytique et ses dérivées sont uniformément bornées. On

déduit donc de (22) l’expression :

Le théorème 4 en résulte immédiatement. 
_

Prouvons le théorème 5 . Pour cela on revient à la en écrivant

nul sur 7. (t) -

Il suffit donc d’évaluer
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pour k vérifiant 

On remarque alors que ’1c est solution d’une équation des celles s

il en est de même de

relation :

où hk est donné par la

Eh appliquant l’inégalité de l’énergie classique on obtient :

Pour terminer on remarque que :

Ces expressions sont du même type :

ou est une fonction analytique sur ff-1 .
En procédant comme dans HELGASOW [3] on voit que l’ on a :
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où É est définie par

(E est la transformée de Radon de h sur la sphère ).

Eh utilisant enfin le fait que le support de f est borné, on voit que pour
2R on a (diaprés (29) ,et (30)) :

Eh reportant dans (31) on obtient le théorème 5.
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