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REMARQUES SUR LA CARACTERISATION DES
PROBLEMES MIXTES BIEN POSES POUR UN OPERATEUR HYPERBOLIQUE

par
Jacques CHAZARAIN et Alain PIRIOU

§ 1 ~ INTRODUCTION

Pour commencer, indiquons de fagon vague en quoi consiste le probléme mixte dans
: 1
un quadrant. On note R:%I le demi~espace {(x,y,t) 3 x>0, ye¢B" , te R} .
Soit P un opérateur hyperbolique dans la direction du temps t et on se donne un

nombre fini d'opérateurs Bj .

On dit que le probléme mixte est bien posé si : étant donnés f et des gj

il existe une solution u et une seule de

(Pu=f pour x > 0
Bju,= £; pour x = 0  (condition au bord)
et conditions initiales nulles
sur t=0 (conditions de Cauchy) .

N
On se propose de caractériser les opérateurs (Bj) pour avoir un probldme bien

posé, bien entendu cette caractérisation dépendra des espaces ou l'on se donne les

fonctions.

Si P est d'ordre 2, on dispose depuis longtemps d'une théorie assez compléte,

motivée par 1'étude de 1'équation des ondes.

Par contre, si l'ordre P est quelconque, les résultats sont récents et on peut

en résumer les étapes essentielles de la fagon suivante
(1961) S. AGMON [2] démontre 1'indgalité d'énergie pour le probléme mixte a
coefficients constants mais avec une hypothése restrictive sur P .

(196...) s. MIZOHATA, I. SHIROTA et leurs éléves étendent dans diverses directions
leg résultats 4d'AGMON.

(1970)  R. SAKAMOTO [15] démontre 1'indgalité d'énergie dans le cas des coefficients
variables et sous des hypothéses générales et indépendamment T. BALABAN [3] démontre
que le probldme mixte est bien posé dans les espaces de Sobclev mais avec la méme
restriction que dans AGMON.
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Notons que paralldlement, il y a des résultats relatifs aux systemes hyperbo-
liques du ler ordre et non nécessairement symétriques : R. HERSH [6], KASAHARA
[11], KREISS [12], RAUCH [14].

Dans presque tows ces travaux, il est fait une hypothése, dite de LOPATINSKI
uniforme, qui exclut par exemple, le cas du probléme de Neumann ou du probléme &
dérivée oblique pour 1l7équation des ondes. Le but de ces exposés est d'indiquer
une caractérisation des problémes mixtes bien posés au moyen d'une condition de

LOPATINSKI non nécessairement uniforme, par contre on se place dans le cas des
opérateurs homogtnes a coefficients constants.

la caractérisation sera aisée une fois que 1l'on aura ramené le probléme mixte
4 un problime équivalent sur le bord {x = 0} et ce en adaptant au cas hyperbo-
lique la techniqus du projecteur de CALDERON (Voir par ex. [8], [13]).

On étudiera successivement le probléme mixte dans les espaces de fonctions c¢®
puis dans les espaces de SOBOLEV., On se borne ici & esquisser les démonstrations
dont on trouvera les détails dans [5], par contre on développe ici en appendice
une remarque sur une formulation équivalente de la condition (L) du théordme 1

et une remarque sur la condition (La) du théoréme 2.

§ 2 - PROBIEMES MIXTES DANS IES ESPACES DE FONCTIONS ¢~

a) Enoncé du résultat.

On commence par précisar les hypothéses et notations.

Sur l'opérateur P on supposera que

Xy

@) {: P(D_,D ’Dt) est un opérateur de degré m homogtne & coefficients
A
constants et hyperbclique dans la direction du temps N = (0,0,1) .

Notons (g,7m,7) 1la variable duale de (x,y,t) et posons aussi 2z = (y,t) et
¢ = (n,T). Notons I' la composante connexe contenant No de 1l'ouvert
{NSNeRn+1 et P(N) # 0} et posons r, = rn{g =0} .0nsait que P admet une
solution élémentaire E a gupport dans le cone dual

™ = {V; V™', ¥.N2 0 pour tout Nel} .

(B) {on suppose que le bord {x=0} n'est pas caractéristique pour P} alors
pour geRn - iFo on désigne par gg(g) J = Oyece,y=1 1les racines en g du
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polynéme P(g,0) telles que Img > ; on vérifie facilement que ~e mombre p de
racines est indépendant de ([ ¢ R® - i I"o e SuT le nombre de conditions au bord on
fait 1'hypothése :

f On se donne yW opérateurs différentiels homogenes & coefficients constants

(c)

l\\BJ.(DX,Dy,Dt) de degré bj j = O,..o'u - 1 *

I1 reste & formuler l'hypothése de LOPATINSKI sur les Bj . On définit le polynbme

-1
en g P+(§,g) = ﬁ (g-gg(g)) et on désigne par
J=0
p~1 X
B(g,0) = ; B, k(Ce

le reste de la division euclidienne du polynSme B, par . on appellera "ma-

trice de LOPATINSKI" la matrice carrée u x u B!(f) = (33 k(g))j , ¢t déterminant
’ »

de LOPATINSKI son déterminant R(C) = det B!(g) .

Avec ces définitions on & la caractérisation suivante :

THEOREME 1. Sous les hypothdses (4), (B), (C) 1les conditions a) et b) sont équiva-

lentes.

[ -

’ 1 .
a) Pour les données f ¢ C (R:1_+ ), g; € FERY ;= Oyevesp — 1 et
nulles pour t <0 , le probleme

qu:f pour x > 0
(*)

Bu=g. our x = 0
& & P
Rn+1

admet une solution unique u ¢ C ( "

) mlle pour t <0,
») La condition (L) est satisfaite @

(i1 existe un cbne ouvert connexe Fo avec No € f;c I‘o tel que
(L) J pour tout cdne fermé épointé K c T" il existe ¢>0 et 620

'R(g)! E 'ImQ[e pour C € R™-i K et gl =1

\

(On donne en appendice une forme équivalente de la condition (L)) .
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Esquissons la démonstration de ce théoréme

b) Réduction 3 un probléme sur le bord

En résolvant le probléme de Cauchy, on peut toujours se ramener au cas ou
f=0:

(Pu:O
<

v Ba = . .
Lo =8
Posons u’ =u si x20 et O sinon, la formule des sauts s'écrit

o _ o 1 J
P () e 0 T ) yuen o g
m

\ k
ot P= . P(D)¥ et yu=0d/
=0 k¥z'x £ b'd X
ce que l'on condense en P = Pyu avec wyu = (You’"" Vgt u)
et d'ol 1'on déduit :

=0 ¢

u= (E*‘f’ 'Yu)’x>0

puis en reprenant formellement les traces des deux membres on trouve que wyu est
solution de

[ u =Q. wyu
By =¢
ol 1'on a posé Qv = y(ExDP v) pour v = (vo,...,vm_,‘) .
Ceci est justifié par la

PROPOSITION, L'application v(z)—— [Ex* (v® D% (x=0) )]

i x>0
applique C:(tRn) dans Ci(fﬁf' 1) ()

v ¢ C(R") = par

j ; [ giixe )
[Ex (y®©D%)] (x,2) = (em)™" [Rn o5 y(¢) ( ,,s'c+ 2 g,g gi—;ianao
y ,

et s'exprime avec

-+

(2)
¢ est un contour de Im £>0 qui entoure les racines g";(g) .
1) On indique par un indice + les espaces de fonctions nulles pour t<O .

2) On désigne par la m8me lettre une fonction et sa transformée de FOURIER-LAPLACE;
c'est la présence de la variable duale qui les distingue.
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On en déduit que l'opérateur Q consiste en la convolution par une matrice
distribution m x m encore notée Q et dont la transformée de Laplace est donnde

par

(© = (™ [ " £
g) = (an 1 e _d&&
Yt cz P(e,C) ‘_]2;5 Piagn 07 3ig

et il est alors facile de vérifier que Q a son support dans le c8ne dual I": .

On vérifie alors que l'on a 1l'équivalence des problémes

(PU.:O Qyu = yu
Bu=g

-
Lu = (BxPyw)] 50

c) Image du projecteur de CALDERON

On vérifie facilement que Q * Q = Q@ d'ou le nom de projecteur donné & 1'appli-

cation Q . Etudions 1'image dans €  du projecteur Q(C) .

PROPOSITION.

Soit v = (vo,...,vm_1) €€, ona Q(C)v=v si et seulement si 1a solution
U(x) du probléme de Cauchy
P(D,,C) U(x) =0

W (o) =v

est bornée pour x= 0 ,
La démonstration se fait en utilisant 1'expression des solutions de cette équation
différentielle que l'on déduit de la formule des sauts.
En remarquant que les solutions bormées pour x = 0 de P(x,g) U(x) =0
sont les solutions de P+(Dx,g) U(x) = 0 , on en déduit une autre caractérisation

de 1'image de Qle) =

PROPOSITION.
Soit ve € ,ona Q() v=v si et seulement si V" = "(¢) v' ol on
a posé
v= (v, v) v'= (vo,...,v“_1) v = (vp,...,vm_1)

et la matrice Q+(g) est définie par
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L 3
+ _ + vk _d§
q ,(0) = f . o P (87 52

J ¢ P(e,0) =0

n. . + 4
avec [ € R-iT §k=pjeee,ml 5 4=0y00upp~t ;P =Z, Pk(g)D]: .

(!Rnﬂ) vérifie Pu =0 alors

De cette proposition, il découle que si u ¢ "

+78

on a l'équivalence

W= e—=> yu=Qyu .

d) Fin de la démonstration de 1'éguivalence du théoréme.

Comme +y"u s'exprime en fonction de +y'u on est conduit & éliminer +y"u dans
1'équation Byu = g . Pour cela on écrit que Byu = B Qyu et-on remarque sur l'ex-—
pression intégrale de Q) que B Qyu = B! Q'yu , ol Q' désigne la matrice distri-
bution constituée des y premiéres lignes de Q . De sorte que l'on trouve finalement

le probléme équivalent

it

B!Y'u g
y'u = Q+.Y!u

et par conséquent tout revient & résoudre 1'équation

Blvwm=g ,

or la condition (L) implique précisément, d'aprés le théordme sur la transformation
de LAPLACE des distributions, qu'il existe une matrice distribution A & support dans

(‘f‘;)* qui soit un inverse de B' pour la gonvolution, d'ou la solution

Y‘u:A* g

puis vy = Q+Y‘u et enfin u = (E* ﬁyu)'x >0

Réciproquement la nécessité de la condition (L) est basée sur le fait que la convo-

lution par B! réalise un isomorphisme de C: ®", o) *

§ 3 ~ PROBLEME HIXTE DaNs LES ESPACES DE SOBOLEV.

1) Enoncé du résultat.

Définissons d'abord les espaces de SOROLEV que nous utiliserons : pour s,

1
T¢R et y>0 , désignons par H (RnH) l'espace des u eo@‘(!Rn+ )

Sy T3y

N -t n+1 . , P . R

telles que e '"u ¢ Hs I_(R ) - ce dernier espace étant défini en particulier dans
L

[7] -=- La norme dans H_ _, (Rnﬂ) est définie par
8, T3Y
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”“”Z,r;v= ffRn’H &+ 1c)%e)® eV oalg,Mo)| aganes

. «1 PP
ou g = (Myo-iy) , M ¢ rR" 1y0€B et geR.. On définit de x8me 1'espace
3 a2s N
n t
Hoy(BD et <v> . = (Rn el 167" v(n,0) anas
Enfin, Hs r'Y({RfH) est l'espace des restrictions a H+ 1 des distributions appar-
2+

tenant & Hs r'y(Rn +1) ; 11 est muni de la norme—quotient correspondante, que 1l'on
ety

note ‘u's,r;y . On utilisera les notations

1\ _ +1 n
By = (1) 0 B (@) WS
On remplace 1'hypnthdse (A4) par @
(ar) P(Dx’ Dy’ Dt) est un opérateur différentiel de degré m homogéne & coeffi-

cients constants gtrictement hyperboligue dans la direction du temps

iuc = (0,0,1)

et on obtient le

THEORFME 2,

Soit © un nombre réel = O . Sous les hypothdses (a!), (B), (C), 1les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout y >0 , pour toutes f ¢ E s eﬂ(ﬁnﬂ) R

! je H b +Q;Y(Rn) (j = Oyeeeyu~1) , le probléme
J

f =

EkBju =g‘_j pour X =0, j = Oyeaeyp~i

It

f pour x>0

admet une solution unique u ¢ Hm Y( L ) , qui vérifie 1'inégalité d'énergie
,
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. w1 w1
a C /1 2 S 2 A
< > . § et | ——

ou C est une constante indépendante de f, g 5 Y .
De plus, si f, gj sont nulles pour t<0 , alors u est nulle pour t <0,

. s n+1 +1
feH R
Enfin, si € +°°3Y( n ) s gj € H%;Y(Rn) y alsrs ue H :Y(Ri ) .

b) La condition suivante est satisfaite
-1
Pour = (N,o-iy), avec N¢ B ,ce®,y>0, gl =1, 1e
(Le) ( déterminant de LOPATINSKI R({) est non mul, et la matrice-inverse

A(g) de la matrice de LOPATINKT B'(¢) wérifie [alc)| =%

avec une constante C' indépendante de ( (’g! =1) .

Pour établir 1'implications a) == ) , on utilise la réduction précédente de

(*) 2 un probldme sur le bord fx=1U} , qui monire que 1'operateur de convolution

. p-t
par B¥ est un isomoirphisme de H (B sur T H &) ; 1a
L] Tm=t-jsy | | “m=1-b_+63y !
j=o j=o J

condition (Le) résulte alors du thépréme sur les multiplicateurs de L (&) .

Pour établir 1'implication b)==>a) , 1'étape easentielle est la

2) Démonstration de 1'inézalité d'énergie (E) pour fe v@(ﬁi +1) » & DR .

On commence par établir une forme affaiblie de (E) dans le cas du probldme de
DIRICHLET pour un opérateur P vérifiant les hypothdses (A'), (B)

LEMME =

I1 existe une constante C telle que

{

2 1 2 2
=C{= |Pu + § <y.u > .
V!u’m-‘l HY { Y ’ 'o;y Y5 “mt—j ;'y)

(E') J=0
pour tout y>0 et toute u¢H .Y(Rim) .
?

Pour démontrer ce lemme, on adapte une technique introduite par LERAY & propos
OP .
du probldme de Cauchy : si on pose Q(g,M,T) =37 (g,My7) , on remarque, en uti-
lisant l'hyperbolicité stricte de P , que



J. Chazarain et A. Piriou, Remarques ... ' V.9

m-1
s =
-ImP(g»c) Q(g,d% ey (¥ + Ig| ) 2 , avec ¢>0 .
Par intégrations par parties en x, on obtient alors
&™)

- r 2yt z = u
Im! e P(D)u.Q(D)u dax dz = oy| 1m_1 iy -C ,]éo m-1-;)r(

dtou (E!) .

Gréce & (E') et (B) , 1'inégalité (E) sera une consequence de

N1 2
> = -
(E") Z < i m=1=k3y 29 ( 'f' ,G,Y Z < g;; m-1 -h +8 Y)

Pour établir (E") , on explicite les Y, en fonction des domnées f, g 53

désignons par ga(g) (3=0yeeeympu~1) 1les zéros g de P(g,;) tels que
my-t
Ing <0, et posons P (g,g) = L | (g-= g;(g)) ; il vient alors
j=o

+
P* (D,40) u(x,0) =( o8 ggg,g_ dg
7 - P (g,c)

m-1

Si on désigne par Sj(g,g) = i S; k(g)gk le quotient de B.(g,r)
k=0 4 J

par P+(§,g) s etpar C(¢) un contour de {Im g <0} entourant les

§3(§) (3 = 0;*-*,“"}&“’) , On en déduit que

pt )f (g:C)
2 B X0 ()0 =0 - = | —3——— £(e,) dg (3=0yeve ppet)
k=0 “¢(g) P (g,C)

d'ou l'expression des p premiéres traces de u @

~iXe®

(y)(g) = E b (e -, a0 s, h(t.:)f £(x,g)ax f ﬂg‘%
3505 e e pp~l ¢ (o)
k=0’.c,m-1
(k':'ot "-:W“)
Les traces suivantes s'obtiennent de proche en proche & partir de 1'expression précé-
dente de F'(D, .g) u(z,g) s

) = - £(x,c) ax f SiXE
e = +(;)Yh+3u(C)*f t () Flgr) = e
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Llestimation (E") apparaft alors comme une conséquence immédiate de la

PROPOSITION., Il existe une constante C telle que

B B oy 2(-maenat)
[ i * = L1l

('Hﬂ
dx =
(E") ‘ f C-(l;) P-(§3C>

(o}

pour h=0peee,nt, €= (Mody), Ne B, ce® y>0 .

Pour établir cette proposition, considérons la solution u du probléme de Dirichlet

(Pu:—. 0 pour x > 0
‘ 'Yju= 0 pour :j:O’ooo,w-e
g pour j = p~1 (g e DR .

On a explicitement

ix.g
u(x,g) = Sim 2 (c) ag .

D'autre part, on sait, d'aprds (E!) et les calculs précédents des traces iy
que

clest-a-dire, en explicitant :

3 o r r ix.
[;n 12 g0 aneo ([ e ]m) -1;—(;% ,g,eim-m,g(m

pour toute g € H(E') ; le théorime sur les multiplicateurs de L? (Bn ) implique
alors
f ( _11_!_-;5_52 1 <L Ic '2 (uth+1)
ct(e) PH(e,0) Y

dtou (E"!) en remplagant P(g,f) par P(-g,C) -

§ 4 - EXEMPLE DE L'BQUATION DES ONDES AVEC CONDITION DE DERIVEE OBLIQUE AU BORD.
2 n-i
2
On prend P(Dx,D ’Dt) = a_a - 2 _ 2
y 3t 3= ay§ dx®
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n~1
R 2
B(D,,D ;D) =35 + ; By o (B, e ®) .

Les hypothdses (A!), (B), (C) sont satisfaites, et on vérifie la validité de la
condition (L) avec

(
= (le'r) eR | IN|< —/; ,
1+lB| }

ainsi que la validité de la condition (Le) avec 0 =1 , On peut donc appliquer
au probldme mixte (*) correspondant les thécrimes 1 et 2, ce qui compldte, pour
cet exemple, des résultats de CHAZARAIN [4], IKawa [9], INOUE [10].

APPENDICE .
PROPOSITION
La condition (L) du théoréme 1 est équivalente & la condition suivante :
~ o
( il existe un cbne convexe I'| avec N e I' T tel que
(L) no~
l R(c) ¢ O pour gth-iI‘O.

~
I1 s'agit donc de montrer que pour tout cdne K fermé de I‘ il existe des con-

stantes ¢>0 et 6 = 0 pour lesquelles on a la minoration de |R(g)| indiquée
4
r

’.",Pr

dans la condition (L), Soit P = Pz’ 1a déccmposition du polynSme P en
1

facteurs irréductibles et soit P'j le degré de P, . On définit le polynlme

Q=P1,...,Pr et on désigne par p(g) 1le résultant de Q(g,f) et -gg' (gs2) o

On va raisonner dans 1l'ouvert

Q={§:C€Rn—i'l:o et p(g) # 01

ol Q a ses racines simples en g . On note (g k)k—1 gt les zéros de Pj
AR RS ]

tels que Img >0 , alors le déterminant de LOPATINSKI R(c) J est défini par
1'égalité suivante

~— 20 L.+,

+ + 1 i7" _
k<y

2 =1

= det(..., Bh(gg,k,g),oo., Dg'] Bh(g:;,k,g)oo') -
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En s'inspirant d'un travailde KaSiHaRA [11] on va étudier le comportement de |R()|
en utilisant une conséquence du théoréme de SEIDENBERG-TARSKI qui est indiquée dans
HORMANDER [7] .

Soit € >0 fixé et en remplagant éventuellement K par un cbne plus grand on
peut le supposer défini par des équations algébriques.

Considérons le systéme suivant de conditions algébriques réelles en des variables ré-
elles indépendantes

T
2+ T dg +1)+
(Re Ck, Im gk’ Re gj,k 9 Im gj’k, Re R, Im R,O’) € R j:'l

(D)

+
4 Pj(gj,k,g) =0 (J=tyeweym 3 k=tyuenydl, gy ) =RoE, \ +1 n gj,k)

Imgj’k>0

|mgf = e
2
lel =o?

0@ >0

2 ] +
N Igj,k-gj’zl >0  (J=1y0ee,r kpd =150 005dy k£ 4)

Ce qui définit pour o fixé un ensemble semi-algébrique M(g) qui est non vide pour

o assez grand car R(g) #0 sur e - il"o ; d'autre part pour o fixé la projection
n ~

de M(o) sur l'espace des L est relativement compacte dans R -~ iI‘o et donc

iz(zf) || # 0 . Alors le théordme d'élimination implique 1'existence d'une con—
M{g.

stante C # O et d'un nombre rationnel a tels que

inf|R|~cacza pour ¢ grand
¥(o)

clest-a-dire

IR(g)| = ¢ |¢|® pour Ce B ~iK , [Im¢lze,plg) £0, Ig| erend

et par continuité, cette inégalité reste vraie sans la condition p(C) £0 . Mon-

trons maintenant que cette dernidre inégalité implique celle de la condition (L) .
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Soit 5, >0 fixé, alors on a par continuité sur un compact l'existence d'une con-

stante ¢ >0 telle que
[R(g)|2c pour ce® -1K [g| =1 |mglze, -

Reste denc & considérer le cas ou 'Im ¢| est petit, désignons par § 1le degré

d'homogénéité de R(C) en [ et posons (' = et &
[Im ¢

1

| Im

alors 1l'inégalité trouvée nous montre que dans ce cas on a

C'eR -1k [Img'| =1 |g'] = et R(C) = |Im Clbﬂ(c’)

|R(g)| = ¢ |mm ¢|®®

ce qui démontre la condition (L) .

De la méme fagon on a pour la condition du théordme 2 la

PROPOSITION
. - N1
Si R(g) £ 0 pour € = (M dy) MeR , oeR y>0 , alors
il existe @ tel que la condition (Le) du théoréme 2 soit satisfaite.
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