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IV-1

REMARQUES SUR LA CARACTÉRISATION DES

PROBLÈMES MIXTES BIEN POSÉS POUR UN OPÉRATEUR HYPERBOLIQUE

par

Jacques CHAZARAIN et Alain PIRIOU

9 1 - INTRODUCTION

Pour commencer.. indiquons de façon vague en quoi consiste le problème mixte dans
un quadrant. On note le deml.-espace . ( () x,y, t ; x &#x3E; 0 , y R 1 t E’ fR1 .un quadrant. On note 

fi 
le demi2013espace t y e , 1 

Soit P un opérateur hyperbolique dans la direction du temps t et on se donne un

nombre fini d’ opérateurs B ..

On dit que le problème mixte est bien posé si : étant donnés f et des g.
J

il existe une solution u et une seule de

411

,

On se propose de caractériser les opérateurs ~8.~ pour avoir un problème bien
J

posé, bien entendu cette caractérisation dépendra des espaces où l’on se donne les

fonctions.

Si P est d’ordre 2, on dispose depuis longtemps d’une théorie assez complète,
motivée par l’étude de l’équation des ondes.

Par contre, si l’ordre P est quelconque, les résultats sont récents et on peut
en résumer les étapes essentielles de la façon suivante :

(1961) S. AGMON [2] démontre l’inégalité d’énergie pour le problème mixte à
coefficients constants mais avec une hypothèse restrictive sur P .

~19b... ~ S. I~~IZ0~1TA, I. SHIROTA et leurs élèves étendent dans diverses directions

les résultats 

(1970) R. SAKAMOTO ~15~ démontre l’inégalité d’énergie dans le cas des coefficiente
variables et sous des hypothèses générales et indépendamment T. BALABAN [3] démontre
que le problème mixte est bien posé dans les espaces de Sobolev mais avec la même
restriction que dans AGMON.
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Notons que parallèlement, il y a des résultats relatifs aux systèmes hyperbo-

liques du 1er ordre et non nécessairement symétriques : R. EERSH [6], EAU

[11], KREISS [ 12 ~ , RàVCX [14].

Dans presque toiu ces travaux, il est fait une hypothèse, dite de I~4PgTINSKI

unciforme. qui exclut par exemple, le cas du problème de Neumann ou du problème à

dérivée oblique pour Inéquation des ondes. Le but de ces exposée est d’indiquer
une caractérisation des problèmes mixtes bien posés au moyen d’une condition de
I~OPAT1NS~I non nécessairement uniforme, par contre on se place dans le cas des

opérateurs homogènes à coefficients constants.

La caractérisation sera aisée une fois que l’on aura ramené le problème mixte

à un problème équivalent sur le bord ix = 0) et ce en adaptant au cas hyperbo-

lique la technique du pro jecteur de CALDERON (Voir par ex. [8 , [13]).

On étudiera successivement le problème mixte dans les espaces de fonctions 000

puis dans les espaces de SOBOLEV. On se borne ici à esquisser les démonstrations

dont on trouvera les détails dans [5’ par contre on développe ici en appendice
une remarque sur une formulation équivalente de la condition (L) du théorème 1

et une remarque sur la condition (L du théorème 2.

§ 2 - PROBLÈMES 1~~~ DANS LES ESPACES DE FONCTIONS (f jjt)
a) Enoncé du résultat, ~N®

On commence par préciser les hypothèses et notations.

Sur ltopérateur P on supposera que

(A) r P»x,"y,»t&#x3E; est un opérateur de degré m homogène à coefficients

L constants et hyperbolique dans la direction du temps N 0 = (0,0,1) .
Notons (S,~,T) la variable duale de (x,y,t) et posons aussi z = (y,t) et

~ = (’~,T~. Notons r la composante connexe contenant N de l’ouvert

et P(N) 4 0) et posons h 0 = r n (~ = sait que P admet une

solution élémentaire E à support dans le cône dual

(B) [On suppose que le bord n’est pas caractéristique pour Pl alors

if 
o 

on désigne 0,...,1-1-1 les rac ines en g du
0 J
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polynôme telles que Im g &#x3E; W ; on vérifie facilement que +Je nombre g de

racines est indépendant de ~ ~ 0 - i ~’ 0 . le nombre de conditions au bord on

fait l’hypothèse :

(ci f0n se donne 4 opérateurs différentiels homogènes à coefficients constants

Il reste a formuler l’hypothèse de LOPATINSKI sur les B.. On définit le polyn8me
J

le reste de la division euclidienne du polyn8me B. par e . On appellera "ma-

trice de LOPATINSKI" la matrice carrée ii x 4 == et déterminant

de LOPATINSKI son détenninant R(C) == det 
J, J,

Avec ces définitions on a la caractérisation suivante :

THEOREME 1. Sous les hypothèses (A4) (B), (C) les conditions a) et b) sont équiva-
lentes.

a) Pour les données f (R~) ~ g , 1 C~(R~) j . = 014 1 etIl~ i
nulles pour t  0 1 le problème jtt

admet une solution unique nulle pour t  0 .

b) La condition (L) est satisfaite :

il existe un c8ne ouvert connexe fe 0 avec N 0 E r,-c:r 0 r tel que

(L) î pour tout cône fermé épointé K c r’ il existe c &#x3E; 0 

o 

et 0 ~-t 0

(On donne en appendice une forme équivalente de la condition (L~~ .
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Esquissons la démonstration de ce théorème :

b) Réduction à un problème sur 
~ résolvant le problème de Cauchy, on peut toujours se ramener au cas où

. 

Posons

’W’ ""

sinon, la formule des sauts s ! écrit

où

. 0 
~

ce que 1 ton condense en P u = Pyu avec

et d’où l’ondéduit :

puis en reprenant formellement les traces des deux membres on trouve que vu- est

solution de

où l’on a posé Q v = v)

Ceci est justifié par la

PROPOSITION. L’application

1 ou C+ est un contour de Im &#x3E; 0 qui entoure le s racines ~ ~ ~ ~ . ~~J 
_~__

-- c ------- - - - - - - - - i - . ----~

1 ) On indique par un indice + les espaces de fonctions nulles pour tO .

2) On désigne par la même lettre une fonction et sa transformée de FOURIER-LAPLACE;
c’est la présence de la variable duale qui les distingue.
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On en déduit que l’opérateur Q consiste en la convolution par une matrice

distribution m x m encore notée Q et dont la trsnsformée-de Laplace est donnée

par

et il est alors facile de vérifier que Q a son support dans le c8ne dual ro 9
o

On vérifie alors que l’on a l’équivalence des problèmes

c) projecteur de CALDERON

On vérifie facilement que Q * Q ~ ~ d’ où le nom de projecteur donné à l J appli.

cation Q . Etudions l’image dans ( du projecteur Q(C) .

PROPOSITION.

si et seulement si 1~ solution

du problème de Cauchy

est bornée pour 
La démonstration se fait en utilisant l’expression des solutions de cette équation
différentielle que l’on déduit de la formule des sauts.

En remarquant que les solutions bornées pour x k- 0 de U(x) = 0
sont les solutions de ~~g~ _ 0 , on en déduit une autre caractérisation
de de Q(Ç) :

PROPOSITION.

Soit v ~ ¿n , on a Q(C) v = v si et seulement si v" = Q+~ ~ v’ où on

a posé

et la matrice Q+(C) est définie par
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avec

De cette proposition, il découle que si u c e vérifie Pu = 0 alors

on a l’équivalence

d) la démonstration de l’é uivalence du théorème.

Comme Y"u s’exprime en fonction de y’u on est conduit à éliminer dans

l’ équation Byu = g . Pour cela on écrit que Byu = B Qyu et- on remarque sur l’ ex-

pression intégrale de Q(C) que B Qyu = B’ ou QI désigne la matrice distri-

bution constituée des 4 premières lignes de Q . De sorte que l ’on trouve finalement

le problème équivalent

et par conséquent tout revient à résoudre l’ équation

or la condition (L) implique précisément, diaprès le théorème sur la transformation

de LAPLACE des distributions, qu’il existe une matrice distribution A à support dans

(Ï~)~ qui soit un inverse de B’ pour la aonvolution, d’où la solution

Réciproquement la nécessité de la condition (L) est basée sur le fait que la convo-

lution par B’ réalise un isomorphisme de C 
§ 3 - PROBLEME MIXTE LES ESPACES DE SOBOL1"’V.

1 ) Enoncé du résultat.

Définissons d’abord les espaces de SOPOLEV que nous utiliserons : pour si,

re R et y &#x3E; 0 , désignons par H . (E~+1 ) 11 espace des u (E~+1
telles que é t u c H 

s,r 
ce dernier espace étant défini en particulier dans

[71 -. La norme dans (Rn+1) est définie par
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,

où On définit de même 11 espace

Enfin, est l’espace des restrictions à des distributions appar-+ wL +

tenant à il est muni de la norme-quotient correspondante, que l’on

On utilisera les notations

On remplace l’hypnthèse (A) par :

! P(Dx1 Dy, Dt) est un opérateur différentiel de degré m homogène à coeffi-1 

x constants 

strictement ]UWerbcli dans la direction du tempscients constants strictement hyperbolique dans la direction du temps

et on obtient le

THËOEÎME 2.

Soit 0 un nombre réel ;?-t 0 . Sous les hypothèses (B), (C), les deux

assertions suivantes sont équivalentes :~ a) Pour tout y &#x3E; 0 , pour toutes 010;y,, +

1admet une solution unique , qui vérifie Ir inégali té d’énergie
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où C est une constante indépendante de f. gs y -
De plus, si f, g. sont nulles pour t0 , alors u est nulle pour t  0 , 

J

E12fiZlI si

b) La condition suivante est satisfaite

déterminant de LOPATINSKI R(C) est non et la matrice-inverse

de la matrice de LOP9TIN~KI Bt (c) vérifie

1 

avec une constante CI indépendante de

Pour établir l’ implications a) ’) .) J on utilise la réduction précédente de

(*) à un problème sur le bord ~x = qui montre que l’operateur de convolution

par BY est un i~o~o~hï~e ~ de

condition ~L ~ résulte alors du théorème sur les multiplicateurs de L3 (IR nu

Pour établir l’implication b~ --.~-~a~ , 1 ~étape essentielle est la

2) ’ o d d’ ’ CE) ~ f +~ g. 2 ~ Démonstration e !11 e (E) pour + 
On commence par établir une foxme affaiblie de (E) dans le cas du problème de

DIRICHLET pour un opérateur P vérifiant les hypathéses ~ (B) :

Il existe une constante C telle que 
’... ~ .

pour et toute

Pour démontrer ce lemme, on adapte une technique introduite par LERAY à propos

du problème de Cauchy : si on pose PT) 1 on remarque, en uti-
lisant l 1 bype rbo 1 ici té stricte de P , que
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Par intégrations par parties en x, on obtient alors

d’où ~E=~ .

Grâce à (E’) et ~B~ , l’inégalité (E) sera une conséquence de

Pour établir (E") 1 on explicite les vu en fonction des données f 1 gj :
désignons par g-:(c) (j==0~..tn~~) les zéros g de tels quei _n 4

et posons il vient alors

Si on désigne par le quotient de

un contour de entourant les

, on en déduit que

d’où l’expression des g premières traces de u :

Les traces suivantes s’obtiennent de proche en proche à partir de l’expression précé-
dente de 1(D~,Ç) 
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L’estimation (E") apparaît alors comme une conséquence immédiate de la

PROPOSITION, Il existe une constante C telle que

Pour établir cette proposition, considérons la solution u du problème de Dirichlet

On a explicitement

D’autre part, on sait, d’après (El) et les calculs précédents des traces 

que

c’est-à-dire, en explicitant :

pour toute g E es~i(~~ ; le théorème sur les multiplicateurs de L2 (If) implique
alors 

~.. _ 

en remplaçant; 1

§ 4 - EXEMPLE DE L 1 ION DES ONDES AVEC CONDITION DE DÉRIVÉE OBLIQUE AU BORD.
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Les hypothèses (A’ ), ~B~ ~ (C) sont satisfaites, et on vérifie la validité de la

condition (L) avec

ainsi que la validité de la condition (La) avec a = 1 .On peut donc appliquer
au problème mixte (*) correspondant les théorèmes 1 et 2, ce qui complète, pour
cet exemple, des résultats de 0152àZARAIN [4], IKAWA [91, INOUE [10].

APPENDICE .

PROPOSITION

La condition (L) du théorème 1 est équivalente à la condition suivante :
~ ~

- il existe un cône convexe r 
0 

avec N 0 c r 0 tel que

i 

Il ss egit donc de montrer que pour tout cône K fermé de ~’o il existe des con-

stantes c &#x3E; 0 et 8 ’ 0 pour lesquelles on a la minoration de indiquée
il -tr

dans la condition (L). Soit la décomposition du polynôme P exdane 1a condition ~L). Soit P = 
i 1 

la décomposltion du polyn~me P e~

facteurs irréductibles et soit le degré de P . , 0n le polynôme
J J

et on désigne par Pr&#x3E; le résultant de et à2 
On va raisonner dans l’ouvert

où Q a ses racines simples en . On + les zéros de P .
- 

~ i
tels que Im g &#x3E; 0 , alors le d¢ ter~n~.nra~t de LOPATINSKI J est défini par

l 1 égalité suivante -
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En s’inspirant d’un travailde KASMARA [11 ] on va étudier le comportement de 1 R(C) 1
en utilisant une conséquence du théorème de SEIDF~tBERG-~,4R.S~I qui est indiquée dans
HORMANDER ~’~ ~ .

Soit &#x3E; 0 fixé et en remplaçant éventuellement K par un c8ne plus grand on

peut le supposer défini par des équations algébriques.

Considérons le système suivant de conditions algébriques réelles en des variables ré-
elles indépendantes

,.

Ce qui définit pour ~ fixé un ensemble semi-algébrique M(a) qui est non vide pour
o assez grand 0 sur Rn - 1r ; d’ autre part ur a fixé la projection

/ B 
~ n ~

de M(c) sur 1 t espace des ~ est relativement compacte dans R - et donc

inf 0 . Alors le théorie d’élimination implique l’existence d’ une con-

s tante C ~ 0 et d ! un nombre rationnel a tels que

c’est-à-dire

et par continuité, cette inégalité reste vraie sans la condition p~~~ ~ 0 . Mon-

trons maintenant que cette dernière inégalité implique celle de la condition (L) .
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Soit 1 o &#x3E; 0 fixé. alors on a par continuité sur un compact l’existence d’une con-

stante c &#x3E; 0 telle que

Reste donc à considérer le cas où f est petit, désignons par 6 le degré

d’homogénéité de R(C) en C et posons ~’ 
]

alors l’inégalité trouvée nous montre que dans ce cas on a

ce qui démontre la condition (L) .

De la même façon on a pour la condition du théorème 2 la

PROPOSITION

~ Si R((;) ~ 0 pour iy) 
. 

il existe e tel que la condition (L0) du théorème 2 soit satisfaite.
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