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RÉSULTATS D’ANALYTICITÉ
POUR DES OPÉRATEURS LINÉAIRES ELLIPTIQUES DÉGÉNÉRÉS

par Charles GOULAOUIC (*)

Il s’agit essentiellement ici de régularité analytique réelle (hypoellipticité
analytique et régularité analytique "jusqu’au bord" pour des problèmes aux limites)

Rappelons d’abord brièveaaent quelques résultats parmi les plus connus s

- Tout opérateur elliptique à coefficients analytiques est hypoelliptique analy-

tique et inversement tout opérateur à coefficients constants hypoelliptique analy-

tique est 

- Pour un problème aux limites elliptique "régulier" à données analytiques toute
solutions est analytique jusqu ~au bord (C.B. Norrey et L. Nirenberg [15])

Nous nous proposons de donner maintenant des résultats positifs dtanalyticité
dans des cas qui ni entrer..."t pas dans les cadres ci-dessus et aussi des résultats

négatifs dans des situations apparemment peu différentes des précédentes*

Considérons d’abord un tableau d ~ e~;mples les plus simples possibles que l’on

peut considérer comme des "modèles significatifs" .

i . Exi~;iplas ra RÉ 
~ 

àNàLYTIgw PovR ws oPÉRa~ nÉGÉ~s . 1. EXEMPLES DE RÉGULARITÉ All~.h~Y‘~1~’C1F POUR DES OPÉRATEURS 

Pour y on notera OE (F) l’espace des restrictions à 

x 

F de fonctions 

1

analytiques dans un voisinage ouvert de F ; on note aussi D = -i ~2013 .Y ~. ~~ ’ 
x uX

On dit qu’un opérateur différentiel a la régularité analytique dans un ouvert

0 de tt si, pour tout ouvert q, c 0 on a la propriété :

Si, de plus y liopérateu-r est hypoelliptique il est alors hypoellip-

tique analytique dans Q .

L’opérateur L4% = IP + rIP a la régularité analytique dans 

notons que 1 1-rjpoellipti cité tel opérateur a été montrée dans [2].

(~) La contriûution de l’auteur aux résultats ci-dessous a été obtenue en collabo-
ration avec Baauendi.
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Exemple de 

L’opérateur 5Ù = D yD a la régularité analytique dans R2 (cf. [33)y y x

notons que cet opérateur n’est pas hypoelliptique car, en désignant par
Y la fonction caractéristique de f(x,y) ~~?y&#x3E;0~, on a ~ Y = 0 .

Voici ma,i11.te¡~nt quelques exemples de régularité analytique jusqu’au bord t

Exemple 3 (opérateur de Legendre).

J-1,+1[ a la régularité analytique jasqu’au.
bord au sens su.-*Lvant

Pour tout ouvert 0 de [-1?-~~ y ’ ~t)

(en particulier, on peut prendre 0 = 1 -1 , +1 ] ) .
Notons qutil n’y a pas ae conditions aux limites parce que l’opérateur t est dé-

génère au. bord, mais qut il faut supposer un peu de régularité a priori sur u (en
effet : = 0 ).

Lorsque on cherche à généraliser cet exemple au cas de plusieurs variables  on esi

amené à considérer diverses possibilités s

Exemple 4 (complètement dégénéré au bord).

Soient Q ouvert de

(dégénéré seulement suivant la direction normale au bord).
Soient Q un ouvert 0~ et d = D Y D 

y + B~ ; on a encore :

- 

p 
y y x 

9
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2. COrl(:IErNTà.TI0153S ET 0152NÊEÂLISATIONS.

1 0) la ré~ité analytique de l’exemple 2 résulte immédiatement de celle de
l’exemple 4.

20) On peut traiter directement l’exemple 3 de la façon suivante. On considère
le laplacien sur la sphère unité S de ~3 restreint aux fonctions invariantes

par rotation autour d’un diamètre, par projection sur ce diamètre on obtient _

l’opérateur de Legendre y comme les fonctions analytiques sur [ -~ 9 +~ ~ sont alors

en correspondance avec les fonctions analytiques sur S invariantes par rotation

autour d’un diamètre, on s’est ramené à la régularité analytique "à l ’ intérieur"

pour un opérateur elliptique.

3’) Ie, méthode ci-dessus , convenablement adaptée (cf. paragraphe 4) permettrait
aussi d’étu.c1ier l’exemple 5 ~ mais elle est insuffisante dans des cas plus généraux

(et même pour l’exemple 4) et les méthodes utilisées dans ces cas sont une adapta-
tion de celle de Morrey et !BTirel1berg [15]. On renvoie à la bibliographe pour les

détails, l’idée directrice étant : localiser le problème, obtenir des inégalités
a priori dans des espaces avec poids traduisant la "régularité L2 "; utiliser

ensuite les ouverts emboités comme dans [15] mais en adaptant les troncatures à

la dégénérescence ; utiliser des inégalités de Hardy qui permettent de comparer des

dérivations usuelles et des opérateurs différentiels dégénérés (par exemple, pour
et on a

ce qui se démontre essentiellement en utilisant la ~~oxmatio~ de Hardy :

~° ~ Ainsi, dans [9] est d-émontrée une généralisation de l’exemple 1, qui s’énon-
ce essentiellement comme suit : on a la régularité analytique dans R~ x R poux

aiz P, Q sont fortement elliptiques et à coefficients analytiques et k E N .
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5°) Dans [3j et [4] on prouve des résultats de régularité pour des classes d’opé-
rateurs généralisant les exemples 4 et 5 (et a i’ort~ori 3) :

Soit Q lli.1 ouvert borné de R11 défini par une fonction ç analytique de R"
dans R telle que t

On considère un opérateur différentiel sur n :

avec

1.. 1

et tels qu’il existe c &#x3E; 0 vérifiant :

On a alors en particulier le résultat s

PROPOSITION 1 . Soient 0’ un ouvert

u~(~(~) telle que

Par eie , on peut prendre pour ~ l’opérateur div o grad.4

En plus d.es notations ci-dessus y posons

On vérifie que l’opérateur JÉ 5 est dégénéré sur r seulement suivant les direc-

tions transversales. On a aussi le résultat :

PROPOSITION 2. S o~ ~ un ouvert de 5 et telle 0- (e) ;
alors 

60) Signalons encore quelques généralisations :
méthode de démonstration utilisée y reposant sur des inégalités, permet d’ob-

tenir avec à peine plus de iatigue , des résultats de régularité de type Gevrey
C~~ [ 4 ] ) .
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- Des résultats de régularité analytique (et Gevrey) ont été obtenus pour des opé-
ra‘~;urs elliptiques dégénérés généralisant 11 opérateur de ~e~endre 9 mais sur des

ouverts 

- Une étu de de problèmes aux limites elliptiques dégénérés plus généraux (pax 1 f or-

dre des opérateurs et les types de dégénérescence) a été faite dans [7J pour la

régularité CCO et [8] pour la régularité analytique.

Le fait de n’avoir pas détaillé ici les méthodes utilisées pour montrer les ré-

sultats de régularité analytique ne permet pas d t expli~uer les difficultés d’appli-
catîa~,s de ces méthodes , signalons seulement qu’elles s ’appliquent à l’opérateur

ot1 = J13 + y2 IfJ dans R2, mais pas à 1 t opérateur = fl + D2 + danS ’ f
-’. Y x ~ t Y x

On va même montrer que ce dernier opérateur n’a pas la régularité analytique (cf.
[51), mais pour cela on est amené à introduire une notion supplémentaire.

3. QROfIRIÔTÉ DES ITÉRÉS . ~3 . EROERIÈTÉ DES 

Rappelons d ~a ~ord un résultat dû. à N. Aronszajn [1] dans le cas du laplacien et

généralisé à un opérateur elliptique par T. Kotake et N.S. Narasimhan [12].

PROPOSITION 3. Soit un opérateur elliptique dfordxe 2 à coefficients analyti-
que un ouvert n c Rn, une fonction u ~ les propriétés sui-

vantes sont éguiva,lentes ~

i) Ia fonction 

ii) Pour tout compact c n , il existe une constante L &#x3E; 0 telle aue l’on

Ce résultat a été étendu dans [13] à des problèmes aux limites elliptiques et,
dans [41, nous avons montré ltanalogue de la proposition 3 pour une variété à

bord et en utilisant (nécessairement) un opérateur elliptique dégénéré convenable.

PROPOSITION 4 (avec les notations des propositions 1 et 2). Soit les

propriétés suivantes sont équivalentes s

i) La fonction uc CL (f~) .

ii) Il existe une constante L &#x3E; 0 telle gue l’on ait pour tout 
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Nous donnerons une démonstration de ce t te pr opo s i t i on à la f in de ce paragraphe

Par ailleurs une telle propriété des itérés est fausse pour des opérateurs du

c’est-à-dire complètement dégénérés au bord (remarque de L. Boulet
de Honvel) ; plus précisément, on a 1

PROPOSITION 5. Soit dans x R un opérateur At de la f orme

ou P est elliptique dE ordre 2 , Q d’ordre 1, tous deux à coefficients a~al ti~

IM2~ __e e vérifiant 

-1
soit a mi voisinage ouvert borné de 0 dans x 1 0,-[ il il exi s te

Z &#x3E; 0 et u. ‘ C~ ~~ ~ non analytique au voisinage de 0 et te lle que l’on a i t pour

tout 

Ia démonstration est presque immédiate si on remarque que, pour u vérifiant ’

e k
l’s.~0 on a 

La propriété des itérés et la régularité analytique sont liées ; que ce soit pour
un problème de régularité à 1 ~ i~~‘~érieua~ ou jusqutau bord y on a 1 

.

PROPOSITION 6. 1°~ La propriété des itérés implique analytique.
2°) D 2 +.:Il; a 

, 

analytique en 1 es variables t xt

1=~rateur ~ a la propriété des en les variables x .

Démonstration. Seulement le 20) présente quelque difficulté ; nous le montrons

:pax exemple dans le cas de la régularité "à 1 r intérieur" , en utilisant une idée

utilisée dans [1 5] 1

Soient n un ouvert de Ù et u. E telle que , pour tou.t Il c Q , il

existe L &#x3E; 0 vérifiant

pour tout 

on considère la fonction

qui est donc définie et e dans un ouvert à de Rn x R dont la trace sur R~

est Q, -, on a 
-
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donc v est analytique dans et comme = u(x), il en résulte que u.

est analytique dans 0 .

On déduit immédiatement de la proposition 6 que l’opérateur A-5 a la propriété
des itérés (proposition 4) puisque D2 + ~ est un opérateur de la même formeT 5
que ae 5 (avec une variable tangentielle de plus) et a donc aussi la régularité
a~yt icïu.e .

De l t opérateur D y y D 
y 
+ y D2 nta y~ t pas la propriété des itérés dans

y y x 
2 

1R X coq-[ 1 il en résulte que ltopérateux D2t + D Y D y + y D2 nta pas la régu-la-t y y x

rité analytique dans R x x R .

4. CHiNGEMENT DE VARIàBIES.

Llidée d~étudier ltopérateux de Legendre comme projection d’un laplacien peut

s;exploiter de façon analytique et donc dans un cadre plus générale pour ramener

des problèmes au bord à des problèmes à 1~ intérieur (éventuellement en augmentant
la dimension de 1~espace).

D t apré s 1 étude du. paragraphe 3 , il existe une fonction v de classe C~ dans

un voisinage de 0 dans non analytique au voisinage de 0 et

telle que (avec m entier ~ 1) :

On fait le changement de variables s Il

et on pose

Cette fonction w est Cf dans un voisinage de 1’origine dans elle

ne peut pas être analytique au voisinage de 0 (sinon v le serait) et elle

vérifie ?

En particulier, on a obtenu le résultat suivant : "

D2 + D2 -1- s la régularité analytique au voisina--Î2 = t y Zl «U (au vo

de y=0). 
.
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5.EEI’~RQOES.

Les opérateurs 2 sont des cas particuliers d’opérateurs de la forme
r ~E XÎ introduits par L. Hormander 11 les xi &#x3E; 1=1 , ... , r étant des clnmps de

vecteurs (r dans un ouvert Q de lorsque l’algèbre de Lie engendrée par
les est de rang n, un tel opérateur est hypoelliptique. Ltop6-J. 

rateur A2 montre que de tels opérateurs à coefficients analytiques ntont pas
toujours la régularité analytique (même lorsque l’espace engendré par les

(x~),_1 r 
et leurs commutants est de dimension n ). Par ailleurs, dans [10]1 A- ; * * , 

1 r 2
il est montré que de tels opérateurs ¿ X. à coefficients analytiques ont une

à=1 ~
régularité Gevrey d’ ordre s , (G ) , qui dépend de la longueur des cammutants

s

nécessaire pour engendrer tout l’espace. Ainsi l’opérateur .ae2 n’a pas la régu-
larité G s pour s  2 (il suffit pour le voir de détailler la démonstration 

~ 

ci-

dessus) et a la régularité G pour s &#x3E; 2 (cf. [10]). Un tel opérateur .4-s 2

a-t-il la régularité G~ ?
Il serait intéressant dtobtenir une caractérisation des opérateurs elliptiques

dégénérés qui ont la régularité analytique (même parmi les opérateurs de la forme
r 2£ X , de [11]).

i==1 ~

~)
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