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III-1

RESULTATS D'ANALYTICITE
POUR DES OPERATEURS LINEAIRES ELLIPTIQUES DEGENERES

par Charles GOULAOUIC (*)

I1 slagit essentiellement ici de régularité amalytique réelle (hypoellipticité

analytique et régularité amalytique "jusqu'au bord" pour des problimes aux limites).

Rappelons dlabord briévement quelques résultats parmi les plus connus

~

— Tout opérateur elliptique a coefficients analytiques est hypoelliptique analy-
tique et inversement tout opérateur & coefficients constants hypoelliptique analy-
tique est elliptique (I.G. Petrowsky [16]).

-~ Pour un problime aux limites elliptique "régulier"'a dommées analytiques toute
solution est analytique jusqu'au vord (C.B. Morrey et L. Nirenberg [15]).

Nous nous proposons de donner maintenant des résultats positifs dtanalyticité
dans des cas qui n'entrent pas dans les cadres ci-dessus et aussi des résultats
négatifs dans des situations apparemment peu différentes des précédentes.

Considérons dlabord un tableau dlexemples les plus simples possibles que l'on

peut considérer comme des "modeéles significatifs".

1. EXIPLES DE REGUIARITE ANALYTIOUE POUR DES OPERATEURS DEGENERES.

~

Pour F cR®, on notera OL(F) 1'espace des restrictions 3 F de fonctions

anglytiques dans un voisinage ouvert de F 3 on note aussi Dx = =i ga; .

On dit qutun opérateur différentiel & g la régularité analytique dans un ouvert

Ve

Q de E° si, pour tout ouvert (4 < (Q on a la propriété :

uec ()
impliquent : u ¢ Q(Q ) .
Au ¢ aly )

Si, de plus, 1lopérateur & est hypoelliptique dans Q , il est alors hypoellip-
tique amalytique dans Q .
Exemple 1.

L!opérateur "{'/1 = D; + f])?( a la régularité amalytique dans B® (cf. [14]) ;
notons que 1'iypoellipticité dlun tel opérateur a été montrée dans [2].

(*%) Ia contrivution de l'auteur sux résultats ci-dessous a été obtenue en collabo-
ration avec 14,5, Baocuendi,



III,2 Che Goulaouic, Résultats dlanalyticité...

Exemple 2.(ciangeant de signe).

Liopérateur 7 = Dnyy +y-'I>§C a la régularité amalytique dans B (cf. [3]) 3
notons que cet opérateur n'est pas hypoelliptique dans B, car, en désignant par
Y la fonction caractéristique de {(x,y) ¢ B23y > 0} ; ona £Ay-0.

Voici maintenant quelques exemples de régularité analytique jusqutau bord :
Exemple 3 (opérateur de Legendre).

Ltopérateur £ = DX(1—x3 )])X sur J-1,+1[ a la régularité amalytique jusqu'tau
bord au sens suivant :

Pour tout ouvert Q de [-1,+1] ,

ucCt(@)
impliquent : u ¢ a(n)

I X))

(en particulier, on peut prendre Q = [-1,+1]).
Notons qu'il n'y a pas de conditions aux limites parce que l'opérateur £ est dé-
g@énéré au bord, mais qu'il faut supposer un peu de régularité a priori sur u (en

effet : £(Log %{;—E) =0).

Lorsqulon cherche & généraliser cet exemple au cas de plusieurs variables, on est

amené a considérer diverses possibilités :

Exemple 4 (complétement dégénéré au bord).

/\y
Soient Q un ouvert de

{(x,7) ¢ B 5 y= 0} et —

. B . =
Je:Dnyy+yD§c ’ Iy I > x

, .

on a 3 e o

u:Cci() -

impliquent ¢ u e 0. (Q).
Au zaQ)

Exemple 5 (&égénéré seulement suivant la direction normale au bord) .

Soient ( un ouvert de {(X,y)qﬁz sy = 0} et it = Dyy.'l)y + D; § on a encore 3

we &)
impliquent : ue X(Q) .

ﬁu € CI_(Q))[
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2, COMMENTAIRES ET GENERALISATIONS,

1°) Ia régularité analytique de l'exemple 2 résulte immédiatement de celle de
1texemple 4.

2°) On peut traiter directement 1l'exemple 3 de la fagon suivante. On considére
le laplacien sur la sphdre unité S de R® restreint aux fonctions invariantes
paxr rotation autour d'un diamétre §; par projection sur ce diamétre on obtient
1topérateur de Legendre y comme les fonctions amalytiques sur [=1,+1] sont alors
en correspondance avec les fonctions analytiques sur S invariantes par rotation
autour d'un diaméetre, on slest ramené & la régularité amalytique "a 1l!'intérieur"

pour un opérateur elliptique.

3°) la méthode ci-dessus, convenablement adaptée (cf. paragraphe 4) permettrait
aussi dtétudier l'exemple 5, mais elle est insuffisante dans des cas plus généraux
(et méme pour llexemple 4) et les méthodes utilisées dans ces cas sont une adapta-
tion de celle de Morrey et Nirenberg [15]. On renvoie & la bibliographie pour les
détails, 1'idée directrice étant : localiser le problime, obtenir des inégalités
a_priori dans des espaces avec poids traduisant la "régularité I "; utiliser
ensuite les ouverts emboités comme dans [15] mais en adaptant les troncatures a
1la dégénérescence § utiliser des inégalités de Hardy qui permettent de comparer des
dérivations usuelles et des opérateurs différentiels dégénérés (par exemple, pour
uchH(loo) et ke N, ona

1% gy = 2T PN
¥ ul _Z 0y 0k
” v uJ.P;LQ (0,00) = kt ” v y v u”]'ﬁ(o,oo) 4

ce qui ge démontre essentiellement en utilisant la transformation de Hardy :

2) = 1] D (m(e)ar) .

4°) Ainsi, dans [9] est démontrée une généralisation de 1'exemple 1, qui s'énon-

ce essentiellement comme suit : on a la régularité amalytique dans R" x R pour
21
A = A(x, 4,0 ,D,) = P(x,t,D,) + t “Q(x,%,D,)

ou P, § sont fortement elliptiques et & coefficients analytiques et ke N ,
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5°) Dans [3] et [4] on prouve des résultats de régularité pour des classes d'opé-
rateurs généralisant les exemples 4 et 5 (et a_fortiori 3)

Soit Q un ouvert borné de R~ aéfini par une fonction ¢ amalytique de R™
dans R telle que :

Q= {x;Bn;Q(x) > 0}
' =3Q = {den;Q(x) = 0}
do £ 0 sur T .

On considére un opérateur différentiel sur Q :

- = b
Jﬁ4 !a!§1 D adB @ ”~

[g]=1
avec a @ () et tels qu'il existe ¢ > 0 vérifiant :
o
Re z a B(x)f;&dra = clg|? pour geC” et xen .
Jof=lo] =t
On a alors en particulier le résultat :

RN

PROPOSITION 1, Soient © un ouvert e )

de O et ue C(9) ztelle que
aﬁf4u ¢ (0) 5 alors u e O-(O) ,

7
L
b
2\

Par exemple, on peut prendre pour :7% 1ltopérateur div ¢ grad.
In plus des notations ci-dessus, posons

grad ¢ = (cpl s"'sf-Pn)
Aij = wiDj - @jDi pour 1 =i,3=n.

£5=J$ FE AT AL
J

4 171
On vérifie que 1l'opérateur JZLS est dégénéré sur I seulement suivant les direc-

tions transversales. On a aussi le résultat :

PROPOSITION 2, Soient © un ouvert de O et u ¢ C*(9) telle que ﬂ‘su € 0-(0);

alors uec (O .
6°) Signalons encore quelques généralisations :
- Ia méthode de démonstration utilisée, reposant sur des inégnlités, permet d'ob-

tenir avec a peine plus de fatigue, des résultats de régularité de type Gevrey
(Cf‘ [53 [4‘])'
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- Des résultats de régularité analytique (et Gevrey) ont été obtenus pour des opé-
rateurs ellintiques dégénérés généralisant l'opérateur de Legendre, mais sur des
ouverts irréguliers (cf. [6]).

~ Une étude de problémes aux limites elliptiques dégénérés plus généraux (par 1'or-
dre des opérateurs et les types de dégénérescence) a été faite dans [7] pour la
régularité C¢© et [8] pour la régularité analytique.

Le fait de ntavoir pas détaillé ici les méthodes utilisées pour montrer les ré-
sultats de régularité analytique ne permet pas dtexpliquer les difficultés d'appli-
cations de ces méthodes § signmalons seulement qu'elles s'appliquent & 1l!opérateur
A = D; +y?I2 dans R?, mais pas 3 1'opérateur A, = If, + D; + y?I0? dans B®Y
On va méme montrer que ce dernier opérateur n'a pas la régularité analytique (cf.
[5]), mais pour cela on est amené & introduire une notion supplémentaire.

3. PROPRIOTE DES ITERES.,

Rappelons dlabord un résultat dft & N. Aronszajn [1] dans le cas du laplacien et
généralisé & un opérateur elliptique par T. Kotake et N.S. Narasimhan [12].

PROPOSITION 3. Soit % un opérateur elliptique d'ordre 2 & coefficients amalyti-
ques dans un ouvert Q C R ; pour une fonction u ¢ C°(Q), les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

i) Ia fonction ue @ (Q) .

ii) Pour tout compact K< , il existe une constante L > 0 telle gue l'on

ait pour tout kel ,

|| = 1 (2x0)1
I? ()
Ce résultat a été étendu dans [13] & des problémes aux limites elliptiques et,
dans [4], nous avons montré 1l'amalogue de la proposition 3 pour une variété a
bord et en utilisant (nécessairement) un opérateur elliptique dégénéré converable.

PROPOSITION 4 (avec les notations des propositions 1 et 2). Soit ueC°(Q) 3 les

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Ia fonction ue a () .

ii) Il existe une constante L > O telle gue l'on ait pour tout kel ,

T opr

IIA

k'-u
#5702
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Nous donnerons une démonstration de cette proposition & la fin de ce paragraphe.

Par ailleurs une telle propriété des itérés est fausse pour des opérateurs du
type £, , clest~a-dire complétement dégénérés au bord (remarque de L. Boutet

de lonvel) ; plus précisément, on a @
PROPOSTTION 5. Soit dans R® = {(x,y) €B®' x R} un opérateur & de la_forme
Ji'(xyy,DX’Dy) =yP +Q,

ot P est elliptique d'ordre 2, Q d'ordre 1, tous deux & coefficients amalyti-

ques _et, pour simplifier, vérifiant PQ - QP =0 ,

Soit Q un voisinage ouvert borné de O dans IRE = an—1 x [o,o § il existe

L>0 gt usC’(Q) non analytigue au voisinage de O et telle que 1l'on ait pour
tout keWN ,

A5 o, s T 2k
()
la démonstration est presque immédiate si on remarque que, pour u vérifiant
Pu=0, ona A = o,

Ia propriété des itérés et la régularité amalytique sont liées 3 que ce soit pour

un provléme de régularité a 1ltintérieur ou jusqu'au bord, on a :

PROPOSITION 6, 1°) la propriété des itérés implique la régularité analytique.

2°) Si llopérateur Di +4 a la régularité analytigue en les variables (t,x),

1lopérateur A4 a la propriété des itérés en les variables X .

Démonstration. Seulement le 2°) présente quelque difficulté j nous le montrons
yar exemple dans le cas de la régularité "a 1l'intérieur"”, en utilisant une idée
utilisée dans [13] :

Soient O un ouvert de RT et wue C(Q) telle que, pour tout KcqQ , il

existe L > 0 wvérifiant :

k1

=L 2kt pour tout kel

A%u
L P
on considére la fonction

o K
elayt) = 5 2k Aul)

2kt ’
k=0 k

~ n n
qui est donc définie et O dans un ouvert (3 de B x R dont la trace sur R

est 0y dans {0, ona
(Di+7%)v=o,
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donc v est amalytique dans 3 et comme v(x,0) = u(x), il en résulte que u
est analytique dans Q .

On déduit immédiatement de 1la propos:.tlon 6 que 1'opérateur Jf’ a la propriété
des itérés (proposition 4) puisque D + Jt’ est un opérateur de la méme forme
que .72'5 (avec une variable ta.n@ntlelle d.e plus) et a donc aussi la régularité
analytique.

De méme, ltopérateur Dnyy +y D n'ayant pas la propriété des itérés dans
R x [o, [ , il en résulte que 1'operateur D +D ¥yD +y D n'a pas la régula~

y Vv
rité analytique dans R X [o,o[ x R o

4. CHANGEMENT Dl VARTABIES.

Ltidée d'étudier l'opérateur de Legendre comme projection d'un Laplacien peut
stexploiter de facon analytique et donc dans un cadre plus général, pour ramener
des problimes au bord & des problimes & l'intérieur (éventuellement en augmentant
la dimension de l'espace).

Dtgpres 1'étude du paragraphe 3 , il existe une fonction v de classe ¢” dans
un voisinage de O dans R x [oy,0[ x R non analytique au voisinage de O et
telle que (avec m entier = 1) :

(05 + y(of + 4D§)2mi D v =0 .

On fait le changement de variables @

et on pose

2 2
w(x,z1,...,zm,t) = v(x,z1 +...+zm,t) .

Cette fonction w est € dans un voisinage de l'origine dans R X R® x R 5 elle
ne peut pas &tre amalytique au voisinage de O (sinon v le serait) et elle
vérifie :
tooot zz)])2 + D7 teeet ° + D2 .

mx C z t

Hw = 0 avec H=(z§

En particulier, on a obtemu le résultat suivant : "

L!opérateur r7f2 = Di + D; + ¥ D n'a pas la régularité analytique (au voisina-
g de y=0),
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5. REMARQUES,

Ies opérateurs ,781 ,9?2 sont des cas particuliers d'opérateurs de la forme

5 x2 introduits par L. Hormander (113, les (X,), . Stant des chemps de
i=1 gecey

vecteurs C€° dans un ouvert Q de R s lorsque l'algebre de Lie engendrée par
les (X.), est de rang n , un tel opérateur est hypoelliptique. L!'opé-

i/i=1 geeeyl
rateur .?@’ montre que de tels opérateurs & coefficients amalytiques n'ont pas
toujours la régularité analytique (méme lorsque l'espace engendré par les
(X ) » et leurs commutants est de dlmension n ). Par ailleurs, dans [10]

i= geeey
il est montré que de tels opérateurs Z X a coefficients analytiques ont une
1=1

régularité Gevrey dlordre s , (Gs), qui dépend de la longueur des commutants

nécessaire pour engendrer tout llespace. Ainsi 1l'opérateur Ji' n'a pas la régu-
larité G pour s <2 (il suffit pour le voir de détailler la. démonstration ci~
dessus) et a la régularité GS pour s> 2 (cf. [10]). Un tel opérateur J%
a~t=-il la régulaxité G2 ?

I1 serait intéressant d'obtenir une caractérisation des opérateurs elliptiques
dégénérés qui ont la régularité amlytique (méme parmi les opérateurs de la forme

2 de [11]).
i=1"



Ch. Goulaouic, Résultats dlanalyticité... III.9

(13

(4]

(53

(€]

(71

(8]

(9]

(103

113

(12]

[13]

BIBLIOGRAPHIE

N, ARONSZAJN, Sur un théoréme de la thdéorie des fonctions amalytiques de
plusieurs variables complexes, C.R. Acad. Sc, Paris, %.205 (1937),
16-18.

MeS. BAOUENDI, Sur une classe dlopérateurs elliptiques dégénérés, Bull. Soc.
Iath, France, 95 (1967), 45-87.

M.S. BAOUENDI et C, GOULAOUIC., Etude de l'analyticité et de la régularité
Gevrey pour une clagsse d'opérateurs elliptiques dégénérés, Ann, Scient.
Ec. Norm. Sup. 4e série, t. 4 (1971), 31-46.,

M4S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC, Régularité et itérés d'opérateurs elliptiques
dégénérés, applications, Journal of Functional Analysis 9, (1972),
208~248,

MJS. BAOUENDI et C, GOULAOUIC. Nonanalytic-hypoellipticity for some
degenerate elliptic operators y Bull. A.M.S. vol. 78, rumber 3 (1927).

M.S5. BAOUENDI, C. GOULAOUIC et B. HANOUZET. Caractérisation de classes de
fonctions C° et anmalytiques sur une variété irrégulidre & l'aide
d'un opérateur différentiel, J. Math. pures et appl. (& paraitre).

P, BOLIEY et J. CAMUS, Sur une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés
4 plusieurs variables (& paraitre).

P, BOLIEY, J. CAMUS et B, HANOUZET, Régularité amalytique et Gevrey pour des
problimes aux limites elliptiques dégénérés (& paraitre).

M., DERRIDJ et C. ZUILY., Régularité analytique d'opérateurs dégénérés, C.R.

1, DERRIDJ et C, ZUILY. Régularité Gevrey d'opérateurs elliptiques dégénérés,
C.R, Acad. Sc. Paris (3 paraitre).

L. HORVANDER. Hypoelliptic second order differential equations, Acta Math.
119 (1968), 147-1T1.

T, KOPAXE ot N.S. NARASIITHAN, Fractional power of a linear elliptic operator,
Bull, Soc. Math. France, 90 (1962), 449-471.

JeL. LIONS et E. MAGENES, Problémes aux limites non hamogénes, t. 3, Dunod
(Paris) 1970.



II1.10 Ch. Goulaouic, Résultats dtanalyticitéa...

[14] T. VATSUZAWA, Sur les équations

u o+ 1:0!1.1};:K =f (y = 0), Nagoya Math. J,
vols 42 (1971), 43-55,

(15] C.B. MORREY et L., NIRENBERG, On the analyticity of the solutions of linear

elliptic systems of partial differential equations, C.P.,A.M. vol. X
(1957), 271-290.

[16] I.G. PETROWSKY, Sur l'amlyticité des solutions des systémes d'équations
différenticlles, Mat. Sbornik 5 (47), (1939), 3-70.



