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II-1

L’ANALOGUE DANS Cp DES THÉORÈMES DE CONVEXITÉ
DE M. RIESZ ET G.O. THORIN

par PHAM THE LAI

§ ~. Les espaces vectoriels considérés sont complexes, sauf mention du contrai-
re ~

Noua notons 1 1 les différentes normes rencontrées.

Soit H un espace de Hilbert ; resp. H dési-
gnera l t espace vectoriel des opérateurs linéaires et continus de H dans H

(roop. l’idéal des opérateurs compacte ; resp. l’idéa.l des opérateurs de rang

(H) et ig’(H) seront munis de la norme des opérateurs ; ce sont

des espaces de Banach. Jz(H) est dense 

Soit p une valeur numérique réelle (finie) p ~ 1 . Nous désignons par
l’ensemble des tels que la suite décroissante,

tendant vers zéro (avec répétition éventuelle suivant la multiplicité) des va-
1. 

p
leurs propres de (T~T)~, la racine carrée de T~-T , soit dans i p y espace

des suites de puissance pièrae sOIJ0153,ble.

Si notons 
Co 

~- am

On sait que (cf. [2] par exemple), pour tout p ~ 1 , f ~(X) est un espace

vectoriel et 1 1 p est une nome sur ~P(n); muni de cette nor0153 W~(H) est

un espace de Banach et y (H) est dense dans ~°P(H), De plus, pour V p,q tels

que 1 ~ p # q

avec injections continues.

Nous allons prouver dans ce travail que les analogues des théorèmes de

convexité bien connus des espaces de fonctions LP sont vrais pour les espaces

d 1 opérateurs £,0 P (H) .

§ 2. Soit H un espace de Hilbert. 
’

Si la des valeurs propres de T étant rangée
J 0= ’

par ordre de Dodule décroissant (avec répétition éventuelle suivant la naltipli-
cité), la série est absolument convergente (cf. [2]).

J ~
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Notons :

L’application T- Tr(T) est une forne linéaire continue sur ’el (H) et on a

1 (Tf1. C’est la forne trace. ~1(H) est connu sous le non d’espace
dtopérateurs à trace ou dTOpératc33urs nucléaires.

Si TE Uôl (H) et SE (H) , alors TS et ST appartiennent à (H) et

on a :

Plus généD11erlent, si p et Pt sont deux nombres réels tels que 1  p et
1 1 P ú1[)1- + -, = 1 , et si et on a encore TS et ST dans
p p

ainsi que l’égalité (1) (cf. [2]).

Le théorème de dualité suivant est bien connu, du moins dans le cas H sépara-
ble (cf. [4J). Nous donnons ici sa preuve pour le cas général (voir aussi [3D*

THÉORÈME 1. Soit H un espace de Hilbert.

a) Le dual de l’espace muni de la nome des opérateurs, est l’espace

Col (H) et le dual de est ~~(R) .
b) Soit p un nombre réel &#x3E;1. Le dual de f?P(H) est P’ est

le con.lu~aé de p .

Preuve: La partie a) est un résultat bien connu de J. Dixmier et R. Schatten

(cf. [1] [6])..

Prouvons b). Soit p un nombre réel &#x3E;1 et p f le conjugué de p .

Si alors on a (cf. [2])

donc S définit une forme linéaire continue sur de nome la norme

de S dans via la fome trace :

Réciproquement, soit F une forme linéaire continue Elle définit

donc une forne linéaire continue sur ~~(h~ et, en vertu de a~, il existe un

opérateur H. tel ue :
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donc pour y Te puisque F et la forme trace définie par S sont continues

sur p ourvu que 1 ton montre que (H) .

Prouvons que ~H~ .

D y abord, prouvons que Cons idérons , pour cela, la factorisation po-
laire de S :

U étant un opéiteur partiellement isométrique de H dans H .
1

Si S n’était pas compact, (S*S1’ ne le serait pas. La théorie spectrale

(cf. [5]) des opérateurs auto-adjoints positifs montre qu’ il existerait un projec-
teur spectral P de rang infini tel que :

où

Par conséquent, vu ~ 3 ~ , on a 1

Soit R une projection auto-adjointe de n tel que

Alors Tr(R n P) =n .
Dtautre part, il existe une constante C telle que

Dtoù, de (4), on a :

ce qui est contradictoire puisque p &#x3E; 1 .

Par conséquent 

Il reste à prouver que la suite [Àn(S)}~1 est dans Zp1.
1

En effet, (S*S)2 est alors une série convergente s

où P est une suite de projections spectacles orthogonales de rang 1.

Soit § = une suite numérique positive de ;, p et considérons
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En vertu de ( 3 ~ , on a :

D’où :

Il vient :

De la dualité entre ip et on déduit aisément :

Far conséquent (3) est vrai pour tout et vu (2) :

et la preuve du théorème 1 est achevée.

§ 3. Soient E un espace vectoriel, B un espace de Banach.

Une application 1: E -~ B sera dite analytique si, pour toute famille finie

E , la fonction de k variables complexes

est analytique de C k dans B .

Si E est une somme directe d: eapacea vectoriels E ~...0153 nous avons

ainsi une définition d’application analytique de Ek dans B .

Nous utiliserons le théorème suivant (cf. [2~j qui est une conséquence et une

généralisation du théorème classique des "trois droites". .

TEEOBEME 2. Soit K un convexe de ~k (k entier ~ 1) et notons b(K) la bande

dans Ck de base K
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Soient B un espace de Bax~ac~ et f une application déf inie, continue et bor-
née sur b(K) à valeur dans B . Supposons que f es t analytique à l’intérieur
de b(K) .

est la fonction définie sur K par :

alors Log J est convexe sur K . ..

§ 4. Soient H un espace de Hilbert, A un opérateur compact, auto-adjoint
de H dans H .

Pour tout zE C tel que Re z ~ 0, notons A Z l’ opérateur :

£ À . E . = A étant la décomposition spectrale de A . 
j J J 

z
On vérifie aussitôt que Az est un opérateur norx0153.l et si Re z = 0 , A~ est

unitaire. Pour z = 0, A 0 est la projection auto-adjointe de H sur la fer-

meture de l’image de A 9 son noyau est le noyau de A .

Prouvons le :

LEMME 3. Soient a E ’0 11 et de norme 1 T/a :-g 1 . Alors T se

factorise :

ou U est un opérateur borné de norme et A un opérateur positif nu-
cléaire de norme IAI,, --5 1 (et réciz 0
Preuve : D’abord la réciproque est évidente car on vérifie sans peine

et = IAI1 si A est nucléaire.

Inversement y supposons de norme 1 Tl / ~~ 1 . Alors, il vient :

B = 1 /a (H) et 1 . Il suffit alors de poser A B~ pour
avoir la factorisation voulue.

Soient l~ 9*111,Hk k espaces de Hilbert. Notons :

Pour
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avec la convention IT11/0 = Ti (norme des opérateurs) dès que a. - 0 .
1 i i

Nous avons la :

PROPOSITION 4. Soient B un de et 1 une 
de (1B) +...+ (I1t) dans B .

Pour tout notons

La fonction Log yg, définie sur ( 0, 1 ]k à valeurs dans R est con
sur 

Preuve : Notons

Si T et S sont des é~.é~~t~ de notons :

Alors tout élém~en~ de A(a) se factorise :

où U(A(o) et avec la notations 

C ~est cl~,ir en vertu du lemme 3 si tous les ai / 0 ; dans le cas où 0
J J

pour un certain j , T . se factorise encore de la manière car il suffit de
J

considérer la, factorisation polaire

et de poser

on obtiendra :

En effet, s0 = B0 est, diaprés une remarque antérieure, ia projection auto-
J J

adjointe de H sur la fermeture de lainage de B. , d’où :
J .
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De plus, puisque T. y est, donc est positif et de nor-
J J J J J

me 1 par conatmuction. Coma itjl 1 ~1 partypotbèse, on a la facto-
J J

tisation voulue.

Si b = (1:~ , ... bk) c Rk quelconque, alors

comme il est aisé de voir.

Par conspuent :

Si

est la décomposition spéciale de S. OÙ les E. sont des projections auto-
J J,

adjointes de rang 1, il vient :

1 

Y-- étant analytique de ~’(I3~ ) ©. , c9 dans B , il vient de (5) que la
fonction de k variables complexes :

est définie et continue bornée dans la bande et analytique
à valeur dans B .

En vertu du théorème 2 et du fait de la croissance du logarithme, on en déduit

que :

est convexe sur dtoù la proposition.
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COROLLAIRE 5. Soient H un espace de Hilbert 9 B un espace de et E5 une

application linéaire de y(H) dans B. Posons [1~coj=~p ; p~1)u (w +1)
et notons pour V p c Is 1p]La norme cl’une extension de B5 linéaire et

continue do dans B si elle existe. 161P = +00 sinon.

Alors la fonction :

définie sur [0,1] à valeur dans R.: est convexe sur [0,1] .

Preuve : Posons, pour V a~[0,1]

Puisque 5fi(H) est dense dans ~ p(H) pour tout p ~ 1 , on a :

De même, pour
Alors :

LogT!t(a) est convexe sur [0,1] en vertu de la proposition 4, une application
linéaire étant analytique de dans B , d~où la conclusion vu (6).

PROPOSITION 6. Soit H un espace de Hilbert et 1’( WW+BH}. Avec la notation du

corollaire 5, pour posons ITI p la norme de T dans e P (11) 13 î

ITIP = +00 sinon. 

Alors la fonction :

définie sur [0, 1 ] à valeur dans il est convexe sur [0, 1] .

Preuve : Si T / ~(H) , la conclusion est immédiate.

Supposons donc TE r6&#x3E;w(H) . Comme

la proposition provient des propriétés de convexité connues sur les espacés 1 .
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Voici une autre preuve de ce fait, utilisant la dualité des 

Pour notons

(toujours avec la convention

La forme trace sur 1i(H) :

est linéaire et analytique, donc en vertu de la proposition 4, la fonction

est convexe sur [0,1].
Il reste à prouver que lron a :

Pour cela, il suffit de montrer, pour que 2(a) est finie si et

seulement si T( t;1/a(H) et de plus, dans ce cas, on a (8).

Si a = 0 , fT, est finie par hypothèse et Inégalité (8) découle de la
partie a) du théorème 1 .

Supposons a &#x3E; 0 .

Si alors la partie b) du théorème 1 montre que (8) est vraie.

Réciproquement, supposons %(a)  +00 et montrons que Tf ~°1~a(H) avec (8).

Dans cette hypothèses, la forme trace (7), définie sur ~(H) , muni de la nor-

me 1 11/(1-a.)’ est continue et de norme Dt(a) , donc est prolongeable, puis-

que dtune manière unique sur t&#x3E; 1/(l-a) (H)
en une forme linéaire et contimie 4 de norme (avec la convention

t?1/0(H) = ~ W(H) ). Alors de nouveau le théorème 1 montre qu’ il existe un seul

/a (H) de norme = 71t( a ) e t te 1 que

il vient :

Si 9 et j sont deux éléments quelconques de H , posons

, ) étant le produit scalaire dans H .
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Il vient de (9) que l~on a :

COROI~AIRE 7. Soient B un espace de H un eSJace de Hilbert, 6 une

application linéaire de B dans l’espace vectoriel des a licatiot~ linéaires
de H dans H .

Avec la notatuon du corollaire 5 , oux tout notons :

Alors la fonction

définie sur [0,1] à valeur dans R est convexe sur [0,1].

Preuve : Soit b6B .

La fonction s

définie sur [0,1] à valeur dans R est convexe sur [0,1]~ En effet, si
6(b) c’est évident ; si e(b) f ~° c~-~ {H) , c’est la proposition 6.

De la croissance du logarithme, il vient :

. J

d’où le corollaire.

~ 5. Noue avons le théorème de convexité suivant dans les 

THEO~ 8. Soient 1B espaces de Hilbert et 6 une application

linéaire de ~~H~ ~ dans espace des applications linéaires de lk
· Notons

Pour tout couple (p~q) ~ notons )S) p,q la norme dtune

extension de T , linéaire et continue si elle exis-

te. lei ppq ==+oo sinon. Alors la fonction :

déf inie sur le carré [0,1] x [0,1] à valeur dans R est convexe.
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Preuve : Si est + CD dans le carré [0,1 j x ~0,1 ~ , clair.

On peut donc supposer qu’ il existe un couple (a ,b ) 1 [0, 1] x [0,1] tel queo 0

Par conséquent :

Donc

La forme bilinéaire B

est bien définie sur

Notons, pour

Puisque l’on a :

il vient :

Par ailleurs, supposons maintenant ~a,b~ tel que a &#x3E; 4 , b  1 et

 +0). Nous allons prouver, dans ces conditions, que :

En effet, pour fixé, la forme linéaire associée 4Tsuivante, dé-
finie sur inunie de la norme 1 

a une ~or~ qui vérifie

Comme est dense dans 4T se prolonge d’une
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seule manière en une forme linéaire continue sur , 9&#x3E; 1 /(l -b) (l~ ) de même

norme. Donc, en vertu du théorème 1, il existe un seul élément 

vérifiant :

De il vient :

donc :

Puisque a 1= 0 y E5 se prolonge d’une seule manière en une application linéai-

re et continue avec une norme vérifiant :

L*inégalité (11) reste vraie dans le cas où = +00, c’est évident. Des

inégalités (10), (11), il vient :

Définissons alors 5t (a,b) sur le carré [0,1] comme suit :

Alors nous avons :

La preuve sera achevée si nous prouvons que les deux fonctions Log et

Log?t(a,b) sont convexes.

B étant bilinéaire est analytique, dtoù la convexité de Log m(a,b) en vertu

de la proposition 4.

Reste à prouver la convexité de Log X (a,b) .

Considérons la fonction sur [0, 1 ], à valeurs dans n:
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Si elle est égale à +00 , elle est convexe. On peut donc supposer qu’il existe

a~[0,1] telle que le l , , 1  + CD .°i l +Co .
Donc 6 applique, en vertu de cette hypothèse 5r(Il, ) dans ~1 (~ ) , espace

de Banach et la convexité de Log ’j1, ~a,,1 ~ provient du corollaire 5.

D’autre part, considérons la fonction sur [ o ,1 ~ , à valeurs dans +

Si elle est égale à + u), elle est convexe. On peut donc supposer qu t il existe

telle que i5 possède une extension linéaire et continue de

Alors la convexité provient du corollaire 7 -

De la définition de 3~ y on a immédiatement la convexité de Log Jt (a,b).

RemarQues :

1) Si, au lieu de la notation du théorème 8, nous notons .

la conclusion du théorème 8 reste valable. En effet, sa preuve n’utilisera que

la convexité de la fonction Log.m(a,b).

2) En exprimant la remarque précédente d’une autre manière, on obtient l’énoncé

suivant, déjà établi par Dunford et Schwartz (cf. [2]), toutefois sans estimation
de convexité sur les normés :

Avec la, notation de la remarque 1, disons est de type (p,q) si

si 6 est de type (pl et de type (p,, 9% ) 1, pour

tout T est de type (p,q) o

et on a l’inégalité de convexité :

3) Les énoncée précédents restent vrais dans le cas des espaces de Hilbert

réels.

§ 6. Voici quelques applications.
Le réeultat de la reaarque 2, dans le cas diagonale donne la :
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PROPOSITION 9. Soient H un espace de Hilbert. une suite de pro.tec-
teurs auto-adjoints, mutuellement orthogonaux, c’est-à-dire = 0 pour n 1= m.

Alors, our tout la série T = 2: P T P n converge dans ~ - 

n " n .- - . - -

L’application 6 ainsi définie de ~(H) dans ~~~H~ :

est de type (p,p) pour tout ]

Preuve : Dans le cas séparable, ce résultat, sous une forme légèrement diffé-

rente, a été établi par Gohberg et Krein (cf. [4~~ avec la seule majoration

Leur méthode est différente : soit et posons

Q. converge fortement Q étant la projection auto-adjointe de H sur

le sous-espace fermé engendré par les imagée de 
J .

Puisque TEY(H) t il s’écrit :

Donc

d’où.

Par conséquent, T Q converge vers TQ lorsque n -~ 

Soit E &#x3E; 0, il existe donc N tel que

De ( ) , on a :
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D’OÙ

Donc la suite

est une suite de Cauchy dans par conséquent elle converge dans 
la convergence de T .

En utilisant un résultat de Gohberg et Krein (cf. ~4]~, on a :

Il en résulte que est de type (1,1) et avec

d 1 OÙ le ré aul ta t suivant la remarque 2 .

Une application de la proposition 4 permet de retrouver quelques inégalités
bien connues dans les La méthode est seule nouvelle :

PROPOSITION 10. Soient H un esmee de Hilbert, T . ~ j = 1,... ,k) k opérateurs
J

de H dans H tels ue :

Preuve : En utilisant les inégalités classiques liant les et les

produits des X .(T.) , il est aisé de voir que si
j 1
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le produit 1J1... Tk E ce P (H) et 1 t application multilinéaire

est continue de

Prouvons le a). 
e 

p.
En vertu de cette continuité 9t de la deneité de ~(H) la pro-

position 4 montre que la fonction définie sur [0,1«j’k : -

est convexe sur [0,1j . Pour obtenir ltinégalit’ de a), il suffit de la prouver
d~ns le cas particulier p . = s 1 symbole de ~onecker ~ , i = 1,... ,k ce

J J j
qui est évident.

Prouvons le b~.
Soit p’ le conjugué de p . En vertu de a)

Or, en vertu du théorème 1 y

d’où le résultat.
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