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II-1
L'ANALOGUE DANS € P DES THEOREMES IE CONVEXITE
DE M. RIESZ ET G.0. THORIN

par PHAM THE LAI

§ 1. Les espaces vectoriels considérés sont complexes, sauf mention du contrai-
Tre.

Nous notons | ] les différentes normes rencontrées.

Soit H un espace de Hilbert ; "6‘“1(1{) (resp. €“(H) 3 resp. #(H) ) dési-
gnera l'espace vectoriel des opérateurs linéaires et continus de H dans H
(resp. 1'idéal des opérateurs compacts ; resp. 1'idéal des opérateurs de rang
fini) i?“"ﬂ (B) et €“(H) seront munis de la norme des opérateurs ; ce sont
des espaces de Bamach. %(H) est dense dans €%(H).

Soit p wune valeur mumérique réelle (finie) p = 1 . Nous désignons par
€P(H) 1'ensemble des T¢ €“(H) tels que la suite {A (T)} ., décroissante,
tendant vers zéro (avec répétition éventuelle suivant la rmltiplicité) des wva-
leurs propres de (T*T)%, la racine carrée de T*T , goit dans 4P, espace
des suites de puissance pite gomrable.

Si Te®¥P(H) , notons ©
ol - 05 20

On sait que (ef. [2] par exemple), pour tout pz1, € P(H) est un espace
vectoriel et | Ip est une norme sur ©P(H) ; muni de cette norme ZP(H) est
un espace de Bamach et F(H) est dense dans €P(H). De plus, pour V p,q tels
que 1 =p=agq

£ P(n) c€(H) < ¥(n)
avec injections continues.

Nous allons prouver dans ce travail que les analogues des théorénes de

convexité bien conmus des espaces de fonctions Lp gsont vrais pour les espaces
d*opérateurs €P(H).

§ 2. Soit H un espace de Hilbert.

si Te®'(H), 1a suite {u.j(T)}j21 des valeurs propres de T é&tant rangée
par ordre de nodule décroissant (avec répétition éventuelle suivant la multipli-
cité), la série % uj(T) est absolument convergente (cf. [2]).
J
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Notons :
Tr(T) = = u,(T) .
3 J
Ltapplication T- Tr(T) est une forme lindaire continue sur %! (H) et on a
| T=(T)| = ||, . C'est la forme trace. €' (H) est conmu sous le non d'espace
dtopérateurs & trace ou d'opérateurs nmucléaires.

Si Te®l(H) et Se ot (H) , alors TS et ST appartiennent & € (H) et
ona :

(1) Tr(TS) = Tr(ST) .

Plus généralenent, si p et p' sont deux nombres réels tels que 1 <p et

1
%.;.%’ =1, etsi Te®P(H) et S¢€P (H) , onaencore TS et ST dans

¢*(H) ainsi que 1'égalité (1) (cf: [2]).

Le théoréme de dualité suivant est bien connu, du moins dans le cas H gépara-

ble (cf. [4]). Nous donnons ici sa preuve pour le cas général (voir aussi [3]).

THEOREME 1. Soit H un espace de Hilbert.

a) Le dual de l'espace ®%“(H) , rmuni de la norme des opérateurs, est 1'espace
@ () et le dual de ©'(H) est ‘@wH(H) .

t
b) Soit D un nombre réel > 1. Le dunl de ZP(H) est P (H) ou p' es
le conjugué de p .
Preuve: La partie a) est un résultat bien commu de J. Dixmier et R. Schatten

(ef. (13 [63).

Prouvong b). Soit p un nombre réel > 1 et p' 1le conjugué de p .
t
si sc€P (H) , alors ona (of. [2])

() 8], = sup E—T-,SP-IT—S-LL $
P

Te € P(x)

donc S définit une forme lindaire contimue sur ¥ P(H) , de norme la norme
t
de S dans ¥P (H) , via la forme trace :

T - Tx(TS) .

Réciproquenent, soit F une forme lindéaire continue sur @P(H) . Elle définit
donc une forme lindaire contime sur ®!(H) et en vertu de a), il existe un
opérateur S€ p ot (K) tel que :

(3) F(T) = Tx(TS) v Te €1 (H)
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donc pour v Te €P(H) puisque F et la forme trace définie par S sont contirmes
]
sur ¥P(H) , pourvu que 1'on montre que Se€P (m) .

]
Prouvons que S€&F (H) .

D'abord, prouvons que S€& ®(H) . Considérons, pour cela, la factorisation po-
laire de S :

i
S = U(S*s)3
U étant un opérateur partiellement isométrique de H dans H .

1

Si S n'était pas compact, (S*3)2 ne le serait pas. Ia théorie spectrale
(cfe [5]) des opérateurs auto-adjoints positifs montre qu'il existerait un projec-
teur spectral P de rang infini tel que :

1
P = Q(5*S)3

ou Qegl' 1(H).
Par conséquent, vu (3), on a :

(4) F(RQU*) = Tx(RP) vV Rez(H) .

Soit Rn une projection auto-odjointe de rang n tel que Rn = RnP = PRn .
Alors Tr(RnP) =n .

Dlautre part, il existe une constante C telle que

| F(RQU*) |

1A

| lP ( )
Dtou, de (4), on a 3

onl/P

HA

n

v
-

Vv n

ce qui est contradictoire puisque p> 1.

Par conséquent Se€“(H) .

4
Il reste & prouver que la suite {,kn(S)}m21 est dans 2P .

i
En effet, (S*S)? est alors une série convergente :

i
) = = 2,06 %,

ol Pn est une suite de projections spect®ales orthogonales de rang 1.

Soit g = {gn}rg1 une suite munérique positive de Zp et considérons
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En vertu de (3), ona :
F(RnU*) = T.r(Rn(s*s)%) .

Dtou :
o a p\1/p
| 2, 8 M) = 0lmy |, = o( 2 g |®) ¥n.

Il vient :

[o0] o] 1
EIANOIELEN DI

1
De 1la dualité entre Ep et ,?,p , on déduit aisément :

Se@P'(n) .
Par conséquent (3) est vrai pour tout Te®@P(H) et wvu (2) :
IFl = 'S'p‘

et la preuve du théordme 1 est achevée.

§ 3. Soient E un espace vectoriel, B un espace de Banach.

Une application (f: E » B sera dite amalytique si, pour toute famille finie

d'éléments o ,...,ék de E , la fonction de k variables complexes
(z, ,...,zk) — jﬁ(zlel ""’Zkek)

est analytique de C° dans B .

S5i E est une somme directe d'espaces vectoriels E =E ®..8 Ek , nous avons
ainsi une définition d'application anmalytique de E ®..d Ek dans B .

Nous utiliserons le théoréme suivant (cf. [2]) qui est une conséquence et une
généralisation du théoréme classique des "trois droites".

THEOREME 2. Soit K un convexe de R~ (k entier = 1) et notons b(K) la bande
dans € de base K

b(K) : {z

k
eve9d € C S 2. =a.+ib. H
(71; ) k) » 2y 3 g3

a

() yeeesmy) € K3 b= (B ,eeeyb) € R .
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Soient B un espace de Banach et f une application définie, continue et bor-

née sur b(K) & valeur dans B . Supposons _que f est amalytique & 1'intériecur
de b(K) .

Si M est la fonction définie sur K par :

a »M(a) = sup |f(a + ib)l
bERS
alors Log M est convexe sur K .

§ 4. Soient H un espace de Hilbert, A un opérateur compact, auto-adjoint
de H dans H .

Pour tout 2z€C tel que Re z= 0 , notons A% 1'opérateur :

AZ - =A\%®
s

j J

X )‘,j Ej = A étant la décomposition spectrale de A .
J

On vérifie ausgitdt que A% est un opérateur normal et si Re z =0 , A% est
unitaire. Pour 2z = 0, A° est la projection auto~adjointe de H sur la fer-

neture de 1l'image de A , son noyau est le noyau de A .
Prouvons le :

LEME 3. Soient & €]0,1] et e 81/2(8) ge norme 7|4/ =1+ Aloxs T se
factorise :

T=TUA

oh U est un opérateur borné de norme |U| =1 et A un opératour pogitif nu-
cléaire de norme |A|, = 1 (et réciproguement).

Proeuve : D'abord la réciproque est évidente car on vérifie sans peine
22 €12 o 4%]1/a = 18], 1 & est mcléaize.

Inversement, supposons Te €'/%(E) de norme T[4/ =1+ Alors, il vient :
= 1
B = (T*T)= ¢ <81/a(H) et |B|1/a. =1 . Il suffit alors de poser A = B /a pour
avoir la factorisation wvoulue.

Soient K ,...,Hk k espaces de Hilbert. Notons

1A
©
A

[O,ﬂk = {a = (al,...,a.k) s O 5= 13 .
Pour ae[o,ﬂk

Aa) =1{T = (B ,ee0,7) € F(B) @...0 5(H) 3 [le1/aj = 1}
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avec la convention !'1‘|1 /o = Tj (norme des opérateurs) dds que a.j =0,

Nous avons la :

PROPOSITION 4. Soient B un espace de Banach et f une application analytique
de (§) +..o+ (B) dans B.

Pour tout a.e[O,ﬂk , notons
Mma) = eup [g(tm (éventuellement +o ) .
TeA(a)
le fonction Log M, définie sur [O,‘l]k 4 valeurs dans R, , est convexe
X +
sur [0,1] .
Preuve : Notons

AT(1) = {1 5 Tea(1) 3 T, positif} .

8i T et S sont des éléments de F(H ) ®..® ?(Hk) , notons :
TS = (TLSI ’...’Tksk) .

Alors tout élément de A(a) se factorise :
T=0s%

N + . a & a'k
ot TUeA(o) et SeA"(1) avec la notation S = (§ ,...,sk) .

Clest clair en vertu du lemme 3 si tous les e #0 3 dans le cas ol 8y = 0

pour un certain j , Tj se factorise encore de la méme maniére car il suffit de
considérer la factorisation polaire

1
T. =T, B, B. = (T, T%)=
Jd Jd Jd ( ( Jd 3) )
et de poser
B (en supposant T, £0,

w
[
]
3
<.
-

sinon clest évident) ;

on obtiendra :

[}
3
142]

[o]
.

T, . S5
J J Jd
]

En effet, Sg = Bj est, d'aprés une remarque antérieure, la projection auto-

adjointe de H sur la fermeture de 1l'image de B dtou :

:j ?
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De plus, BJ.G’}(Hj) puisque TJ. ¥y est, donc Sjs’.f’(Hj) , est positif et de nor-
me ]th = 1 par construction. Comme [le = 1 par hypothése, on a la facto-
tisation voulue.

Si b= (Y ,...,bk)GRk quelconque, alors

(tllsialﬂkm1 seeey Uy sak”b“

a+ib
USs ) € A(a) ’

comme il est aisé de voir,
Par conséquent :

me) = swp |£(vs?)

+
ray

= sup sup |5(U Sa‘+ib)|
be RE seA™ (1)

UeA(0)

= gup sup 'g(U Sa'+ib)| .

SeA*(1) beR*
UeA(0)

si
5 3
=T A
R

est la décomposition spectrale de Sj ou les EJ. X sont des projections auto-
?

Jsh jh

adjointes de rang 1, il vient :

a_.+ib, ha z

JTd _
(5) U, 8y = z: xjh U, B,y 25 =ay+ iby ,

f, étant analytique de 3(13) ®..0 (4 ) dans B, il vient de (5) que 1a
fonction de k variables complexes @

2 = (3 yeeerm) — (057

est définie et continue bornée dans la bande {z 3 O = Re 2 5= 1} et amalytique
dans {z;0<RezJ.<1}, a valeur dans B .,

En vertu du théoréme 2 et du fait de la croissance du logarithme, on en déduit
que : o
Log Wa) = sup  Log{ sup |%(v ™))

sea* (1) beRE
UeA(0)

est convexe sur [0,1]k , d'ol la proposition.
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COROLIAIRE 5. Soient H un espace de Hilbert, B un espace de Bamach et & une
application linéaire de #(H) dans B. Posons [1,x) ={pspz=1}U {w+ 1}

et notons pour Vpe [1,x], |6jp la norme d'une extension de & lindaire et
contime da ¥P(H) dans B si elle existe, |s|

D = 4o ginone.

Alors la fonction :

ar— L°3|5|1/3

définie sur [0,1] & valeur dans f; = {xz 0} U {+ =} est convexe sur [0,1] .
Preuve : Posons, pour VYV a€[0,1]
Mma) = sup |&(T)] -

Tex(H)

'TI1/B.§1
Puisque %(H) est dense dans € P(H) pour tout p=1, ona :

M™a) = l€l1/a pour ae [0,1] .

De mdme, pour V ac[0,1] , posons Ja(a)=0 si ael0,1] et JWO) = |6l gt *
Alors :

(6) 16l1/a = mxiie),JKa)] ¥ &€ [0,1]

Log M(a) est convexe sur [0,1] en vertu de 1la proposition 4, une application
lindaire étant amalytique de %(H) dans B, d'od la conclusion vu (6).

PROPOSITION 6. Soit H un espace de Hilbert et Te ©“*1(H). Avec la notation du
corollaire 5, pour p€[1,=] , posons |T|p la norme de T dans ¥ P(H) 8i
e #P(n) , |'J.’|p =+ ginon.

Alors la fonction :

a Logl'.Eh/a

définie sur [0,1] & valeur dans f; est convexe sur [0,1] .
Preuve : Si T ¢ P%(H) , 1a conclusion est immédiate.

Supposons donc Te ®Y(H) . Comme
1
171172 = L2 240D Py

la aropositicn provient des propriétés de convexité connues sur les espaces zp .
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Voici une autre preuve de ce fait, utilisant la dualité des espaces § P(H) .
Pour a€(0,1] , notons

R

1814/(1-a)="
(toujours avec la convention |S|1/O = |s] ).

le forme trace sur %(H) :
(7 S— Tr(TS)
est linéaire et amalytique, donc en vertu de la proposition 4, la fonction
ab— Log m(a)

est convexe sur [0,1] .

I1 reste & prouver que l'on a :
(8) 1T]4 /s = &)  vacfo,1] .
Pour cela, il suffit de montrer, pour ac[0,1] , que M(a) est finie si et
seulement si Te ?1/3'(H) et de plus, dans ce cas, on a (8).

Si a =0, |T| est finie par hypothése et 1'égalité (8) découle de 1la
partie a) du théoreéme 1 .

Supposons a > 0 .
Si Te ?1/9'(H) , alors la partie b) du théoréme 1 montre que (8) est vraie.
Réciproquement, supposons M(a) < +o» et montrons que Te Zo1/ 2(H) avec (8).

Dans cette hypothése, la forme trace (7), définie sur %(H) , muni de la nor-
me | |, /(1) est continue et de norme M(a) , donc est prolongeable, puis-
que %(H) est dense dans %’1/(1'3‘)(H) , d'une manidre unique sur 3’1/(1-9‘)(1:{)
en une forme linéaire et continue u de norme ™ (a) (avec la convention

?1/0(11) =€ “(8) ). Alors de nouveau le théordme 1 montre qu'il existe un seul
i‘i‘o‘l/a(ﬂ) de norme -'iih/a. =Ma) et tel que

w(s) = m(@) v sef/02)m
il vient :
(9) Te(T8) = Te(TS) v Sex(H) .
Si ¢ et | sont deux éléments quelconques de H , posons

S: f+— (£,9)
( , ) étant le produit scalaire dans H .
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I1 vient de (9) que lton a :

) V ,9€H
atou T =1,

COROLIAIRE 7. Socient B un espace de Banach, H un espace de Hilbert, g une

application linéaire de B dans l'espace vectoriel des applications linéaires
de H dans H.

Avec la notatuon du corollaire 5, pour tout pe[1, »j, notons :

.

sl. = sup |&(b) .
lolp = s e,
|b| =1

Alors la fonction

@ = Loglel

définie sur [0,1] & valeur dans ﬁ: est convexe sur [0,1] .
Preuve : Soit ©DbEB .

La fonction :
a Logl@(b)h/a

définie sur [0,1] & valeur dans R est convexe sur [0,1]. En effet, si
&(b) {‘6’“’” (H) clest évident ; si &(b) ¢ oot (H) , c'est la proposition 6.

De la croissance du logarithme, il vient :
Log|s|, ., = sup Log&(b)

d!'ol le corollaire.

§ 5. Nous avons le théoréme de convexité suivant dans les &P .,

THEOREME 8. Soient B et H, deux espaces de Hilbert et & une application

linéaire de #(H ) dans £(H,) , espace des applications linéaires de K
dans H2 . Notons

(1,0] x [1yo] = [{p=z= 13U {w1}] x ({a =1} U {w1}] .

Pour tout couple (p,a) € [1,»] x [1,=] , notons |g| , la norme d'une
extension de T , linéaire et contimue de ¢ P(H) dans ¥ %(H) sgi elle exis-
te, |g| = +o pginon. Alors la fonction :

- p,q -_—

(a,b) r—> LOg'G"l/a,‘l/b

définie sur le carré [0,1] x [0,1] & valeur dang R_; est convexe.
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Preuve : Si I6|1/a,1/b est + « dans le carré [0,1] x [0,1] , clest clair.

On peut donc supposer qu'il existe un couple (a.o,bo) € [0,1] x [0,1] tel que
6 < 4+
| |1/9,o,1/b0

Par conséquent :

1/b 1
&(T) € € °(Ha) pour tout TeF(H ) (avec la convention 5= wtl).
Done

[s(D)] < += pour  TeF(H) .
la forme bilinéaire B :

(7,8) +— B(T,8) = Tr(s.e(T))
est bien définie sur F(H ) @ %(Y,) .

Notons, pour (a,b) € [0,1] x [0,1]

o = (a,1-b) € (0,1 U(a,b) = A(e) (notation du § 4 )
ma,b) = (T,S)ggl(,a,b) |B(T,8)| .

Puisque 1'on a :

[B(T,8)] = le(D)]4 /31814 /(1-1) (avec |s(T)|4/, éventuellement +),
il vient :
(10) ma,b) = |s|1/a’1/b v (a,b) ¢ [0,1j x [0,1] .

Par ailleurs, supposons maintemant (a,b) telque a>0, b<1 et
M™a,b) < += ., Nous allons prouver, dans ces conditions, que :

!6|1/a,1/b = m(a,b)

En effet, pour Te¢%(H ) fixé, la forme linéaire associée W, suivante, dé-
finie sur %(H,), munie de la norme | ~'1/(1-b)

Wp ¢ S > Tx(s,s(T))

a une norme qui vérifie

A

'“’Tl (a’b)'Th/a .

Comme b<1, %(H) est dense dans 91/(1"0)(%), Wwp se prolonge d'une
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seule manidre en une forme lindaire continue ;T sur & 1/ (1-b)(Hé,) de méme

norme. Donc, en vertu du théoréme 1, il existe un seul élément Te ‘51/ b(Ha)
vérifiant : ‘

Tg(8) ¢ tx(s ) v 56 ©1/0-0) (g )

'Th/b = |ug] = (a,b)|T|1/a .

De la, il vient :
gT) =T

donc :
[55(T)|1/b = 'm(a.,'b)|T]1/a vV TeF(H )

Puisque a £0, § se prolonge d'une seule maniére en une application linéai-
re et contimue de ?1/8'(13) dans ?Vb(Hz) avec une norme vérifiant :

(1) 16]1/a,1/0 = Wasp)  ¥O<as=1;0

1A

b<1,

Ltinégalité (11) reste vraie dans le cas ou M(a,b) = +=
inégalités (10), (11), il vient :

» ctest évident. Des

1A

6l1/a,1/p =™asb)  VO0<as=13;0=b<1,

Définissons alors 5% (a,b) sur le carré [0,1] x [0,1] comme suit :

T (0) = 18] 441 1 7 be[0,1]

3% (a,1) = |6|1/&1,1 v a€[0,1]

I (a,b) =0 si O<a=1;0sb<1.
Alors nous avons :

[e|1/a,1/b = mx {m@,b),7(a,b)} V (a,b)e[0,1]1x[0,1].

Ia preuve sera achevée si nous prouvons que les deux fonctions Log M(a,b) et
LogJl(a,b) sont convexes.

B étant bilinédaire est analytique, d'oll la convexité de Log ma,b) en vertu
de la proposition 4.

Reste & prouver la convexité de LogJ( (a,b) .
Considérons la fonction sur [0,1], & valeurs dans i’t:

a — Log Tt(a,1) .
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Si elle est égale & +«, elle est convexe. On peut donc supposer qu'il existe

8 €[0,1] telle que |g] <+,

8y 51
Donc & applique, en vertu de cette hypothdse %(H ) dans €1(H,), espace
de Bamach et la convexité de Log I'(a,1) provient du corollaire 5.

D'autre part, considérons la fonction sur [0,1], & valeurs dans R
b - Log 3 (0,b) .

Si elle est égale & +», elle est convexe. On peut donc supposer qu'il existe
b €[0,1] telle que & posséde une extension linéaire et continue de

£og)  ams €M) .
Alors la convexité provient du corollaire 7 .
De la définition de J¢ , on a immédiatement la convexité de Log JU(a,b).
Remarques :
1) 8i, au lieu de la notation du théoréme 8, nous notons
(1,23 x [Ho] = [{p=21}U {0}] x [{az1} U {31,

la conclusion du théoréme 8 reste valable. En effet, sa preuve n'utilisera que
la convexité de la fonction Log M(a,b).

v

2) En exprimant la remarque précédente d'une autre manidre, on obtient 1'énoncé
suivant, déja établi par Dunford et Schwartz (cf. [2]), toutefois sans estimation
de convexité sur les normes :

Avec 1a notation de la remarque 1, disons que © est de type (p,q) si

;elp,q < +x, Alors, si & est de type (p ,q ) et de type (n,%), pour
tout 0€[0,1], T est de type (p,q) ol s

1.8,28 1.8,18
P B B 1 % %

et on a 1'inégalité de convexité :

) 1-6
Slp,q = (Sl g )(ISly o)™ -

3) les énoncés précédents restent vrais dans le cas des espaces de Hilbert
réels.

§ 6. Voici quelques a.ppiications.
Le résultat de la remarque 2, dans le cas diagonmal, donne la :



I1I.14 : Pham The Iai, L'analogue...

PROPOSITION 9. Soient H un espace de Hilbert, {Pn} ne1 Une suite de projec-
teurs auto-adjoints, mutuellement orthogonaux, c'est-&-dire Pan =0 pour n # m,

Alors, pour tout Tex(H) , la série T =X P T Pn converge dans ¥“(H) .
— E— n

L'application @ ainsi définie de F(H) dans @) :

est de type (p,p) pour tout p € [1,0] = {p=1} U {u}

_ - 1/p 1-1/p _
lslp,p = (]6]1’1) (|5|m,m) =1,

Preuve : Dans le cas séparable, ce résultat, sous une forme légérement diffé-
rente, a été établi par Gohberg et Krein (cf. [4]) avec 1la seule majoration

|0|p,p =1.

Leur méthode est différente : soit TeF(H) et posons

Qh converge fortement vers Q , Q étant la projection auto-adjointe de H sur
le sous-espace fermé engendré par les images de Pj .

Puisque Tex(H) , il s'écrit

T(f)

I
Mt
—~
My
"
-
=
<t
-
=5
*

Donc
t
T Q (b) - T a(b) = k21{czn(b) - Q1) yp iy 3

d'ou

t
2R = 2 Tl 1] -

Par conséquent, T Qn converge vers TQ dans %>w(H) lorsque n - += ,
Soit € > 0, il existe donc N tel que
() IT(Qn-Q)I = ¥ nzN,
De ( ), ona:
IPJ.TPj(f)I = ele(f)l Y jzN, V feH .
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D'ou
m 2 m s m
len PjTPj(f)I = j§n|PjTPj(f)I2 se j§n|1>j(f)|3 s ?|f)° .
Donc la suite
n
A as

est une suite de Cauchy dans & “(H), par conséquent elle converge dans ©og),;
d'ou la convergence de B .

En utilisant un résultat de Gohberg et Krein (cf. [4]), on a :

n
)
3=1

n
AAT) = = A (T) Tn=12,c00 &
J o1 d

J

Il en résulte que & est de type (1,1) et (=,o) avec

=1,

I§l1,=1 el

0]
d'ou le résultat suivant la remarque 2 .

Une application de la proposition 4 permet de retrouver quelques inégalités
bien connues dans les espaces ¢ P(H). Ia méthode est seule nouvelle :

PROPOSITION 10, Soient H un espace de Hilbert, T, (3 =1,0000k) k opérateurs
de H dans H tels que :

r, ¢ €7(E) b€ (1,21 = {p= 1} U {0} 5
a) si Jﬂ +...+-;;k=1 , alors T ... TkGfl(H) et
|Tr(, oo T = lTlln"' [Tklpk ’
b) si %1+...+ %k=%§1 , alors T, ... Tket"P(H) et

|T, oo Tklp = |'1;|p1... ng|pk

Preuve : En utilisant les inégalités classiques liant les A j('x; k) et les
produits des hj(Ti) , il est aisé de voir que si
1 1 1

= toeet ™ =

B P, P
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le produit Ei...Tk € %BP(H) et l'application multilindaire

(T], ,'-Oka) +— TJ. .o.Tk

est continue de € R (H) @...0 @pk(ﬂ) dgans € P(m) .

Prouvons le a). »
En vertu de cette contimuité ot de 1la densité de %(H) danms 6 J(H) 1la pro-
position 4 montre que la fonction définie sur [0,1}k :

a8 — Log sup ITI‘(T:,, ,...,Tk)l

est convexe sur [O,1]k. Pour obtenir 1'inégalité de a), il suffit de la prouver
dens le cas particulier Pj = 63 (63 symbole de Kronecker), i = 1,...,k ce
qui est évident.

Prouvons le b).
Soit p' 1le conjugué de p . En vertu de a)
BuY |Te(ST, yeee, B )| = |T [&,...,|Tk|pk .

3¢ €2 (1)
E1eet
P

Or, en vertu du théoréme 1 ,

[Tl,...,Tk[p = sup | Te(ST ""'Tk)l
se €P ()
|S|p,§1

d'ol le résultat.
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