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SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DES FQUATIONS AUX IERIVEES PARTIELLES*
(une adaptation du Traité de V.P. Maslov)

par Jean LERAY

Introduction

V.P. Maslov [1] a publié en 1965 un Traité des solutions asymptotiques, qu'un
article de V.I. Arnold [2] a complété en 1967 3 J. lascoux vient de les tradui-
re [3].

Une solution asymptotique d'une équation se calcule par intégrations le long
d'une famille de bicaractéristiques de cette équation (cf. Birkhoff, méthode
BKW, Iax, ILudvig) 3 elle a une singularité sur l'enveloppe de ces bicaractéris-
tiques (par exemple, en optique, sur les caustiques) 3 Maslov énonce une régle
@nérale pour la prolonger au~dela de cette singularité j cette régle de Maslov
emploie un indice, dont Arnold explicite la définition en termes de topologie
algébrique § mais il reste & justifier cette régle.

Les opérateurs pseudo-différentiels, que nous introduisons au § 1, n® 5, per-
mettent une telle justification § nous 1l'esquissons ici (voir ci-dessous § 2).
Nous ltexpliciterons ailleurs [4], ainsi que l'application de la théorie de
Maslov aux équations de Schriddinger et Dirac (voir ci-dessous § 3).

§ 1. Fonctions formelles sur R,

1. CLASSES ASYMPTOTIQUES.~ Dans C , notons J 1la demi-droite imagimaire
g = 1[1 ’ +oo[ -

Soit H(X) 1l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable X-C § soit

[leee]] 12 norme de E(X) . Soit €(X) 1le groupe additif des fonctions conti~
rues et bornées

f:3-HX).
L'équivalence asymptotique
£ ~1
signifiera que, pour tout NeR
-N
I () = £ =O6™) ,  (ved) .

Ia classe asymptotique de f serm notée f(v) ; 1'ensemble de ces classes est
un_groupe additif A (x).

*) A paraitre dans Convegno intermazionale Metodi valutativi nelle fisica-
matamatica §3 Accad. Naz. dei Lincei, Roma, 1972,
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Si g =0, H{X) = C s B(X) est 1l'algibre € des fonctions contimies et
bornées f : 3 »€ 5 £(X) est une algdbre, notée A

Les classes asymptotiques des fonctions

v HJ‘X £, (xyv)E, (x,v)&¢x ol x = (x ,...,xz) ot &x = dx Ase oA ax,

v (,8) = J“X £, (x,V)E (xv) abx ,

v ()]

ne dépendent que des classes de £ , £ , f ot gont notdes :
T £ (x,v)fa (X,V)d'ex = f ?-l (V)’fg (v)d‘ex € A,
X X

~ . . -
(£ ,5) =| WL M) £,

Fo) e £ .

nd

Ltopérateur j' ee. &% est normé intégrale asymptotique.
Soit P le dual de X 3 la valeurde x en p=(n ,...,pz) € P est notée

<p,X>=P1]& +...+ pzxz .

Avec Maslov, nous nommons transforration de Fourier la bijection

F :e(®) - %)

définie, quand f(v) est & support compact, par

(1.1) (#£)(p,v) = (- ;_nz/z fx VP oy )tk g
on sait qu'elle est unitaire pour tout v
(1.2) NEEYW)|| = |EM) » &5 %8 ) = (§ ,5) s
quand g(v) est & support compact, on a :
(1.3) F (=) = (& V2 IP o “Pr*7 g(p,v)alp 3

dans les forrmles (1.1) et (1.3), (--\))J?'/2 et v’ﬂ“/z sont des nombres complexes
conjuguds, d'argunents respectifs -T4/4 et TL/4 .

Puisqu'elle est unitaire, l'application F induit une bijection unitaire

F:Ax) - A(@) ;
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BRG] = B e £, G G)FEL M) = B O)L,EOW) e
On norme % transformation de Fourier agyrptotique.
2, FONCTIONS v-FORMELLES.~ Supposons que f posséde les propriétés saivantes :

Supp (f(v)) appartient & un compact de X indépendant de v 3 il existe des
fonctions indéfiniment différentiables

Y 5rN

¢t X » C cij:X-#R
(jJ, Jfini 3 O0=xr<N , 1 et N ontiers)

telles que, pour tout N

N-1 1 -N
) - B 2w M =06 s

alors, pour chagque valeur de r , la fonction de v

vcij

v = “r(\’) = T o.ye € H(X)
jeJ 9

est définie sans anbiguité par 1la domnée de f et est donc indépendante de N 3

nous choigirons des ozer et cij indépendants de N , que nous noterons

ajr et cpj s nous ddsignerons la classe asymptotique u(v) de £ par les

synbcles, ou les I représentent des sommes formelles :
T
@ u_(v) VR
(2.1) ulv) = ¢ :cr ; ou ur(v) = T a..e J
r=0 v jed J
o] [o'303
= 2 . (\))e , ou @.(v) = % —;% .
€J J J r=0 Vv

On prouve aisément que tout symbole (2.1) représente une telle classe asynptoti-
que, quand il existe un compact K de X tel que

(2.2)  (vr) Supp(u,(v)) c K 3

on norme fonctions v-formelles sur X ces classes asymptotiques. Elles consti
tuent une algdbre A(X) , dont le produit est défini par

) we) W) .
Z Y Z = Z 9 Oﬁ u = Z u « U .
T \)r » VI' - vr I 8=0 S r-g

On norme Supp(u) 1'intersection des K vérifiant (2.2). On runit s’(‘:’(X) de

la topologie définie par le systéme fondamental de voisinages de
que voici :

VNMKE
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u € Vivke

signifie que pour tout veJ , tout r =N et tout n tel que |m| =M,

=€ .

13 ®
Supp(ur(v)) ckK , (;’3; ur(x,v%
Les fonctions P et les fonctions formelles aj(v) sont appelées phases et
anplitudes de u , les amplitudes étant donc les fonctions fornelles de phases

nul%ei. Ia donnée de u ne définit pas de fagon unique ses phases et amplitu-
1
des* 7.

Nonbres v-fornels.- Quand ¢ = din X = 0 , alors

cyofﬂ ] ch€R,

u(y) est normé nombre v-forrel ; ltalgdbre des nombres formels est notée A .

Une fonction formelle sur X est donc une application indéfininment différen~
tiable, & support compact :

us:s X - 7%.

3, INTEGRALE ASYMPTOTIQUE.- Soit wu(v) e #A(X) 3 rappelons que

(3.1) Foawabxe £

X
En général, ce résultat peut &tre précisé par "la nméthode de la phase station-
naire", qui est une méthode classique de calcul de développenents asymptotiques.
Soit Kj 1tensenble des pecints critiques(2) de P appartenant & Supp(u).
Faigons 1l'hypothese de non dégénéregscence :

(3.2) Aucun Kj ne contient de point critique dégénéré.

Alors on peut préciser (3.1) corme suit

(1) BEn particulier si deux phases sont égales sur un domaine de X les deux
anplitudes correspondantes ne sont pas définies de fagon unique sur ce domaine.

(2) Un point critique de ¢ est un point anmulant ¢ = grd ¢ 7 il est adgé-
néré s'il annule aussi le hessien de ¢ :

Hess ¢ = dét |o .
h,k Xﬁ;kl
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(3.3) (- 2)° [ atat e i

(o d

en outre IX oo A est alors un opérateur local. En effet : il est lindaires

si tous les Kj gont vides, TJ u(v)dﬁx =0 3

X
si
@ Olr
(3.4) u(v) = o(v)e¥?® = ¢ -;'ev¢
r=0 v

a une seule phase ¢ , possédant un seul point critique y , alors

1
2
(-3 [ u(v)abx
X
a aussi une seule phase, qui est la yaleur critigue o¢(y) 5 plus précisénment
1
3
65) T s e st %) 4
X

1tanplitude B ayant l'expression

ol

(3-6) B(X’V) = [Hess @3- Pr(a,@;x)[v Hess @3-r 3

z
r=0

P est lindaire en o 5 P ne dépend pas des valeurs de ¢ , nide ¢ ,
en x § par exemple

(3.7 P =« .

Pr(a,m;x) est un polynome des dérivées en x des fonctions ¢ et og (s = )3

Précisons les conventions de signe qutenploient (3.5) et (3.6) : d'une part

2
arg(~ )% = < mu/4 5
d'autre part, si nous notons Inert ¢ 1'indice d'inertie de la forme quadrati-
que)
A
o @ ’
h,k “h'k n M

nous avons

(_1)Inert ? Hess ¢ > 0,

(3) Par hypothése, cette forme quadratique n'est pas dégénérée; elle vaut donc

n £ R
-2 2+ z L ’
k=1 Y hentl D

[0

les Pk et Lh tant ¢ formes linéaires indépendantes § n est son indice

dtinertie.
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ce qui nous permet de définir

5 1
(3.8) [Hess cp]2 - gfnert @ |Hess o] .

4. TRANSFORMEE DE FOURIER ASYMPTOTIQUE.- Soit u(v) € JE(X) 3
(4.1) F u(v) ¢ A@) .

rappelons que

En général, vu (1.1), ce résultat peut &tre précisé au noyen des forrmles (3.5).
(3.6) et (3.7). Notons P les phases de u(v) ;3 faisons 1'hypothése impli-
quant 1l'inversibilité locale de l'application x+— grd 5 :

(4.2) (v 3) Hess p; # 0 sur Supp(u) .
Alors on peut préciser (4.1) comme suit

F u(v) ¢ A(2) 3

en outre F opere localement sur u . En effet F est lindaire 3 Supp(Fu(v)
appartient & 1timage de Supp u par l'application

(4.3) X>x—p=g ¢P 3

supposons la restriction & Supp (u) de cette application bijective § alors
son inverse est l'application

(4.4) PBPHX=-\VP€X,

y ¢étant la fonction de p qui se définit comne suit :

)
(4.5) () = o(x) - Z Bt PO P9y, X Supp(u)

V¥ » qui se norme transfornée de Legendre de ¢ , est la phase de F u(v) 3

(4.6) 7 ulv) = y(v)e¥

ltamplitude y(v) &tant la composée de l'application (4.4) prH— x = -4 et
de 1la fonction formelle g(v) : x+—Jf définie par (3.6).

Notee= On a

W=

%— )
(4.7)  Inert ¢ + Inert ¢ = ¢ 5 [Hess, ¢] [Hessp 4] =1 .

Exemple.- Si ¢ est un polynome sur X de degré 2 tel que Hess ¢ £0,
son transforné de Legendre ¢ est un polynome de degré 2 sur P ;5 Hess ¢ et
Hess § sont deux constantes vérifiant (4.7) ;3 on a, en enployant les opéra-
teurs pseudo-différentiels (n° 5, ci-dessous) :
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N}H

(4.8) Fla(v)e¥?I(p) = [Hess cp] ye ; -83 )eV\#(P)

Par exemple, si ¢ =1 au voisimage du point critique de o ,
1

(4.9) Fla(v)eV?] = [Hess o] o,

Clest en généralisant la forrmle (4.8) qu'on réussit & calculer explicitenment
les polynomes P, figurant dans (3.6).

5. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS.- Soit a wun polynome v-formel sur

XOP® oee X®OP , clegt-d-dire un polynorie e XjeeeyX'€X,Pseee,p'eP ayant
pour coefficients des nombres v-formels :

mn m!_ ,n!
B.(X,p,o-.,x‘ ,p' ,V) = 2 cm n m' n‘ (\))X p 3800 ,X' p'
m,ona,n' e eeey ’

oh m= (ml,..ﬁ,m) est un g~indice (mk entier = 0) et ol
£ = xf)* ase . Agsocions & ce polynome a 1ltopérateur différentiel

a, + A(X) > A

défini(4) par les relations, ol Uy € A(X)

(a‘xux)(xv‘)) a(x, ’\')"ga- yeeayXy %5%)1’1(3{:\’)

n,l 3\n nt,1 3 \n!
= m Z ntcm’.‘”.’nl(\))x (\) ax) [o‘ox (\) S% %(x’v)] .
9000y

Agsocions aussi 3 a 1'opérateur

cA@) - A(@®)
défini par la relation, ou up € A(P)

(apup)(p,v) = a(- ;-a-ai;,p,--u "y ap »P)up(p,v) -

Ces opérateurs ont les propriétés suivantes classiques :

(4) Eviderment %ﬁ: applique A(X) dans #(X) 5 mais 'a‘ax; ne le fait
Pas.
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e 13 1 1
a(...,x,;s;,,.x,;a% ,ooo,\)) = b(.-o,X,;-a'a; ,obo,\))
5.1) ~
( 1 b(esermi v)‘ZLL[ ) s xaie )—]
ese9X9Dgosey = bopmngt B e see eoseyV
neM m! \BY/ \aq s sy 9y 9 Jy:x
\ q=p
(M désigne 1l'ensemble des f-indices) §
(5.2) Flayu ] = ap 7 uy
13 < .-
(5:3) alag vl (x) = " 2  alxpr L2, 0)[e™ P57 y (x,0)]

la formule (5.3) et la formule de Taylor dornment la formule suivante, ou
2
pp(y,x) = o(x) = 9(y) - Z (x-y), o, (¥)
k=1 Yk
est le reste en y de la formule de Taylor limitée & llordre 1 :

0 a(x,l 2 ,v)[a(x,v)e"q’(x)] - % g (x,\))e"@(x)
v ox meM o
(544K on

1 I 3 ‘m !fr1 3 n .
L Bm(xy\)) = E'JL( 5} a(x,p,vg E{.\TS—X‘) (a(x’\))eVPCP(Y )ﬂ

y=x
o(v) désigne une amplitude 3 Bm(\)) en est une 3 1'intérdt de (5.4) est que
(5.5) o (v) =O(v) 712172

parce que -a-a;-c[pcp(y,x)] =0 pour X =Y .

Pour tout a € AX®P® ... ® X® P), polynonial ou non, (5.1) et (5.4)
définissent un opérateur linéaire, local, conservant la plase

ay : AEX) - AX) ,

car (5.5) vaut ; ay est normé opérateur pseudo-différentiel ; l'espace de ces
opérateurs est un espace vectoriel topologique J‘&’X(X,P).

Vu (5.4) et (5.5) l'application

AxoPo ...0x00) - J%(xP)

est une application continue § vu le théoréme de Weierstrass, les polynones
v-fornels sont denses dans J@(X ®P®D «..® X@ P) 3 donc, comme ces polyno—
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nes, leg opérateurs pseudo-différentiels ont les propriétés (5.1), (5.2), (5.3),
(5+4), (5.5) 3 dans (5.2)

ap : £ (B) - A(E) 5 ap e Ap(X,P) .
6. LES INVARIANTS ATTACHES A UN OPERATEUR PSEUDO-DIFFERENTIEL.- Soit
ac AX®P) ; ona dtune part
(6.1)  a(x,pyv) = e(x2) + T &' (x,0) + O
d'autre part :

—

a(um 2, )] - |2, v et | oo ()

=

br étant un opérateur différentiel, d'ordre =1r , qui dépend de a et de 3
en particulier

(6:2) Db (%) = alxip)

o) .
(63) Blx,5) -= apk<x,<px>-£§ +3 3 -a%; (g, (riod] + 3y

ot

6. ) = g'(x,p) -4 & D) .
(6.4) 3(x,p) = g'(x,p) kgpkxk( p)
On a donc

(6.5) a.(x,% ‘aa;' V) [rczio v_rar(x)e\"P(X)] =

© r
_ -1 ) \)(p(x) .
- .;E.o v Sio[bs(x vyan, (x)]e

Des forrmles précédentes résulte ceci : la donnée de 1l'opérateur ay
définit, indépendarment du choix des coordonne'es(5 ) dans X :

la fonction g(x,p), nommée fonction vy-bicaractéristigue de ay

(5) Nous envisageons, en ce noment, des changenents de coordonnées non linéai-
res ¢ P est ll'espace des covecteurs de X .
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) )

. 3 < d
l'opérateur 2 e T g =
=1 i’k 3Ky o % 0P’

le systéeme différentiel

(6.6) rr dt pour tout h et tout ke{l,...,4} 3
Py *x

la fonction j(x,p) , nommée fonction vy-sous-caractéristique de ay
que définit (6.4).

7. SOLUTION ~-FORMELLE LOCAIE,..- Cherchons une fonction formelle
2 T v
u(v) = T v o e e AX)
v=0

telle que

(7.1) a(x,-&- -a% s vou(x,w) =0

sur un voisinage V d'un point de X . Vu (6.5), l'équation (7.1) équivaut
aux suivantes :

(1.2)  &lxp) =03

(73)y B () ay() = 0 3

T
2 5 2 -
(1.3); B Gogy) o x) + 2 boq(s) o (x) =0 (z=1).
Puisque ¢ est nul et doit vérifier (7.2) nous nous limiterons & 1'étude des
opérateurs By tels que g soit une fonction réelle : X® P - R 3 nous

exprimerons (7.2) en disant que la phase ¢ doit &tre v-caractérigtique.

Nous noterons W 1'hypersurface de X ® P d'équation

Wﬁ g(x,p) =0
et nous supposerons

& £ 0 sur u s

(on ait que ay est 3 caractéristiques simples quand cette condition est véri-
fide).

Quand x déerit V , alors (x,p) = (x,@x) décrit une variété 1° e W

/
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on a 3

£
7.4) Z ap,_ A =O,g(x,p)=05ux’)/';dim’l/“=,@,;
( N e

on exprime ces conditions en disant que U est une waridté lagrangienne.

Is. théorie de 1'équation non linéaire du premier ordre (7.2), qui est celle

du systéme (7.4) (voir (6] et [7]), établit que V" est engendrée par des cour-
bes wv=bicaractiques de X @ P , clest~a~dire vérifiant

“n s
(7.5) E;;CZ,E')' = - ‘g;;(‘;;’l;)' » &(x,p) =0,

pour tout h et tout ke {1,.00,8} ,
(g est intégrale premidre du systiéne différentiel).

Noug utiliserons le long des v~-bicaractéristiques le paranétre +t que définit

(6.6) 3 nous aurons donc 3

A dp
(7.6) TRy g=0.
Pn *x

Nous choigsirons, pour coordornées locales sur v , t et (g-1) intégrales

prenidres de (7.6), que nous noterons y § puisque
& _ g (x,0.) le long des v-bicaractéristiques ,
d.b wp 7(13){ ?

le déterninant fonctionnsl

£
D(x) : < d"x
A= - ui., au § 2. sera noté _..-.u.-.-..—-:n—
D(t,y) ° qui, ’ PR 1y ’

vérifie(6)
a . 3 .
— log A =X = [ (X,CP)],
dt T S
goit J une fonction 17 -C telle que
L 10g I(x,p) = ~3(x,D)

le long des v-bicaractéristiques engendrant V; notons

J(x) = J(X,cpx) H

(6) Ne pas confondre

-a% [gpk(x,cpx)] avec (XﬁPX) = [S‘pk (x,p)] .

€.
P e e
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P
la définition (6.3) de 1l'opérateur b, s'éerit : Ty u X
' v

-

)
(7.7) h (x"-a—)a(x) = __J-_(,}Sl Q_ A 1{& X g
dx /3G at J( | .

gupposons que 1S ait un bord régulier 5 J ne s'anmule pas sur U7 ;3 mais A

stannule en les points de 75 ou a‘x =0 .

Les équations (7.3) signifient donc ceci : les golutions formelles locales u

de 1'équation (7.1) s'obtiennent par intégrations le long des V-bicaractéristi-

ques d'une variéié lagrangienne 47 s leurs singularités appartiennent & la

projection sur X du contour apparent Ty de /27 s voici deux définitions
équivalentes de ce contour apparent

Ty est llensemble des points de 1+ Qu x =0 j

Ty est l'ensemble des points o 7% o un vecteur tangent paralldle 3 P .

Note.~ Les gystémes & caractéristiques simples s'étudient corme les équations
et ont les ménes propriétésy leur étude est une adaptation de [5].

§ 2. Variétés et fonctions lagrangiennes.

En adaptant Maslov, nous définirons dans ce § 2 les solutions formelles globa~
les 3 malgré leurs singularités, nous pourrons dire en quel sens elles sont
solutions de 1'équation proposde. Nous devrons préciser les propriétés de 1liin
dice que Maslov a introduit et dont Arnold a clarifié la définition.

1. L'ATIAS LAGRANGIEN.- Nous allons définir, avec Maslov, un atlas dtune variété
lagrangienne, sur les cartes duquel les opérateurs pseudo-différentiels et cer-

taines transformaticns de Fourier asymptotiques opereront localenent.

Corme au n°7 du § 1, dommons~nous X = Rf’ , #on dunl P et une hypersurface
Urade X@P:

U s glx,p) =0 (gP £0 sur W par nypothese)

et, dans W, une variété V lagrangienne, clest-d~dire telle que :

L )
(1.1) T dp A dx =0, g(x,p) =0 sur Uy ainV =4 3
k=1

. . \ . I
mais nous ne supposons plus que x soit un systéne de coordonnées sur (/-
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Nous emploierons sur 7% divers systinmes ty de coordomnées locales, définig
come suit : K et H désignent des parties quelconques de L = {1,...,2} 3

K* = INK et H* = IN\H sont leurs complémentaires 3 étant dommé (x,p)e? ,
nous définissons

tg = 1g(x,0) = {x,p | €K , heK*} ¢ T

PA\
Donc TK est un R‘l; par exemple :
t, = x T =Xg3t,=p,T, =P, ZX
L ! 7L 1] ' g zx
Nous notons
a"tK.. A A ap, 3
k€K h€K*

ot Z:K la partie de v ou d”tK =0, cleste-d~dire o UV posséde un vecteur
tangent (dx,dp) tel que dty = 0 . Au voisinage de tout point de

Vi = V\Eg

Ty est donc un systéme de coordonnées locales.

Maslov [1], puis Arnold [2] ont prouvé ceci : en tout point de V" 1'un au
moins de ces gystémes est utilisable : autrement dit :

V=UV.
K K

Vu (1.1)-, on peut définir, sur le revétement simplement comnexe V' de V ,
une fonction

cp:'z}—) R
telle que

£
& = T :
k=1 Pkdjk
nous définirons P =@ et

(pK:'{f' - R

X,p) == X
(o) (x,p) 2 Pt
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donc

(1.2) dp =  podx, - & xdpy,  od {x,p} =t .

keK heK¥*

Nous nommerons ’MK l'ensemble(7) des fonctions v-formelles UK(\;) définies
sur les ouverts de Uy et _ayant pour phase P ¢

(1.3) UK(v) = a(v)eWK = ;2 v o e\KPK s
r=0

1'emplitude ofv) est définie sur un ouvert de V* 3 elle est telle que

s

Yo -  as
alv)e soit aéfini sur U’y (c'est-3~dire : prenne une méme valeur en tous
les points de 7" ayant méme projection sur U_K ).

Nous nommerons projection uK(\’) = T UK(V) de UK(\)) sur T, la fonction
formelle (de phase o) volant on ty ¢

(1 '4) UK(tK’\)) = z UK(x,p,v) H
(X:P)ETEL'["K

ges points singuliers appartienment a T} ‘Z'.K y Doyennant 1l'hypothese suivante
que nous ferons :

-1 P -
1l'engenble X egt fini quand tK € ’I‘K Tk ZK .

Soit a € A (X® P) 5 pour chaqgue Kc L , définissons un opérateur local

ay qui opére sur les fonctions y-formelles de By € TK :

a,K(tK ,% S%KT ,v) s'obtient en substituant dans a(x,p,v)

13 .

>3 a P guand ke K 3§
1.9 . .

-33 a Xy, guand h € K¥ 3

la perrmtation de 5—%— et p, p'effectue suivant (5.1) § 1.
h
En enployant tK corme systéne de coordonnées locales en chague point de
'U'K , on fait opérer 8y Sur ceux des élénents de ‘LCK dont le support est
projeté injectivenent par Tg Sur TK 3 ltopérateur ainsi construit se pro-
longe éviderment en un opérateur linéaire et local Ay tel que :

(7) Ctest un faisceau de groupes additifs.
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(1 05) a‘K TK UK(V) = TK AK UK(V) .
A, conserve la phase de Ue(v) et ap celle de 1y Up(v) 5 qui est ¢g Por
définition.

Note.~ Clest le germe de a sur v qui définit ay et A.K ¢ soient a ot
a! ¢ A(X® P) tels que a-a' et toutes ses dérivées en x et p s'annulent
sur U, alors ag = al et AK'—"Q“I'{ , pour tout K .

Définissons des_ transformmtions de Fourier partielles 31;1 au noyen de la
transformntion de Fourier zzk des fonctions de X &R en fonctions de P €R
~1
et de son inverse % = (Fk)

?II{I - o 4 n Fy, (K et HcL) 3
keK N H* heHN K*

onu.surv'

A dpk A dxh a tH

KN B HA K*
(1.6) = T H
A A ap a’t,
KN B* P HNE* D K

~K .
donc & tronsforme toute fonction formelle UK(\)) de ty € TK\TK(ZKU ZH) ’
ayant @, pour p;}?{se, ,en une fonction uH(v) de by € Ty \Ty(ZU EH) y ayant
pour phase oy § ¥y opere lindairement et localement ; vu (5.2) § 1

s oy () = oy Fou (V) 3

(1.7)
03'% %% = 5{1 (pour tout J < L) 3 51*112 = I (identité) .

En enployant tK corme systéne de coordonnées locales en chaque point de

’U‘K on fait opérer %, sur ceux des éléments de 'UK dont les supports sont

disjoints de ZP et sont projetés injectivement par TR Sur TK; 1topéra~
teur ainsi construit se prolonge éviderment en un opérateur lindaire et local
Fﬁ tel que :

FfI:uK_’MH;

le domine de définition et le support de FI{, UK(\)) sont les intersections de
ceux de UK(\)) par V.. 3
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(1.8)  Fy 1 Te(v) = 7 F U(v)

(1.9) Fp A Tp(v) = 4y Fe U(v) 5 B s = B

H

s
b
1l
H

On peut expliciter E‘Ié UK(\;) grice a (3.6) § 1

-3

2
/ldtK VPy
\v Bp © H

(1.10) FKU V) = —-—-/

)
\dH

HMS

<m!

les B, sont définies sur 1'ouvert de V" ot est définie 1'amplitude a(v)
de UK(\’) [voir (1.3)] s ces B, sont régulidres péne en les points de V" ge
projetant sur ¥, . Vu (3.7) § 1, on a

(1.11) BO = OlO .

Dens (1.9), le signe de (d’ZtK/df'tH)% est défini par la convention (3.8) § 1.
Explicitons-la. Etant donné (x,p) € VNV, , notons %(x,p) 1llespace des
vecteurs (%,p) de X® P qui sont tangents & V" en (x,p) et qui vérifient
les conditions :

% =0 si kekNE =0 si he K¥N H*

]

131’1
nous avons, en notant Card KNH = |KN H|

din €(x,p) = £ ~ |KNH| - |K¥N B¥| = |KNE¥| + |K*N K|

-y

sur  ©(x,p) 1la forme quadratique

B P
heKﬂd*xk k hez(*ﬂhxh h

nlest pa.s dégénérée, vu (1.6), puisque (x,p) ¢ Z;UZ, 5 son indice d'inertie
Inert (x,p) permet de définir sur Uy V la, fonction 8) 1ocalement cong~
tante, & valeurs dans 7 :

H
(x,2) > 1g(x,p) = Inerty(x,p) - [K¥ H| = -m(x,p) ©

Ls, convention (3 8) § 1 signifie que

(8) Une fonction lacalement constante est une fonction constante suxr c"aque
composante connexe de son domaine de définition : 2 et l'anneau des entiers.
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2 1 £ 1 K
a . g g

(1 012) ( 't—H-\}e = —d tH - i (x,p)
Pty ! &ty

2. L'INDICE DE MASLOV n : Uy >3 .= Notons L, 1la partic de U ge
projetant sur V. . Suivant Maslov [1], on peut décomposer la fonction loca-
lement congtante

ng:%ﬂVKeZ

en la différence

(2.1) nﬁ =n, - ng

de deux fonctions localement constantes

v

v
n Uy > 3, et Uy - 23

les s;aéuts de ny; A travers T, (et coux de -ng & travers ZK) sont ceux
de mn .

Ce résultat n'est pas évident : il exige qu'on compléte la théorie de 1'in-
dice de Maslov qu'a faite Arnold [2].

Supposons U orientable et notons N un élément de volume de 77 (clest-a-

dire : une forme différentielle de degré ; ne s'anmilant en aucun point
de 77) 5 1'indice de Maslov permet de définir la fonction ’l;’H - C 3

(2.2) = - ==

[afe g (b3 LA
(2.3) | —= =1 —_— 5
\df't v Ll /

les relations (1.10) et (1.11) s'énoncent comme suit :

I]1 existe des fenctions indéfininent différentiables

telles gque
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(2.4) Fru(v) = =" £ [— ;
B \dth) =0 \detg Yr ©

(2.5) Yo = 010\
@, étant défini par (1.3).
3. FONCTIONS LAGRANGIENNES.- Nous définissons une fonction lagrangienne
U(y) = {UK(v)} par la donnée, pour chagque K c L , d'une fonction vy-formelle

UK(v) , définie sur ka et de phase Pg » ces UK(v) étant assujettis a la
condition de compatibilité(?) suivante :

en tout poiﬁt (x,p) € ka nv,,
(301) UH(X9P;\)) = (FKH UK)(Xsp’V) .

Vu (2.4) et (2.5), cette définition exige 1l'existence de fonctions indéfini-
ment différentiables

BK,I‘ H V - C
telles que
/ \\% @ { \‘r V.
2) U, = —1 1A X
a7y ﬁONT%
(3.3) Bg, = B, est indépendant de K ;
ceci exige que
; 1
[T \% Ve .
(3.4) =] By e et (si B, ne s'annule pas) By./B,
\d’t

goient définig sur ‘Lr, et non pas seulement suxr (%a .
Nous définirons

(9) Ce n'est pas la condition qui définit sur 1V une fonction formelle
U(v) = {0(V)} et qui est :

UK(X,P,\J) = UH(X9P;\)) sur VKO ’U—H ]
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4. OPERATEURS LAGRANGIENS,.- Nous définirons de méme un opérateur lagrangien
= {Ag} , tous les A, -étant définis par une méme fonction formelle

a ¢A(X®P) (plus précisément par un germe sur U'). Vu (1.9), A = {a/]

transforme U = {U Uy} en la fonction lagrangienne :

(4.1) AT = (A T} .

Eviderment :
(4.2) e AU =ag 1 U,
5. SOLUTIONS IAGRANGIENNES ET FORMELLES.- Nous nommons golution lagrangienne
d'un opérateur lagrangien A +toute fonction lagrangienne U telle que
(5.1) AU=0.

Rappelons que tL=x,TL=X 5 notoms ap =8y , Ty = Ty s Z‘L:Z’X .
Nous nommons solutions formelle de ay toute projection sur X

u(yv) = Tx U(v)

d'une solution lagrangiemme U(v) de A .

Sur X \'rX ZX » u est régulier et vérifie ayu

u est solution de ay en le gsens suivant :

0 3 mig sur TX):X ausgi

(5.2) Uy = "fK g U ¥érifie ag w, =0, gur T\ m¥ 3
(5.2) résulte aisément de (1.8) et de 1la définition (3.1).

Note.- Vu le n° 7 § 1, les golutions lagrangiennes de 1'opérateur A , défini
par . a=g+ % 8" +eee ¢ A(X® P) , résultent de l'emploi des variétés
lagrangienmes 77 telles que :

(5.3) g(x,p) =0 sur UV .

Ces solutions se construisent par intégrations le long des v=bicaractéristiques
engendrant 17; les diverses coordonnées locales ¥y doivent &tre employées.
afin d'expliciter les intégrations & faire.

6. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES.- Considérons les fonctions lagrangiemmes U(v) tel-
les que

(6.1) A () =O@M?)

la condition (5.3) doit &tre vérifide 3 U(v) est défini mod 1/v 5 wu (3.2)
et (3~3) ’
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d’e’x

1) =] —3—)§ 109+ OM) |, 1) =L I 6O
\ Vv d tK‘

B &tant une fonction régulidre UV - C ; elle se construit par une intégra-
tion le long des v-bicaractéristiques ; (7.3)0 et (7.7) § 1 définissent expli-
citement cette intégration.

Suivant Maslov, nous nommerons solution asymptotigue de ay toute projection

sur X
ulv) = Tx U(v)

d'une fonction lagrangienne TU(y) vérifiant (6.1).
Sur X\7y Ly , u est régulitwe et vérifie ay v =()(IAR) ;3 mis sur

Ty ZX ausai u est solution agymptotique de Oy en le gens suivant :

u = ﬁ; u = Ty U vérifie e U =<:>(1/v3) .

Note 1.~ Supposons que 1'élément de volume 7 de UV~ puisse &tre choisi 4
type
(6.2) N=4atAT ,

(10)

ne différentiel (7.5) § 1 des v~-bicaractéristiques ; alors le n° 7 § 1 peut

o) @tk
A=,y " TAp
(7.3)o et (7.7) § 1 nontrent que p/J est constant sur les v-bicaractéristiques

engendrant 77,

Note 2.~ Supposons, en outre, que J = 0, clest-a-dire, vu (6.4) § 1, que

la, forme différenticlle sur U, 3 , Stant une forme invariante du gyste-

choigir

)
z 8
k=1 Pk

J est donc constant sur chaque v-bicaractéristique : par suite p egt cons-

(6.3) g'(x,p) = % (x,p) 3

tant sur leg vu-bicaractéristiques engendrant 7/ .

(10) clegt-a-dire : ® s'exprine localement avec des intégrales prenidres de
ce systéne : voir (6] et [7].
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Note 3.~ Supposons enfin ceci :

(6.4) 1'lune des v-bicaractéristiques est dense dang UV 3

alors la fonction B , qui est continue, est constante sur V : on peut
choigir g =1.

Moyennant les trois hypotheses (6.2), (6.3) et (6.4), on a donc la golution
agymptotique

(6.5) U, (v) = <ﬁ;—> eV

3 condition qu'elle soit définie sur 1 (cf. (3.4)).
Vu la définition (2.2), cette condition s'énonce :
mi
- — + \)@
e 2 X eat définie sur A H

notons vy un lacet arbitraire de V et [n]Y la variation(11) de n; le

long de vy 3 cette mdme condition s'énonce

Y_r =1
(6.6) 5e3 JY i P dx = 7 [n}Y mod 1 3§

ce sont les conditions quantiques de Maglov. Sous les hypoth®ses (6.2), (6.3)

et (6.4), elles précigent leg valeurs de v auxguelles correspond une solution

agymptotique.

Si cea valeurs de v sont grandes, cette solution asymptotique est évidem-

ment solution approchée de l'opérateur a

X L ]
Note 4.~ Le calcul de lt'indice de Maslov ny est aigé quand
(6.7) T g ()% % >0 pour %40, (x,0)eV 3
h,k  PrPx R

alors, le long d'une bicaractéristique orientée dans le sens dt > 0 , ny

a le saut +1 & chaque traversée transversc de ZX « L'indice de Maslov

gtidentifie alors & l'indice de Margton MORSE des géodésiques d'un probléme

régulier de calcul des variations.

(11) v est la projection d'un arc v de U 5 soient v, 1ltorigine de Y s
v, son extrémité ;

[n}Y = nK(vi) - nK(VO) , wvaleur indépendante deschoix de ¥ et X .



22 J. Leray, Sclutions asymptotiques...

§ 3, Application & la mécanique quantigque.

Les équations de la mécanique ondulatoire sont du type :

oh 2mh est la constante de Planck, qui est trés petite & 1'échelle macroscopi-
que ; on obtient donc des approximations des solutions de ces équations en
construisant les solutions asymptotiques (n°7, § 2) de 1'opérateur a(x,%-§§)

et en y prenant :

1. L'BQUATION RELATIVISTE DE SCHRODINGER,-indépendante’'2) du temps X, @
pour y-bicaractéristiques les trajectoires de 1'électron de 1l'atome d!'hydroge-
ne ; ce sont les ellipses de Képler, en lente rotation dans leur plan (correc-
tion relativiste), qui tourne lui-néme lentement autour du chanp magnétique
(rotation de Larmor) j; chacune de ces vy-bicaractéristiques est dense dans un
tore 17 de X® P, qui est lagrangien et vérifie (6.2) 3 1l'opérateur de
Schridinger a(x,ﬁ%? vérifie (6.3), car

3

zoa
k=1 Prk
les solutions asynptotiques sont donc u = Ty UX ’ UX ayant l'expression
(6.5). Ia condition (6.4) est vérifide : 1l'indice de Maslov est celui de Morse.

(x,p) =0 (g=a, g =0)3

YV dépend de E et de deux intégrales prenitres des v-bicaractéristiques
(12 longueur et la projection(13) sur le chanp magnétique du noment cinétique
de 1'électron) 3 E et ces deux paromdtres doivent vérifier les conditions
quantiques de Maslov, qui sont au nombre de 3, puisque 7" est un tore de

dimension 3.

On obtient ainsi une expression de 1l'éncrgie E en fonction de trois entiers:
les trois nombres quantiques

12 éHJi- est remplacé par la multiplication par 1l'énergie E .
i axo

(13) respectivement proportionnelle & 4 + etd n.

wj-
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n (total) , 4 (azimmtal) , o (magnétique) ,

qui sont liés par les inégalités :

1A
=
-e

O0=2<n 3 -4 =D
cette expression est (en négligeant ¥ et o*) :

4 2
1
E = uc® - %%5-;5 [14-5%%:%)-3'%5J +x% Hn g

(c s vitesse de la lunidre ; u et ¢ : mosse et charge de 1'électron j

[ns]

¢ charge mgnétique 3 E : énergie

mgnéton de Bohr).

2 )
_ £ _ 3, , . EA
o = iZC = T,29 x 107% § =« 2uc

Cette expression de E est celle que domnait la premiére théorie des quanta,

& cela prés que cette théorie obtenait dans [...] :

R X oF
'Ht%:TT au lieu de GD -

Ia solution asymptotique domne aussi une approximation de la solution de
1téquation de Schrddinger 3 rappelons que cette solution est nommée fonction

dtonde.

Ces approxirations de E et des fonctions d'onde ne valent a_priori que pour

les nonmbres quantiques élevés 3 on constate qulelles valent pour tous les non-

bres_guantiques ; c'est pourquoi la preniére théorie des quanta est une approxi-

mtion de la nécanique cndulatoire.

2, L'EQUATION DE DIRAC peut &tre résolue approximativenent de fagon analogue,
bien qulelle ait des caractéristiques doubles et qu'il faille se contenter d'une

golution asynptotique approchée. On obtient ainsi une description corpusculai-

re de l'atome d'hydrogene rendant correctenment compte de l'effet du chanp ra-

gnétique (structure fixe de 1l'effet Zeeman).
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