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II.1

ETUDE D’ECOULEMENTS STATIONNAIRES Å L’AIDE

DES INÉQUATIONS VARIATIONNELLES
par Haïm BRÉZIS

L’objet de cet exposé est de présenter une nouvelle méthode obtenue en collabo-
ration avec G. Stampacchia, pour déterminer un écoulement irrotationnel d’un fluide
parfait compressible autour d’un profil plan convexe et symétrique, en régime sub-
sonique. Introduisant une nouvelle inconnue liée à la fonction courant, on montre

que ce problème peut être réduit dans le plan de l’hodographe, à la résolution
d’une inéquation variationnelle simple.

1. LÉQUATION DE L’ECOULEMENT DANS LE PLAN DE L’HODOGRAPHE.

Soit P un profil plan convexe et symétrique par rapport à l’axe x’x . On

considère des écoulements symétriques autour de P . de vitesse uniforme à l’in- 1

fini 1 avec q parallèle à l’axe xix. On désigne par le vecteur

vitesse de composantes module q = (q~ + Commençons par
quelques brefs rappels. Les équations régissant l’écoulement irrotationnel d’un
fluide parfait sont :

~

et

où p désigne la densité.

La densité et la pression sont liées par une relation qui dépend des propriétés
physiques du fluide. A l’aide de l’équation de Bernouilli on obtient une relation

liant p et q , soit

(3) p = h(q)

où h est une fonction régulière et décroissante de q .

Exemples :
- pour les fluides incompressibles h = Cte

1

- pour les gaz polytropiques h(q) = où C , C 2 et y sont des

constantes· _

On définit la fonction courant ~ ( x ~ y ) à l’aide des relations
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D’où l’on obtient

et on en déduit q en fonction et j . Utilisant alors (2) on arrive
à l’équation 

..x Y 
1

à l’équation 
x y 

~ ~

.rOU

(noter qu’en incompressible, il vient simplernent ~ ~ ~ 0) . On est ainsi conduit

à résoudre une équation non linéaire du 2ème ordre de type mixte en général.
Plus précisément. soit

l’équation (5) est elliptique dans le domaine où Ô.  0 i. e . q  a(q) et hyper-

bolique dans lé domaine où L &#x3E; 0 i.e. q &#x3E; a(q) . On désigne par q~ (vitesse
du son) la solution de l’équation le = a(~) . De sorte que l’équation (5) est

elliptique dans la région subsonique (q  qc ) et hyperbolique dans la région
supersonique (q &#x3E; q~ ~ .
La condition aux limites le long de p est q.n = 0 (*n est la normale à p)
et équivaut = Cte 

On prendra ~N
(6) ~r 1t7 0 sur ~ . 

A cause de la symétrie on a aussi = 0 sur l’axe xgx et on se limitera dans

toute la suite à l’étude de ~ dans le demi-plan supérieur où l’on peut supposer
sans restreindre la généralité que y - 0 .
Les résultats de Shiffman, Bers, Finn, Gilbarg etc... (cf. [2] pour une bibliogra-

phie détaillée) assurent l’existence et l’unicité d’une solution ~ ~ corres-

pondant à un écoulement subsonique pourvu que q~  q ; lorsque q 00 -+ ~ _la

vitesse q devient sonique en certains points de ~ . Malheureusement les

démonstrations ne sont pas constructives (elles utilisent en particulier le théo-

rème de point fixe de Schauder) et ne suggèrent aucun procédé de calcul numérique.

La méthode de l’hodographe, que nous rappelons ci-dessous est fort intéressante

car elle conduit à des équations linéaires et permet des calculs plus simples
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(d’où sa popularité !). Le principal inconvénient de cette méthode est que l’on
doit résoudre une équation linéaire sur un damaine a priori inconnu. En fait . on
est en présence d’un problème à frontière libre qui peut être réduit à une iné-

quation variationnelle comme on le verra dans la suite.

Après la transformation de l’hodographe ~ : (x,y) - (o,q) où e = Arg q ~ l’é-

quation (5) devient (Cf. [2] , [3])

qui est linéaire (équation de Chaplygin~.
Notons qUe dans le cas incompressible on trouve simplement

Cette équation est elliptique dégénérée en q = 0 .

Un changement de variable

permet d’éviter cette dégénérescence. On obtient alors au lieu de (7), 1$équation
de Tricomi

où l’on désigne par q(c) la fonction réciproque de la fonction
et par

Il est clair que k(a) &#x3E; 0 poui j &#x3E; 0 (ce qui correspond à q  q~ , i. e. à la

zone subsonique), et que k(a)  0 pour a  0 .

2. LES CONDITIONS AUX LIMITES DANS L’HODOGRAPHE.

I~e profil V est transformé par --t en une courbe r située entièrement dans le

demi plan a &#x3E; 0 (car l’écoulement est supposé totalement subsonique). On désigne
par e = o(P) l’angle que la tangente à P en P£(3 forme avec 1°axe x’x et

par R( 9 ) le rayon de courbure algébrique de 0 en P (R(e)  0 à cause de la

convexité de P) - On suppose que
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ou

La courbe r représente la distribution des vitesses (ou plutôt des cr) le long

du profil P . en fonction de 0 @ - Insistons sur le fait que r n’ est pas

donné a riori dans l’hodo~ra~ho, mais doit gtre considéré comme une frontière

libre.

. Fig. 1 Fig. 2

Fig. 1. - Plan physique.

Fig. 2. - Plan de l’hodographe.

Le lemme suivant (prouve par exemple dans [31 p. 46) précise les conditions aux

limites dans l ’hodographe

3. CHANGEMENT DE FONCTION INCONNUE.

On introduit la fonction

définie pour et 91  e  90 .
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Cette transformation est suggérée par la méthode utilisée par Baiocchi (1] dans
un problème à frontière libre en hydrodynamique.
On définit l’ouvert J) par

Le lemme suivant sera utile dans la suite

LEMME 2. La. fonction u vérifie :

Démonstration du lemme 2

On a

et par suite

grace à

(17)

D’autre part

et



II.6

(en utilisant (il) et (9)) .
Or

Il vient enfin

On conclut en notant que .

En effet dérivant (17) on a

On prolonge maintenant u en dehors de J1 par 0 sur
Î 1

On considère l’espace fonctionnel

et le convexe
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où H désigne la moitié de l’épaisseur maximum du 
On introduit la forme bilinéaire

qui est coercive sur V à cause de 1 °hypothèse 60 - dl  n · M

le résultat principal est le suivant : 

THEOREME 1. La fonction u déf inie ,par (12) appartient a K et 

g~uatiori _ variat i~nnelle, 

Conséquence : Etant donnés le profil 9 (et donc Q 0; 81 , R( fi) et H) , les0101.
propriétés physiques du fluide (et donc et k(c)) ainsi que la vitesse à

l’infini (et donc il existe K H unique solution de (18) ; des méthode
numériques ef f icaces permettent d’ailleurs le calcul de u .

On pose alors 
- - 

On distingue deux cas : ~t

alors la courbe r , frontière de .5 représente la

distribution des vitesses le long de P et = ~(8 ~) représente sur
~ la fonction courant cherchée.

- Si ~ ~ ~Q = 0~ ~ ~ ! la solution obtenue ne correspond physiquement à rien :
il s’agit du cas où et 1°écoulement n’est pas totalement subs~nique.

Princi e de la démonstration du théorème 1.

Il est clair que u ~ 0 puisque ~r ? 0 En intégrant par

parties (formellement) on a



II.8

puisque u = 0 en dehors de ~ .

Dn déduit du lemme 2 que

car

_ 

0 ~, cause de la convexité M

Tl reste à vérifier que = H pour c é 0’00 . Il est clair que pour 

on a 

m 1
Pour prouver que

suivante :

on peut procéder de la manière

pour chaque constante C é 0 , soit

et soit Yc la solution de 19inêquatÎon

On montre à 1"aide d’une variante du principe du maximum que pour chaque e fixe,
la fonction u - est croissante et tend vers une limite quand

De plus on établit que où

et que pour on a

Prenant maintenant

fonction correspondante vérifie nécessairement
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et par conséquent

Enfin on montre que demeure borné dans et quand

cy - + ~ . D’où il résulte en particulier que

Enfin en intégrant explicitement (19) avec les conditions aux limites

on obtient

Remarque. La fonction que nous avons définie sur ,~ par un procède

mathématique (formule ~12~~ n’est pas totalement étrangère aux mecaniciens. En

effet. elle est liée par une relation simple à la transformée de Legendre Y
de la fonction courant t -

Plus précisément (cf. [4], p. 263) on a

0 t est-à-dîre

On montre alors que

et te": coordonnées du point P de P où la tangente

à P fait un angle 6 avec l’axe xlx -
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