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UTILISATION DES DISTRIBUTIONS POUR L’ÉTUDE DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES EN DIMENSION INFINIE

par Paul KRÉE

Définition des distributions d’ordre borné avec un e.v.t. Propriétés. Distribu-

tions cylindriques avec un e.v. t. Cas particulier des distributions d’ordre borné 

Relation entre les distributions d’ordre borné et les distributions cylindrique
d’ordre borné : généralisation des théorèmes de Prohorov et de Sazanov-Minlov.
Distributions x-cylindriques. Cas particulier des distributions x-cylindrique
régulières en t . Application aux équation d’évolution.

1. ’Distributions dl ordre borné sur un e.v. t.

2" Distributions cylindriques sur un e.v. t.

3. Relation entre les distributions r!’ordre borné et les distributions cylin-

driques d’ordre borné.

4. Distributions x-cylindriques. 
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L’étude de la théorie des équations aux dérivées paxtielles (sur des variétés ~M
réelles de dimension finie) a conduit à généraliser la notion de fonction (solu-
tions faibles de J. Leray, espaces de S. Sobolev, distributions de L. Schwartz...)
et ces généralisations successives ont entraîné des progrès importants de la théo-

rie des équations aux dérivées partielles.

Il existe déjà des travaux importants relatifs aux équations aux dérivées par-
tielles sur des variétés de dimension infinie, ou tout au moins sur un espace de

Hilbert : voir par exemple L. Gross [11, Daletakii [1], Visik , et les
nombreux travaux cités dans les bibliographies de ces articles. Il semble aussi

que la théorie quantique des c0153fmps, et l’électrodynamique quantique (classique
ou relativiste) nécessite l’introduction de telles équations.

Il nous semble donc n3,tu~el (et important) d’introduire des "solutions générali-
sées" pour les équations awx dérivées partielles relatives à un.espace de dimen-
sion infinie. Les classes de "fonctions généralisées" seront définies, (comme en
dimension finie) comme duals d’espaces vectoriels de fonctions dérivables, ces
espaces étant munis de topologies convenables.

De nombreuses différences apparaissent cependant, relativement au cas de la di-

mension finie :

a) En dimension finie, une fonction localement intégrable f(x) définit (cano-
niquement si l’espace est euclidien) la distribution cp - j f(x)cp(x)dx , où dx

est une mesure de Lebesgue. Il n’en est plus de même en dimension infinie (il y
a pourtant une analogie dans le cas de Hilbert, la mesure de Lebesgue étant rem-
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par la proineswe (;3,ussienne canonique). D.1 conséquence, en dimension infinie, une

solution distribution d’une équation aux dérivées partielles n’est donc pas une

solution généralisée, mais une solution (d’une nature nouvelle) de cette équation
aux dérivées partielles. De telles solutions sont très utiles cependant, car

elles permettent de construire des solutions usuelles : voir par exemple Dalet-

skii [1].

b) Dans le cas particulier des distributions d’ordre zéro (ou mesure) on sait
(voir Golfand-vi~.enkin [2~~ qu’il intervient deux sortes d’êtres mathématiques :
les mesures et les mesures cylindriques, ces dernières étant représentées par
certains systèmes projectifs de mesures usuelles sur des espaces de dimension fi-

nie. On peut donc s’attendre que cette distinction se prolonge dans le cas plus

général des distributions dt ordre quelconque.

c) En dimension finie si P(x,D) est un opérateur différentiel linéaire

d~ ardre k , il suffit que la fonction u(x) soit k fois continument déri-

vable pour que P(x,D)u(x) soit défini. Il n’en est plus de même en dimension
~

infinie ; car si par exemple à est le laplacien relatif à un espace de Hilbert

réel, la fonction àu(x) n’est pas définie si u : E - R est seulement deux

fois dérivable, car l’opérateur linéaire borné associé à la forme bilinéaire

nia pas forcément une trace finie. Pour remédier à ce fait, on peut ou

bien supposer que D"u~x~ définit un opérateur à trace (voir L. Gross [1]), ou
bien définir àu - si u dépend seulement d’un nombre fini de coordonnées (voir
I.M. Visik puis utiliser un passage à la limite convenable. 

Nous avions déjà proposé dans P. Krée [1,, des définitions pour les distribu-
tions en dimension infinie, et nous avions indiqué quelques applications aux

équations aux dérivées partielles. Dans le présent travail, nous modifions ces

définitions de façon à éviter des difficultés techniques dues à la considération

des fonctions de classe C définies sur un espace vectoriel topologique. Nous

parvenons alors à prolonger à ces classes les théorèmes de Prohoroff et Sazanov-

Minlov relatifs aux probabilités cylindriques. Au paragraphe 4, on esquisse la

définition de distributions "cylindriques" mieux adaptées à l’étude de problèmes
dtévolution : on remplace le système projectif usuel d’espaces vectoriels

relatif à un e.v.t. X par un nouveau système projectif relatif à

R tx X . On peut alors utiliser des techniques de désintégration analogues à
celles que nous avions utilisées dans Krée [2]. Ces outils permettent d’étudier

les problèmes paraboliques. Cependant l’étude de l’équation de Schrodinger et de

liéquation des ondes conduit à de nouvelles difficultés liées au fait que les
ordres des distributions du système projectif ne sont pas forcément majoré.
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1. Les distributions d’ordre borné sur un e.v.t.

Nous commençons par définir 1 t espace 6 k(X) des fonctions k fois continûment

dérivables sur X (nous ne considérons que des espaces vectoriels
réels et des fonctions à valeurs réelles). Puis nous définissons le sous-espace

re k (X) y7 k(X) @ formé par des fonctions cylindriques. En considérant

des foïletions t/? kd’abord le cas particulier où k = 0 e on définit une topologie cyl b (x)
de façon à définir par dualité les distributions bornées d’ordre au plus k . On

indique quelques propriétés de ces distributions.

Soit X un e.v.t.l.o.s. réel On définit e k(X) comme llespaco des fonctions

çp X - R admettant des dérivées ikp(x) 1 ... Iftcp(x) dépendant continËm~it
de X , On suppose aussi que pour j = 0,...,ot k, lorsque x décrit X 9 D (x)

. clécrit un borné de lterwemble des formes j-linéaires cont es z X x X,..., x 

On munit naturellement l’espace vectoriel É (x) dtune bomologie : un borné de

étant défini par une famille où B.(j = 0 y.** pk) est un en-
" 0 K J

semble borné dtapplications j-linéaires 1

(1.2) - Indiquons quelques raisons qui font que 1 tutilisation de cet espace n’est
pas très commode.

a) Les fonctions k fois contiiïSment dérivables sur un e.v.t.l.c.s. ne sont pas
très ables (construction difficile de partitions de l’unité, dtapproximtion de
fonctions ’r k par des fonctions ~ô 

b) Dans le cas où X n’est pas un Banachg il n’y a aucune raison de privilégier
les fonctions dont les dérivées sont des applications IID.1ltinéaires continues (on
peut aussi considérer les fonctions dont les dérivées sont des applications multi-

linéaires hypocontinues ou même (calcul différentiel de da Silva) les fonctions
dont les dérivées sont des applications IID.1l tinéaires bornées).

(1*3) - Soa~s-e~pa,~e vectoriel

Soit u = XI le dual de X . Soit tU. ~ . 1 la famille des sous-espaces vec-

toriels de dimension finie dé U . Soit (U~)"I la famille des sous-espaces
’ fermés de codimension finie de X . Pour tout i~l , on pose X . = X/U.. Si

~ 
i 1

i et j dans I sont tels que U~ ~ u?, on a une surjection canonique
J 1
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s., , : X . - X.. De plus pour tout i dans l, on a une surjection canonique
J J 1

s. : X -+ X.. On dit qu’une fonction cp : X - È est cylindrique si elle est la
i 1.

composée à’une application s . : X ~ X . , avec une fonction numérique définie sur
X . J (on dit alors que X. est une de çp ) . On définit donc ~É$ (X)
j j 

~ ~’" 

cyl b
comme l’ensemble des fonct5.ons Cf) : qui sont la composée d’une application
. avec une fonction H e .
J J ~ J

On dit que X estunebanede co . Notons (X) est une algèbre,~ ~~ ~~~ 
J 

~~~ ~~ ~’~~ ° ~°~°~~ cy 0 ~~~ ~~ ~~’~~’~~~~ ’
car si cp et # sont des fonctions cylindriques de bases respectives X et
X. , elles admettent aussi une base commune Xk (si et si
J o , 0 -K 

0 
i 1

x. i = il suffit de prendre q = X/U~ où est le polaire de j
Uk = TJ. 1 +U

(1.4) - Examen préliminaire du cas particulier ou k == 0 . ~t
Nous nous proposons de définir une topologie localement convexe ou

lek (X) , puis de définir l’ensemble des distr5.butions bornées sur X do.7--Cxe
cyl b

au plus k comme le dual topologiqu.e de l’e.v,t, ainsi construit. Nous exa~inoDj3

dtabord le cas particulier k = 0 , car nous voulons retrouver alors 1~ ensemble

m(x) des mesures de Radon (bombes) X .

On introduit alors topologie sur O(X) correspondant à la norme de la

convergence uniforme, et l’on note Bu(r) la boule de où llcpllu 5- r . On
note ’Ck la topolo-ie de la convergence unifo2mo ~ur les parties compactes de

X . En général, si E est un e.v. et si T est une topologie localement con-

vexe sur E , on note (E, fi2 ) 1~ espace vectoriel topologique associé à ces deux

données. Nous cherchors iO:i-1C un topolcgie £-e 0 su- E = telle que

(Pli,%O) 7"? (x)

(1.5) - On sait (voir par exemple Fremlin--Garling et Haydon [1]).

a) On peut prendre la topologie localement convexe la plus finie sur

E qui coïncide avec k C12X B u (1 -

b) Si L est un ensemble de forme linéaire sur E , alors 1, est li-n ensemble

équicontinu de formes linéaires P,= à,% °) si et seulement si :

i) sup jm)  oo , ce qui signifie que L est un ensemble équicontinu de
J:~L 

~ 

C’:} 
_

fO%I!1es linéaires sur (E, 
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ii) L vérifie uniformément la condition ( ,K) suivante. Pour tout E &#x3E; û ,
il existe un compact K de X telle que pour toute cp de la boule unité de E

nulle sur K , et tout 1 de L on ait 

(1.6) - Remar uee

a) ce 0 1.. (X) est dense   ’ dtaprès le théoréme de 
cyl D

par conséquente on peut aussi définir ÀQ(X) comme le dual du sous-espace vecto-

riel topologique e 0 l Of (X) de 
cyl 0

b) On peut définir une topologie localement convexe sur un espace vectoriel
A , en dualité séparante avec un espace vectoriel B , par la connaissance des

parties équicontinues 3 un système fondamental de voisinages de 1 ~ orïgine de A

étant formé par les polaires des parties équicontinues de B .

Par conséquent, on peut procéder de la manière suivante pour définir simultané-
ment les distributions (bornées) dtordre au plus k sur X et une topologie sur

~ Définition de X s ~)(1.7) - de cyl b (X) ° 

Un ensemble B T e distributions (bornées) d’ordre au-iplus k m=

X est un ensemble T de formes linéaires t telles ue :
..""",. cyl b

a) Ces formes sont bornées sur les bornés X .cyl b

b) Pour our tout borné B de ‘’~ k (X) il existe un cam-p 
.""_, cyl b T~

de X tel que pour de B avec nuls sur K

on a

L’ensemble de ces formes linéaires est noté

(1 .8) - Remarques

a) Notons est en dualité sé te car

Vtk / B 
cyl b 

~ 
cyj. b

cyl b (X) contient les combinaisons linéaires finies de masses de Dirac. On

munira en de la topologie faible associée à cette dualité  et
~Ok ~ Bok

la’ topologie localement convexe u pour laquelle un système fonda-
mental de voisinages de l’origine est formé par les polaires des ensembles T de

la définition. Et naturellement
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b) Notons que 00 est aussi le dual du complété ~ ~ . (X) de

cy k °~ 
~~ ~~~ ~ ~~~~~~~ ~~~ 

’e 
cyl b (x) pour la topologie ~ .

(1 9) - Exemples

a) Si X est de dimension finie ~~ Ik (X) est 1 t ensemble des distributions

bombes sur X dl ordre au plus k . En effet

- si 1 est une forme linéaire continue sur 1 t espace ~ k (X) des fonc-

tions q&#x3E;£ ek (X) p à support compact k 0 (x) étant muni de la norme de la con-
vergence uniforme pour cp ... Alors si C est une fonction E 0 (X) ,
égale à 1 dans un voisinage de l’origine, pour toute ~P~ ~0, k (X) la suite

1 converge vers une limite, définissant ainsi ur~ prolongement canonique
~ à 1 d e t à b (X) .

tE tk (X) . pobons 
k 

(X) . on peut vor q Il- si A’e cyl b j~= £ ’ lf l (X) . On peut voir que j~

colncide avec le prolongement canonique 

b) Si k == 0 . ~ ~i . (X) coincide avec des mesures de Radon sur
’ ’ cylb

X : ceci résulte de (1.6.a).

(1.10) - Une remarque ~
Si a une suite (cp de fonctions cylindriques ayant même base X. et

J J 1

telle que

- (cp j) j décrit un borné de k (x)
-Pour tout compact K delà base commune Xi’ les suites 

(Dcp (D k cp convergent uniformément sur K Alors la suite cp. converge

° 

~~~~~~~ ~~~~~~~~ ~ ~ ~~~~~ ~ ~~~ ~ 
dans k cyl b (X)
(1.11) - DEFINITION de (x)

a) Pour tout 0 , on a une injection canonique ik à image dense de

b (X) (X) ~~ ’ résulte de (1.10) 
cyl b cyl D

CP. 0 8. (X) a pour base X. , et si p~ est une suite réglllari-
1 1 cy b :1 9 

’

sante dans alors la suite ~ = (’P. 1. * pn) 0 converge vers cp dans

b lorsque n tend vers 11 infini.

b) Par transposition de i. on obtient donc pour tout k une injection de

IC Ik (X) d..n. V)-lk+1 (X) . On peut donc poserb’ ~ cyl b ~ ’ ~ 
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(1.12) - Propriétés.

a) Image par une application linéaire faiblement continue 1 X  Y. Soit

t~~ 
l (X). Pour toute Y on . OntE 

cyl 
(X) . Pour toute dans (Y) , on pose 

~k 
On

voit que l’application transforme toute partie ëquicontinue de cyI (X)
en une partie eq,u~co~t~.nue de c cyl (y) . 

cyl

cy
Par conséquent l’application

est continue. de t par j&#x26; est le transforme de t par la trans-

posée de En particulier si X est un sous-espace vectoriel topologique de

Y , t est appelé l’extension de t à Y .

b) Produit par une fonction f de (X) . Pour (x) ,...... cyl 0 cyl "0
on définit ft comme l’image de t par la transposée de

c) Produit tensoriel. Soient X et Y deux e~v.l.c.s. Alors toute fonction

cylindrique sur X x Y admet une base du type X. X Y. où X. ~ (resp. Yj )~ est1 J l

un quotient de X (resp. Y) par le polaire d’un sous-espace Uî (re3p. de di-

mension finie de Xt (resp. Yt) .

En utilisant alors (1.10), on voit (x) 0 (Y) est dense

(,ans t&#x3E; k 
cyl b cyj- io

(X X Y) . D’où la possibilité de définir t. (8) t2 si
cyl o j. 2

d) Convolution. Pour B et t2 dans (X) , on définit fi * t2
comme lti ge par l’application somme s X X X - X -

e) Transformation de Fourier. Pour (X) et pour tout on
cy 0

pose

La convolution est associative et

2 - Distributions cylindriques
Soit X un e. v. t.l. e, s, réel et le système projectif usuel d’es-

i J.J
paces vectoriels de dimension finie, associé à X . Une définition naturelle

d’une distribution cylindrique d’ordre au plus k est la suivante : ô c’est un
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système projectif de distributions bornées dtordre au plus k , sur les esr-

paces X.. Autrement dit, pour tout on a ~X. ~ telle que
1 ~ b i
= d. , si l’on a une surjection canonique de X. sur X.. En effet,

~. J 
, 

1

pour k = 0 , on peut prendre alors des mesures de probabilité, et 1 r on retrouve
ainsi la notion de probabilité cylindrique. On va cependant prendre une définition

plus générale :d’abord on n’impose pas aux d3 d’avoir un ordre uniformément

borné (lorsque i varie) ; dtautre part on va généraliser un peu la condition

s (di = d. , de façon à pouvoir considérer parfois des distributions d. non

bornées.

( 2 .1 ~ - DÉFINITION

.~ ‘~ ~X ~ est l’ensemble des systèmes (dit ~,E l) de distributions sur les es-

paces vectoriels X. , les di vérifiant les conditions de comptabilité sui-

vante :

(2.2) Pour toute CE &#x26;(X i égale à 1 au voisinage de l’origine, et toute

sur jection canonique s.. = X. , X. e la suite e converge vers d.

da~ns .$ ~ ~~ . ~ . 
ij 1 1 n J 1

Sur l’espace vectoriel on a une topologie naturelle définie par la

convergence dans ~(X.) pour chaque d ..
Une distribution cylindrique est dite d’ordre borné si les ordres des distri-

butions di sont uniformément bornés.

~2,3~ .- Autres points de vue 

a) Si les d. sont des distributions bornées, la distribution cylindrique
associée est une forme linéaire sur le - 1 b 00 dont la restriction aux fonc-

CY b
tions cylindriques admettant une même base, est représentée par une distribution
bornée sur cette base.

. b) (Dtaprès G. Choquet) soit f : U -~ C une fonction continue bornée’ Pour

tout U. (sous e.v. dim. finie de U» notons d. la distribution tempérée sur
X. = X/-Uo dont le T.F. est fp.. Alors la condition (2.2) est satisfaite. Par
exemple, on peut prendre f telle que pour tout i , di soit à support compact,
ou bornée. On dit que f est T.F. de la distribution cylindrique (d~).

(2.4) -Exemples

a) Probabilité cylindrique.
’n~ Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.
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Cette distribution est d~ ord.re borné.

c.) Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.

cette distribution cylindrique n ~ est pas d’ordre borné

(2 .5) Propriétés des distributions cylindriques: t produit par fonction cylin-
drique. Image par une application linéaire continue,produit tensoriel, produit de

convolution, transformation de Fourier.

3 - Relation entre distributions dt ordre borné et distributions cylindriques

d’ordre borné. .

Nous énoncerons d’abord l’analogue par les distributions cylindriques d’ordre bor-
né d’un théorème analogue à un théorème de Prohoroff donnant une condition néces-

saire et suffisante pour qu’une probabilité cylindrique sur un e.v. t. définisse
une mesure de Radon. Puj-*.s on donne l’analogue du théorème de Sazanov Minier qui
montre que l’ image à’une probabilité cylindrique continue par un opérateur de Hil-
bert Sobmidt, est une mesure de Radon i voir Gelfand-Vilenkin [4].

1 .
(3.1) PROPOSITION 

Soit X un es ce cïe ~~nach k un entier positif ou, nul fixé. on

considère le vectoriels, associé u i ij

a existe 
b ~~~ alors les distributions

...~..~ ~~...~~~~-~~~,.,~.~ m~.. cyl b
D . = s . (D~ sont telles quei j - t

3 K !l2 X , nulle à 1 t ordre k surb 1

et telle que 

b) Réc-i:.Z2; - quement, si l’on a un système projectif {D . ~ de distributions bor-

nées sur les espaces X. , et si les D . vérifient les conditions i) et ii)
J ’ - 

Il 
-, J 

~.~."’’r" " et--i
ci-dessus, alors ~,1 existe (X) telle que D . - s.(D) pour tout j .cy b J J

Preuve

a) Soit D une distribution bornée d’ orc3~e au plus k sur X , On voit alors
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que la continuité sur cjl - (X) de la j-brme linéaire associées à D équivaut
Éyl o

aux conditions Ci) et le fait que = 1 .

b) Réciproquement tout système projectif de D, vérifiant ces deux conditions,
définit une forme linéaire sur ~ cyl à (x) , continue pour la topologie T? .
(3.2) PROPOSITION (analogue du théorème de Sazanov-Ïlinlos)

Soit k é 1 . Soient X et Y deux espaces de Hilbert réels..ê.ill D une

distribution cylindrique sur X, d’ordre au plus ic et telle que :

(3.3) V £ 3 r &#x3E; 0 , É cyl 0 00 , i &#x3E; le support de cp appartenant
à un demi espace disjoint de la boule B r où lixli r , alors tD(cp)) 1  e .

Soit of un opérateur de Hilbert Schmidt de X dans Y . Alors Y(D) est une

distribution sur Y faible, d’ordre au plus k .

Démonstration. Vue la proposition (3.1), il suffit de montrer que E = a(D) est

telle que 
’

, 

On cherche à prolonger la méthode de raisonnement de liinlos (voir 1’l. Gelfand-

Vilenkin [2j). L’application a peut s’ écrire

avec r: À2  00, les suites (x ) et (y ) définissant des systèmes orthonor-n un n ~
n 

11 n n

més de X et de Y respecti vem.ent. Donc

Divisant par le nombre r , on voit que l’on peut supposer r = 1 .

Vue l’hypothèse (3-3)? l’image E de D est telle que pour toute

~ cylindriques (,’~ ’1,. ~ 1) à support disjoint de of(B ) y admettant une base de
lIA r

dimension 1 . On cherche à démontrer (3.4)* Soit E" la base canonique de

(noter que est arbitrairement grand). Soit ÎI l’opérateur de projection or-

thogonale de Y Alors r » est un ellipsoïde dont les longueurs

Àt ... À’ des demi-axes sont telles que pour i=1 ... 2 . D’autre
1 ae 11 

-

part est la boule R) , Nous voyons donc que l’on aura dé-
r ,

montré (~Ô-4) et la proposition(3.2) si l’on montre le lemme 2 énoncé quelques pages
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plus loin : faire dans ~~.7~, R suffisamment grand et e suffisasanent 

Pour montrer le lemme 2, nous utiliserons le lemme suivant :

(3*5) 

Soit a(t) e0153(R) , à 1 pour t~ 2 et 0

our t é 1 . Soit E la sphère unité de ff. A tout 9e "if, et à tout

R &#x3E; 1 on assac3 e la fcmotion suivante 

On note n la moyenne de ces fonctions par ~a~port à la mesure an (de masse
~ CR -r-,wwr,mJ.-- .i-L- - . 

-- - ~~ -s - w T- .-- , , _. : .

totale 1).invariante de 2 *

Alors les n sont des foncticmsj~diales~ur~ tf1 qui vérifient les ipajora-
tions suivantes pour p = et R &#x3E; 1 .

b) toutes les dérivées de CR d’un ordre donné sont uniformément ïsajorées
(lorsque n varie).

Preuve. Dans &#x26; , ltaire de la portion de la sphère où llxll - r vue d’un

point y tel que est :
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,1 -1

On cherche à montrer que (c 1)-l est majoré ainsi que ces dérivées pour
y 

R 
t

x = p &#x3E; 2R ir, . Or le changement de variable y = ~ donne

Or Ce dernier dénominateur tend vers
t2

2 dt alors que pour 
0 ~

le numérateur tend vers une quantité non nulle Donc (,~f" estR
majoré indépendamment de n pour lixil &#x3E; 2R Il suffit alors de montrer que

pour tout ~~ (et on a

Comme ( t )lc = voit que les dérivées de n() deviennentomme 
R Jn ~ R’7n 

= y VOl t que es derlvees e R p eVJ.ermen

très petites lorsque R augmente (la majoration étant indépendante de n ).

(3.6) 2

Soit T dans ÎÎ ~) (E9) . Soit &#x3E; 0 . Soit Q 1 ellipsoïde d’équation
n x. 

o 
- - - ~ 

k
1 . On suppose que pour toute (p de la boule unité de C F 

i ai 
-...J - -......  .. o

support contenu dans un demi-espace disjoint de Q , on a e Alors

pour toute boule Q~ contenant Q et toute ’~ de la boule unité de ÉÎ 3 
1 -~ o

à support disjoint de Bp , on a
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la constante C étant indépendante de n .

Preuve. On note r(8) la distance de l’origine à un hyperplan tangent à Q

et orthogonal à a = (el 9.,P. te .) n J

On a

On introduit la partition suivante de rf

Comme la moyenne 8 ~ (par rapport à la mesure superficielle cr n de ~) est

on a

D’où

On écrit

D~où

où I et II désignent respectivement les intégrales sur ~ et .
Or

Comme cette fonction décrit (vu le lemme 1 ) un borné de C. (EP) t on a
- 

0

Pour majorer II , on ut3l~Be le fait que pour a~ il la fonction
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a un support contenu dans un demi-espace qui ne coupe pas Q ,

et décrit un borné de 
D’où

4 Distributions cylindriques:

Le paragraphe qui suit est motivé par l’étude des équations aux dérivées par-
tielles du type chaleur, ondes, ou Schrodinger sur le produit d’une droite R.
(point générique noté t ~ et d’un espace de Hilbert réel X (point générique x ).

(4-1) Le système projectif d’espaces vectoriels X .

C’est le système projectif des espaces vectoriels P t x Xi 9 relativement aux

applications linéaires Idt x Bii , ou ~X . , s .. ~ est le systèmes projectif usuel
~ ~*J ~* ~’J

associé à ~t espace vectoriel topologique X .

(4.2) DÉFINITION

Une distribution sur t 9 est définie par

la donné e d’une fonction continue

La distribution F est ainsi définie. Pour tout X. et toute fonction

- ( t x X.) , posant cp = cp 0 x s ) 
l

On écrira également (par convention)

et l’on dira aussi que F admet la désintégration t 4 f~t,. ) par rapport à t ,

ce langage étant emprunté à la théorie de l’intégration.

~4.5 ) remarQues

a) La donnée d’une telle distribution équivaut à la donnée d’un système projec-
tif f~(t,.) de distributions bornées relativement au système projectif 
les applications t ~ f. 1 ( t,.) étant continues de [0,+ 0)[ à valeurs dans

t (x i) -
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b) La donnée de F entraîne la donnée p our tout i , d’une distribution bornée

f . ~t,~~ sur Rx X . , nulle pour t  0 . Ces distributions sont régulières
en t .

c) On peut définir la transformée de Fourier partielle de f comme

étant la fonction

On peut aussi définir la transformée de Fourier Laplace

d) Soit (y une application linéaire continue de X dans Y . On peut défi-

nir l’ image de F (admettant la désintégration (4.4)) par Id t x a comme étant

la distribution y- cylindrique sur ~t x Y , réguliire en t admettant la dé-

sintégration

e) En procédant comme dans Krée [2j~ on peut même définir l image de ~~ par

une application

où pour tout t , Qf est une application linéaire continue X ~ Y ,

f) Produit de convolution. Soient F et G deux distributions x -cylin-

driques sur ~ t x X , régulières en t , avec

On forme h( t,.) = t f( t-u,.) * g(u,. )du s i t ~ 0 . On vo i t que la f onc t i on h

a
définit une application continue de [0,+ mi à valeurs dans D t’ (X).

On pose à = Ja&#x3E; Ôt ~ h(t,.)dt et 11 = F * G ce produit de convolution est

associatif et conanutatif.

Application à l’équation de la chaleur : Ce qui précède permet d’exposer cer-

taines constructions de Dalecki [1] et de A. Pietsoh [1]. On considère l’opéra-

teur de la chaleur &#x26;2013 ~ sur - t x x , ou X est un espace de Hilbert réel.
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On rappelle que pour tout n , la solution élémentaire e(t,x) de 6t-.4 sur

t ’if s’écrit

Cette fonction positive est localement intégrable, mais elle n’est pas intégrable.
Il n’y a donc pas d’espoir d’associer à la donnée des E~ , une mesure cylin-

drique Cependant on peut écrire

où g 2tId désigne la loi gaussienne sur r¡f1 de moyenne nulle et d’opérateur de

variance 2t Id . D’où l’idée d’introduire sur R t x X la distribution x-cylin-

drique, régulière en t

où Sir (x) désigne la loi gaussienne sur X , de moyenne nulle et d’opérateur
de variance T . Et l’ on voit qu’en un sens convenable, E est une solution élé~.

mentaire de 1~ opérateur ô t-6 .
On voit alors que pour h~ 0 (x) 1,P cy a

est solution du problème de Cauchy

Mais si (voir Pietsch ~1 ~ veut étudier le problème de Cauchy pour

une fonction h plus 8~énérale, on peut remplacer Õt-l:1 par son image 

par Id t x ex, où 01 est un opérateur de Hilbert Schmidt. Alors le nouvel opé-

rateur admet la solution élémentaire

Cette solution élémentaire est une mesure sur Rt x Y . On peut donc définir

pour hE Co (Y) la fonction
b
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Cette fonction a été étudiée en détail par Dalecki [1’.Lans Pietsch [1 est exa-
riné le cas pl.as dt ’ ’-eurc- à coefficients variables.

tt- x ¡,: L ~ d.

Formellement~ on cherche sur R t X H , nulle pour t  0 , et

telle que

d3 donne

de 

(,J. ft ect la distribution cylindrique sur H , de transformée de Fourier

(voir Gelfand Silov [1 ni R = ft est d’ordre augmentait

-~,vec n. (Cependant f 4- ont portée par la boule ou t) .
..,

-i

~~-~ avec R~ x H 
x

Par le on trouve solution élémentaire

ezt 8.1 cylindrique intervenant dnns la définitian des 

de de ~t~ ‘ tt J·

P.~ ?~ ~’~~P?~~-~~ 
/~

a) Description de (x) O s
cy 1 o~ 

-
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b) Relation entre la topologie localement convexe la moins fine Xcyl b(X)
rendant convergentes les suites qui convergent au sens de I.Î.i. v~.si~ [1], et la
topologie ~k introduite dans cet article.

c) Etude détaillée de 1 t équat~on de Schrôdinger.
~

d) Problèmes de partition de l’unité dans l’espace 6" . ~ Définition~~ ~°~~’~~ ~~ ~~~~~~°~ ~~ ~~~~~~ ~~ ~~~Q~~~ D ~ ~ ~ ~~’~~~°~

du support d’une distribution.

e) Théorème de Paley *~~enex pour les distributions nulles en dehors d’un borné.
Etude des équations de convolution.

f) Etude détaillée de la distribution cylindrique de Fe~.

g) Relativement aux mesures, le théorème de Sazanov n’est en fait qu’un cas par-
ticulier d’un théorème de Kwapien-Sch~artz (voir séminaire à l’Ecole Polytech-
nique 1969-7C ~relatif aux applications p~-sommantee et p-radmifiantes. Peut-on

étendre aux distributions les théorèmes de Kwapien-Schwartz ?

h) Généralisation du théorème de Sazanov-~’Iinî.ov à des distributions ~cylin..
driques) bornées d’ordre non borné.
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