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UTILISATION DES DISTRIBUTIONS POUR L'ETUDE DES FQUATIONS
AUX DFRIVEES PARTIELLES EN DIMENSION INFINIE

par Paul KREE

Définition des distributions d'ordre borné avec un e.v.t. Propriétés. Distribu~
tions cylindriques avec un e.v.t. Cas particulier des distributions d!ordre borné,
Relation entre les distributions d'ordre borné et les distributions cylindriques
dfordre borné : généralisation des théorémes de Prohorov et de Sazanov-Minlov.
Distributions x-cylindriques. Cas particulier des distributions x-cylindriques
régulitres en t . Application aux équations d!évolution.

1. 'Distributions d'ordre borné sur un e.v.t.

2. Digtributions cylindriques sur un e.v.t.

3+ Relation entre les distributions A'ordre bormé et lea distributions cylin-
driques d'ordre borné.

4. Digtributions x-cylindriques.

*
* *

Ltétude de 1la théorie des équations aux dérivées partielles (sur des variétés
réelles de dimension finie) a conduit & généraliser la notion de fonction (solu=
tions faibles de J. Leray, espaces de S. Sobolev, distributions de L. Schwartz...)
et ces généralisations successives ont entrainé des progrés importants de la théo-
rie des équations aux dérivées partielles.

I1 existe déja des travaux importants relatifs aux équations aux dérivées par-
tielles sur des variéiés de dimension infinie, ou tout au moirs sur un espace de
Hilbert : voir par exemple L. Cross [1], Daletskii [1], I.M. ViSik [1], et les
nombreux travaux cités dans les bibliographies de ces articles. Il semble aussi
que la théorie quantique des champs, et 1!'électrodynamique quantique (classique
ou relativiste) nécessite ll'introduction de telles équations.

I1 nous semble donc naturel (et important) d!introduire des "solutions générali-
séeg" pour les équations aux dérivées partielles relatives & un espace de dimen-
sion infinie. Les classes de "fcnctions généralisées" seront définies, (comme en
dimension finie) comme duale d'esraces vectoriels de fonctions dérivables, ces
espaces étant munis de topologies convenables.

De nombreuses différences apparaissent cependant, relativement au cas de la di-
mengion finie :

a) En dimension finie, une fonction localement intégrable f£(x) définit (cano-
niquement si l'espace est euclidien) la distribution ¢ —>j‘ fx)p(x)ax , ou dx
est une mesure de Lebesgue. Il n'en est plus de méme en dimension infinie (il y
a pourtant une analogie dans le cas de Hilbert, la mesure de Lebesgue étant rem-
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par la premesure geusSienne canonique). En conséquence, en dimension infinie, une
solution distribution d'une équation aux dérivées partielles n'est donc pas une
solution généralisée, mais une solution (d'une mature nouvelle) de cette équation
aux dérivées partielles. De telles solutions sont trés utiles cependant, car
elles permettent de construire des solutions usuelles : voir par exemple Dalet~
skii [1].

b) Dans le cas particulier des distributions d'ordre zéro (ou mesure) on sait
(voir Gelfand-Vilenkin [2]) qu'il intervient deux sortes d'&tres mathématiques :
les mesures et les mesures cylindriques, ces derniéres étant représentées par
certains systémes projectifs de mesures usuelles sur des espaces de dimension fi-
nie. On peut donc stattendre que cette distinction se prolonge dans le cas plus
général des distributions d'ordre quelconque.

¢) En dimension finie si P(x,D) est un opérateur différentiel linéaire
d'ordre k , il suffit que la fonction u(x) soit k fois continument déri-
vable pour que P(x,D)u(x) soit défini. Il n'en est plus de méme en dimension
infinie ; car si par exemple A ;st le laplacien relatif & un espace de Hilbert
réel, la fonction Au(x) n'est pas définie si u : H~»R est seulement deux
fois dérivable, car l'opérateur lindaire borné associé & la forme bilinéaire
D"u(x) n'a pas forcément une trace finie. Pour remédier & ce fait, on peut ou
bien supposer que D"u(x) définit un opérateur & trace (voir L. Gross [1]), ou
bien définir Au - si u dépend seulement d'un nombre fini de coordonnées (voir
I.M, ViBik [1]) puis utiliser un passage & la limite convenable.

Nous avions déja proposé dans P, Krée [1], des définitions pour les distribu-
tions en dimension infinie, et nous avions indigué quelques applications aux
équations aux dérivées partielles. Dans le présent travail, nous modifions ces
définitions de fagon & éviter des difficultés techniques dues & la considération
des fonctions de classe [ définies sur un espace vectoriel topologique. Nous
parvenons alors & prolonger & ces classes les théorémes de Prohoroff et Sazanov-
Minlov relatifs aux probabilités cylindriques. Au paragraphe 4, on esquisse la
définition de distributions "cylindriques" mieux adaptées & 1'étude de problémes
d!'évolution : on remplace le systéme projectif usuel d'espaces vectoriels
(Xj’sij) relatif & un e.v.t. X par un nouveau systéme projectif relatif a
R g X X . On peut alors utiliser des techniques de désintégration analogues &
celles que nous avions utilisées dans Krée [2]. Ces outils permettent d'étudier
les problémes paraboliques. Cependant 1'étude de 1l'équation de Schrédinger et de
1'équation des ondes conduit & de nouvelles difficultés lides au fait que les
ordres des distributions du systéme projectif ne sont pas forcément majorés.
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1. Les distritutions d'ordre borné sur un e.v.t.

Nous commengons par définir l'espace € g(x) des fonctions k fois continiment
dérivables sur 1l'e.v.t.l.c.s. X {(nous ne considérons que des espaces vectoriels
réels et des fonctions & valeurs réelles). Puis nous définissons le sous-espace
t’:’cyl , X)) @ € fé(x) , formé par des fomctions cylindriques. En considéra.nt
dtabord le cas particulier ou k =0 , on @éfinit une topologie sur ¢k eyl b x)
de fagon & définir par duslité les distributions bornées d'ordre au plus k . On
indique quelques propriétés de ces distributions.

(1+1) - Espace 1 %(X)

Soit X un e.v.t.l.c.s. réel. On définit © (X) comme l'espace des fonctions
¢ ¢ X >R admettant des dérivées Dp(x), Dacp(x) ceo chp(x) dépendant continiiment
de X ., On suppose aussi que pour Jj = O,...,0t k, lorsque x décrit X , DJcp(x)

- déerit un borné de l'ensemble des formes j-linéaires continues : X X X,.eey X X=R,

© 1,;(x) ={p:X->R, Dl bomé ; j=0,1,ces, k} .

On mmit naturellement 1'espace vectoriel © (X) dtune bornologie : un borné de

Eb(x) étant défini par une famille B ...Bk , ou B, (3 Oyeessk) est un en-
semble borné dlapplications j~linéaires continues X X Xeaae X X 2R

(1.2) - Indiquons quelques raisons qui font que ltutilisation de cet espace nlest
pa8 trés commode.

a) Les fonctions k fois continfiment dérivables sur un e.v.t.l.c.s. ne sont pas
trés maniables (conatruction difficile de partitions de 1'unité, d'approximation de
fonctions <€ k par des fouctions @ ket

eee

b) Dans le cas o X n'est pas un Banach, il n'y a aucune raison de privilégier
les fonctions dont les dérivées cont des applications multinéaires continues (on
peut aussi considérer les fonctions dont les dérivées sont des applications multi-
linéaires hypocontinues ou méme (calcul différentiel de da Silva) les fonctions
dont les dérivées sont des applications multindaires borndes).

(1.3) - Sous-espace vectoriel (elgyl b x) de 'eg(x)

Soit U = X' 1le dual de X . Soit (U ) la famille des sous—espaces vec—

iel
toriels de dimension finis dé U . Soit (U;’)ieI la famille des sous—espaces
fermés de codimension finie de X . Pour tout i€I , on pose Xi = X/Uci) . Si

i et j dans I sont tels que Ug = Uz , on a une surjection canonique
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sij : Xj -->Xi « De plus pour tout i dans I , on a une surjection canonigue
s, 3 X ->Xi . On dit qutune fonction ¢ : X » R est cylindrique si elle est 1la
composée d'une application sj : X - Xj , avec une fonction mmériqu; définie sur
X; (on dit alors que X, oot une bar>de ¢ ). 0a @éfinlt dono € 1 b &)
comme l'ensemble des fonctions ¢ 3 X »R qui sont la composée d'une application
s; avec une fonction ’c{;j de ‘Q}:(Xj) .

k Y ot v . . . K
‘ecylb(’()“{‘? tX >R, A% 9 =808, » & e‘eb(xj)} .

On dit que Xj eat une Tare de o . Notons que ‘eléyl 5 (X) est une algdbre,
car si ¢ et § sont dca fenetions cylindriques de bases respectives Xi et

Xy » elles admettent qussi une base cormme X (si X, = X/U‘i’ et si
o] ; . 0 o 0 .
. = end C =
XJ X/U; , il suffit de prendr X, ‘(/Uk o T est le polaire de T
Uk = Ui+Uj .

(1.4) - Examen préliminaire du cas_particulier ou k =0 .

Nous nous proposors de définir vne topolcgie localement convexe sur © };(X) ou
(elzyl b (X) , puis de définir 1'ensemble des distributions bornées sur X d'oxdre
au plus k comme le dual topologique de 1l'e.v.t. ainsi construit. Nous exarinons
dtabord le cas particulier k = 0 , car noug voulons retrouver alors l'enserblc

M(X) des mesures de Radon (tcrnfes) sur X .

On introduit alors ‘@u , ‘topologie sux eeg (X) correspcrdant A la norme de la
convergence uniforme, et 1llon note Bu(:e) la boule de @,‘; X) ou ”cp”u =r.0n
note CEk la topolegie de la ccavoigeice wniforme sur les parties compactes de
X . En général, si L ect mn e.v. et si G est ure topologie localement con-
vexe sur E , on note (Egoﬁ} 1'ecspace vectoriel topologique associé & ces deux
données. Nous cherchovs doac uns topolegie T © sur E = ‘8; (X) telle que

(2,€°) = a(x) .

(1.5) = On sait (voir par evemple Fremlin-Gerling et Haydon [1]).

a) On peut prendre pour PO 1a topologie localenent convexe la plus finie sur
E qui coincide avec C‘Ek sox B (1) .

b) Si L est un ensemble de forme lirdaire sur E , alors I est um encemble
équicontimu de formes linéaires smir Jjle.v.t. (B,“\G’ °) si et seulement si :

i) sup |lgfl, <= , ce qui signifie que L est un ensemble équicantimi de
LeL

formes lindaires sur (&, nﬁ’m) .
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ii) 1 vérifie uniformément la condition (€,K) suivante. Pour tout € > 0
il existe un compact K de X telle que pour toute ¢ de la boule unité de E
mille sur K, et tout ¢ de L onait |g (cp)| =€ .

’

(1.6) - Remarques

a) @cyl 3 (X) est dense dans E , d'aprés le théordme de Stone-Weierstrass,
par conséquent, on peut aussi définir M(X) comme le dual du sous—espace vecto-

riel topologique © (x) ae (8,6°).

cyl

b) On peut définir une topologie localement convexe sur un espace vectoriel
A , en dualité séparante avec un espace vectoriel B , par la connaissance des
parties équicontinues ; un systéme fondamental de voisinages de 1l'origine de A
étant formé par les polaires des parties équicontinues de B .

Par conséquent, on peut procéder de la manidre suivante pour définir simultané-

ment les distributions (bornées) d'ordre au plus k sur X et une topologie sur

k
eyl b x) .

(1.7) - Définition de © ;1 L () .

Un_ensemble équicontinu T de distributions (bornées) d'ordre au plus k gur
. - 3 .
X est un enseible T de formes linéaires t sur ‘ﬂcyl b (X) telles que :

a) Ces formes sont bornées sur les bornés de ‘ecyl b x) .

b) Pour tout e > 0 , pour tout borné B de Lel:yl b (x} il existe un com-

pact K de X tel que pour toute ¢ de B avec cp,np,...,chp mils sur K ,
on a

€ .

1A

v T | (t,9)]

L'ensemble de ces formes lindaires est noté ¥, %

cyl b &) .

(1.8) - Remarques

a) Notons que ¢ 'k oyl b (X) est en dualité séparante avec (e eyl b (X) car
1

?c;:l b x) cont:.ent les combinaisons lindaires finies de masses de Dirac. On
munira en général QQ cyl b de la topologie fa.lble associée a cette dualité, et

‘Qi‘ vl b de 1a topolog:n.e localement convexe '8 pour laquelle un systéme fonda-

mental de voisinages de l'origine est formé par les polaires des ensembles T de
la définition, Et naturellement

€y @ = (€50 » (0, D
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b) Notone que ¥ "k (X) est aussi le dual du complété @ x) a
ar cyl b e e dua omplé eyl b e

. k
% oyl b (X) pour la topologie G- .

(1.9) - Exemples
a) Si X eet de dimension finie € ;;fl » (X) est l'ensemble des distributions
bornées sur X d'ordre au plus k . En effet
- 8i 2 est une forme lindaire continue sur 1l'espace "@ (X) des fonc~
tions e ‘ek (X) , & support compact, ‘6 (x) étant muni de la. norme de la con-
vergence uniforme pour ¢ ... chp . Alors 8i  est une fonctlon € ‘Qk x) ,

égale & 1 dans un vomma.ge de 1'origine, pour toute @e ‘e Xx) 1a suzte

z(g(—)ep(x)) conyerge vers une limite, définissant ainsi ur prolongement canonique
7 de 4 2 ‘6 x) .

- 8i gple ‘€cy1 v (X) , posons 2 = 2’[“@1; (X) . On peut voir que !
coincide avec le prolongement canonique 7 de £ .

b)Si k=0, wcyl b (X) coincide avec l!ensemble des mesures de Radon sur
X : ceci résulte de (1.6.a).

(1.10) - Une remarque

Si 1'on a une suite (cpj)a. de fonctions cylindriques ayant méme base X, et

telle que

i

- (cp ) déerit un borné de ‘chl b (x) .
- Pou.r tout compact K de la base commmne X, , les suites (cpj) g

(Dpj).)' eee (D tpa)a convergent uniformément sur K . Alors la suite ¢, converge

1
(1.11) - DEFINITION de ‘G’Cyl » X

a) Pour tout k= 0 , on a une injection canonique i, & image dense de
<€k+1 b ) s €K1y dans (Ck (x), "€¥) . Ceci résulte de (1.10) car si

CP=C‘P 03 5(6

cyl ©

cyl b (X) a pour vase X, » etsi pg est une suite régulari-~

sante dans X, , alors la suite @ (GP * g 2y, s; converge vers ¢ dans
(%cyl » (X)s ®X) 1orsque n tend vers 1'mi‘1n1.

b) Par transposition de i, on obtient donc pour tout k ume injection de

' 4
€'k (X) dans € et (X) . On peut donc poser

cyl b cyl b
4
Cy1 v K = inO e’ cyl » (X .



a) Image par une application linéaire faiblement continue £ : X »Y . Soit
t
Lecyl (X) . Pour toute ¢ dans ¥ cyl (Y) , onpose T(y) = t(V o 2) . Omn
 {
voit que 1l'application t -» % transforme toute partie équicontinue de se'c};r:l (x)

1,
en une partie equicontinue de © c;l (v) .

Par conséquent l'application

pk (x)

PL1W)

cyl »
Yo 0 — ¥

est continue. L'image T de t par 4 est le transformé de t par la trans-
posée de 4£' . En particulier si X est un sous-espace vectoriel topologique de

Y, t est appelé llextensionde t 3 Y .
,/‘\

k
b) Produit par une fonction f de ? eyl b (X) . Pour te Ecyl .
on définit ft comme l'image de t par la transposée de

x),

SE’lcfyl p &) ——— Eléyl » (8

o — L9
¢) Produit tensoriel. Soient X et Y deux e.v.l.c.s. Alors toute fonction

cylindrique sur X x Y admet une base du type X, X Yj o Xy (resp. Yj)..est
un quotient de X (xesp. Y) par le polaire d'un sous-espace LA (resp. Vj) de di~

mension finie de X' (resp. Y') .

En utilisant alors (1.10), on voit que (X) ® E‘oyl . (Y) est dense

dans B X oyl b (X X ¥) . Dlol la possibilits A LStz t ®t si
'k
€ w
t € Ecyl L () et g €l o () .
- O ” » -

d) Convolution. Pour t et t, dans C cyl Y (X) , on @éfinit 4 *
comme l'image de 4 ® t, par l'application somme : X XX -X .

e) Transformation de Fourier. Pour t¢ & 'k (X) et pour tout ue X' , on

cyl o
pose

i) = e e Pax o (1,670

T

- - - o~ (o
La convolution est associative et 1',_ 3% tz = 1;1 .tz

2 - Digtrivutions cylindiigques

Soit X un e.v.t.l.e.s. réel et (X"sij) le systéme projectif usuel d'es-
paces vectoriels de dimehsion finie, associé & X , Une définition naturelle

d'une distribution cylindrique d'ordre au plus k est la suivante : clest un
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systéme projectif de distributions borné€es d'ordre au plus k , sur les es-
. 1
paces X, . Autrement dit, pour tout i, ona d4.€ e g (Xi) telle que

53505
pour k = 0 , on peut prendre alors des mesures de probabilité, et 1l'on retrouve
aingi la notion de probabilité cylindrique. On va cependant prendre une définition

plus générale :d'abord on n'impose pas aux d; d'avoir un ordre uniformément

cli , 8i 1l'on a une surjection canonique de Xj sur Xi . En effet,

borné (lorsque i varie) ; d'autre part on va généraliser un peu la condition
83 (dj) =d; , de fagon & pouvoir considérer parfois des distributions d; non
bornées.

(2.1) - DEFINITION

5C(X) est 1'ensemble des systémes (di, i€ I) de distributions sur les es-
paces vectoriels Xi , les d.i vérifiant les conditions de comptabilité sui-
vante :

(2.2) Pour toute (€ ﬁ(xi) égale & 1 au voisinage de 1'origine, et toute
surjection canonique 85 = Xj » X, la suite 4 (C(‘i‘i‘)dj(x)) converge vers d,
dans .B'(Xi) .

Sur 1l'espace vectoriel B€(X) on a une topologie naturelle définie par la
convergence dans J?'(Xi) pour chaque d; .

Une distribution cylindrique est dite d'ordre borné si les ordres des d;‘.stri-
butions d; sont uniformément bornés.

(2.3) - Autres points de vue

a) BSi les d, sont des distributions bornées, la distribution cylindrique
‘:yl b (X) dont la restriction aux fonc-
tions cylindriques admettant une méme base, est représentée par une distribution

bornée sur cette base.

aggocide est une forme linéaire sur ‘6

b) (D'apres G. Choquet) soit f : U - C une fonction continue bornée Pour
tout T, (sous e.v. dim. finie de U)) notons d, la distribution tempérée sur
X; = x/U‘i’ dont le T.F. est f|U, . Alors la condition (2.2) est satisfaite. Par
exemple, on peut prendre f +telle que pour tout i , di goit & support compact,
-ou bornée. On dit que f est T.F. de la distribution cylindrique (di)‘

(2.4) ~Exemples

a) Probvabilité cylindrique.
b) Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.
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£(u) = (1+ulp ) o Téel
Cette distrivution est d'ordre borné.

¢.) Distribution cylindrique sur un espace de Hilbert X de T.F.

siﬁgﬁ“uﬂ) ;

cette distribution cylindrique n‘est pas d'ordre borné

d) f(u) = exp (-1”u“2) .

f(u) =

(2.5) - Propriétés des distributions cylindriques : produit par fonction cylin-
drique. Image par une applicatidn linéaire continue, produit tensoriel, produit de

convolution, transformation de Fourier.

3 = Relation entre distributions d'ordre borné et distributions cylindriques

d!'ordre borné.

Nous énoncerons d'abord l'analogue par les distributions cylindriques dfordre bor-
né dtun théoréme analogue & un théoréme de Prohoroff donnant une condition néces-
saire et suffisante pour qu'une probabilité cylindrique sur un e.v.t. définisse
une mesure de Radon, Puis on donne l'analogue du théoréme de Sazanov Minlcs qui
montre que l'image d'une provabilité cylindrique continue par un opérateur de Hil-
bert Schmidt, est une mesure de Radon : voir Gelfand-Vilenkin [4].

1

(3.1) PROPOSITION

Soit X un espace de Banach et soit k un entier positif ou nul fixé. On
a

congidére le systéme projectif usiel(X, ’Si,j) d!espaces vectoriels, agsocié X .
- L

H
a) S'il existe une distribution X € 031:1 » (X) alors les distributions

Dj = sj(])) sont telles que

1
J

i:l) Ve, ¥ compact X ¢» X , Vi V@ie(e%: (Xi) nulle & 1l'ordre k sur

ociim

si(K) et telle que ”’{ol}]k =1, ona ‘Di(cp)[ =e.

b) Réciproquement, si l'on a un systéme projectif (Dj) de distributions bor-

nées sur les espaces X; , et si les Dy vérifient les conditions i) et ii)
1
ci-dessus, alors il existe De (Gcl‘;l b (x) telle que Dj = sj(D) pour tout Jj .

Preuve

a) Soit D une distritution bornée d'ordre au plus k sur X . On voit alors
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que la continuité sur ?i;&l . (X) ae la rorme liandaire associdées & D équivaut

aux conditions (i) et (ii):;utiliser le fait que ”siH =

b) Réciproquement tout systéme proaect;f de D vérifiant ces deux conditions,

définit une forme linéaire sur ‘8 eyl o (x) 9 cont*nue pour la topologie 7?15,

(3.2) PROPOSITION (analogue du théoréme de Sazanov-ifinlos)

Soit k=1, Soient X et Y deux espaces de Hilbert réels. Soit D une
distrivution cylindrique sur X , d'ordre au plus k et telle que :

(3.3) Ve Txr>0, Ve EZi&l 5 x) , |lell, = 1 » le support de ¢ appartenant
a2 un demi espace disjoint de la boule B, ok |jx|| =r , alors |D(@)| <e.

Soit « un opérateur de Hilbert Schmidt de X dans Y . Alors «(D)
distrivution sur Y faible, d'ordre au pilus k .

est une

Démonstration. Vue la proposition (3.1), il suffit de montrer que E = (D) est
telle que \

(3.4) ve TR>O0 v¢e‘€cylo(Y) avec yN3By =0 et |o, =1, ona
|BG)]| =

On cherche & prolonger 1la méthode de raisonnement de Minlos (voir il. Gelfand-
Vilenkin [2]). Ltapplication « peut s'écrire

fe<}
a = ? A ¥ @ Ty

avec T M <o , les suites (xng et (yh)n définissant des systémes orthonor-
n

més de X et de Y respectivement. Donc

(e o
oB) =T v, ;3 %
r § a-a n=1

%

2
kn

HA

-

Divisant chaque Kn par le nombre r , on voit que 1l'on peut supposer r =1 .
Vue 1'hypothése (3.3), 1l'image E de D est telle que !E(¢)[ = ¢, pour toute
¢ cylindrique (H&Hk = 1) & support disjoint de Q(Br) , admettant une vase de
dimension 1 . On cherche & démontrer (3.4). Soit EY 1la base canonique de
(noter que ¢ est arvitrairement grand). Soit I 1'opérateur de projection or-
thogonale de Y sur E! . alors H(a(Br)) est un ellipsoide dont les longueurs

A; ces hi des demi-axes sont telles que A! = A. pour i =1 ... 2 « Dlautre

part H(ﬁr) est la boule {xe o ; x|l =R} . HNous voyons donc que 1'on aura dé-

montré (3.4) et la proposition(3.2) si l'on montre le lemme 2 énoncé quelques pages
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Plus loin : faire dans (3.7), R suffisarment grand et ¢ suffisamment petit.
Pour montrer le lemme 2, nous utiliserons le lemme suivant :

Soit a(t)e TT@R) , telle que O0=a(t)=1, ésmled 1 pour t=2 et O
pour t=1. Soit ¥ la sphire unité de E' . A4 tout 6¢ T  , eta
R>1 on associe la fonction suivante sur E° @

X+ gg’e (x) = a,(R-l %.8) .

On note t;g la_moyenne de ces fonctions par rapport & la mesure o (de_masse
totale 1) invariante de I .

B (x) = a(R1 X.8) ao” .
¢g () j‘eez ( §) as” (e)

Alors les gg sont des fonctions radiales sux E‘n qui vérifient les ma jora-

tions suivantes pour p = |lx||22 RV et R>1 .,

a) 2¢>0, = =¢

Cr

b) toutes les dérivées de gg d'un ordre donné sont uniformément majorées

(lorsque n yarie).

Preuve. Dans E° , 1l'aire de la portion de la sphire o |x|| = r vue d'un
point y tel que |ly|| =P , est:

iz /a

R IR

r,P f\/'n n-3
i{ (l-ij—) 2 at
0

aron (B(p) =< <DL - =
. Ne
; 5
NN
+ 0
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. nyt e s oz
On cherche a montrer que (g%) est majoré ainsi que ces dérivées pour

”x” =0 > 2R '/n « Or le changement de variavle ¥y = 75 donne

70 s8i P <R

cae) = ¢ d si P >R

Or ve dernier dénominateur tend vers 2 [~ & 2 dt alors que pour p >2RVn ,

-1

le numérateur tend vers une quantité non mulle (si n -« ) . Donc (g?) est
majoré indépendamment de n pour |[x|| > 2R o . Il suffit alors de montrer que
pour tout k (et p =z 2Rv/n) ona

(S ) =c

©F0 si p <R

/n - n-3
k Pt t \k £y 2
o (m)(m) (-z) =
ona (= )l‘g(p) £ ,si p>R
[Vn =3
2 / 1-—(-:;—) 2 dt
N ~ 0

k _ Vi -
Comme (—f‘) = (-711- -rE , on voit que les dérivées de gg(p) deviennent

trés petites lorsque R augmente (la majoration étant indépendante de n ).

(3.6) LEIE 2

1
Soit T dans C 1; (8) . Soit €>0 . Soit & 1'ellipsoide d'équation
n X.°
= "—g-bl =1 . On suppose gque pour toute ¢ de la boule unité de Gk =) ,a
1 i

support contenu dans un demi-espace disjoint de ¢ , ona |{T,p)| =€ . Alors
pouxr toute boule BR contenant Q@ et toute 4% de la boule unité de Gk (lEn)

a support disjoint de BR , on a
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(3.7 1(T,9)] = C(€+ sz3>

la constante C é&tant indépendante de n .

Preuve. On note r(8) 1la distance de l'origine & un hyperplan tangent a ¢
et orthogonal & 9 = (8,,...,8 ) avec £ o2 =1,

Cn a
12( ) n 2 p2
8) =T o2 @2
295 %
On introduit la partition suivante de I

R EEOIRE A EORE S

Comme la moyenne 5% (par rapport 3 la mesure superficielle gn de ):n ) est
ol ona

-, n n - n N &
biad =%—:cej 923 =1l %}c%:fz?ra(e) do (-9) z = '2?!
Dol
Eca
n J
1] = [, aT(e) = 5+
2y
On écri
n ¥
(T’\v) = (Tg -1 f) avec f = -?1—-
Fn # C -1
Rn =
Do

(Ty9) = fzn " (0) [ 2(x) g;_%_ (x) £(x) & = I + II

ou I et II désignent respectivement les intégrales sur z? et z:g R

Ox e, (x) y(x)
n ﬁ'a’e
Iz 5] sgp (T(X), E—
Rn 2

N . k
Comme cette fonction déerit (vu le lemme 1) un borné de E’o (), ona

£o%
'I' <—R§— . C

Pour majorer II , on utilise le fait que pour 6¢ zg s la fonction
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-1

l;:n._% o .v.(l;:n_ ) a un support contenu dans un demi-espace qui ne coupe pas Q ,
y

W=

et déorit un borné de C % (*) .

D'ol ITI| = |5H].C e =1.C¢ .

4 Distributions cylindriques :

Le paragraphe qui suit est motivé par 1'étude des équations aux dérivées pare-
tielles du type chaleur, ondes, ou Schrddinger sur le produit d'une droite R
(point générique noté t ) et d'un espace de Hilbert réel X (point générique x ).

(4.1) Le systeme projectif d'espaces vectoriels associés a Rt XX o

C'est le systime projectif des espaces vectoriels R g X Xi » Telativement aux
applications lindaires Id, X 8550 OU (Xi'sij) est le systéme projectif usuel
agsocié a4 l'espace vectoriel topologique X .

(4.2) DEFINITION

Une distribution x-cylindrique sur R g X X zxégulicre en t , est définie par
la donnée d'une fonction continue

[0,+ o[+— HT(X)
t— £(t,.)

La distribution F est ainsi définie. Pour tout X; et toute fonction
o(t,%)e 6b(Rt X Xi) , posant @ =@ o (Idt X Bi)

(4'3) (FQCP) = J: at (f(t’-)o‘;(tv-)) .
On écrira également (par convention)

(4.4) F= ,r; (6, ® £(t,.))at .

et 1'on dira aussi que F admet la désintégration t = £(t,.) par rapporta ¢+,
ce langage étant emprunté & la théorie de 1l'intégration.

(4.5) Quelques remarques

a) la donnée d'une telle distribtution équivaut & la donnée d'un systéme projec-
tif f£,(t,.) de distributions bornées relativement au systime projectif (X,,s,)
les applications t ~ fi('l.,.) étant continues de [0,+ o[ & valeurs dans

e ().
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b) La donnée de F entraine la donnée pour tout i , d'une distribution bornée

fi(t,‘z) sur R x X, , mulle pour t <O . Ces distributions sont régulidres
en. t.

c) On peut définir la transformée de Fourier partielle f(t,g) de £ comme
étant la fonction

(t?vg)"“'i‘(tﬂ;) = (f(t!')Q exp 'ig')

On peut aussi définir la transformée de Fourier Laplace

(u+ivie) — fmf(t,g) exp(~it(u+iv)) dt .
0

d) Soit « une application lindaire continue de X dans Y . On peut défi-
nir 1'image de F (admettant la désintégration (4.4)) par Id, x o comme étant

la distribution y - cylindrique sur R g x ¥, régulicre en t admettant la dé-
sintégration

[ 06, ® «e(t,0)] at

e) En procédant comme dans Krée [2], on peut méme définir 1l'image de F par
une application

:RtxX———»IRtxY

(453) — t, o, (x)
ou pour tout t , a, est une application linéaire contimue X -»Y ,

f) Produit de convolution. Soient F et G deux distributions x ~cylin-
driques sur R g X X , régulidres en t , avec

F=[%6 0 £(t,.)at et G=["35,_® &lt,.)at
o ¢ o ¢

on forme h(t,.) = [* £(t-u,.) * g(u,.)du si t= 0 . On voit que la fonction b
0 ]
définit une application continue de [0,+ o[ & valeurs dans & c x) .

On pose H = f‘” by ® h(t,.)dt et H=F 3 G ce produit de convolution est
associatif et cox?mutatif.

Application & 1'équation de la chaleur : Ce qui précede permet d'exposer cer-
taines constructions de Dalecki [1] et de A, Pietsch [1]. On considdre l'opéra-
teur de la chaleur é‘t- A sur Rt x X, ou X est un espace de Hilbert réel.
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On rappelle que pour tout n , la solution élémentaire B (t,x) de & t'A sur

Rt X E® s'éerit

0 si t<O0

Ve

Plx) = 3 (@162 exp(- By 55 550

\
Cette fonction positive est localement intégrable, mais elle n'est pas intégrable.

I1 n'y a donc pas d'espoir d'associer & la donnée des P s UNe mesure cyline
drique sur Rt x X . Cependant on peut écrire

B - r:at ® 8yypq(® +v %, )t

ou 8414 désigne la loi gaussienne sur E® de moyenne nulle et d'opérateur de

variance 2t Id . D'ou 1'idée d'introduire sur R g XX la distribution x-cylin-

drique, réguliére en t :
E = j‘o 5t® thId (X)dt

ol gy (x) désigne la loi gaussienne sur X , de moyenne nulle et d'opérateur
de variance T . Et 1l'on voit qu'en un sens convenable, E est une solution é1é-

mentaire de l'opérateur 6 _-A .

t
On voit alors que pour he &o x)
cyl v ’

(t5x) F— u(t,x) = fx h(x=y) & ,14(v)

est solution du probléme de Cauchy

(5t-A) U(t 9-1)

u(0,x) = h(x)

0 8i £t>0

Mais si (voir Pietsch [1] Dalecki [1])1'on veut étudier le provlime de Cauchy pour
une fonction h plus générale, on peut remplacer 9 4~4 par son image at-—aAct'
par Idt X @, oi & estun opérateur de Hilbvert Schmidt. Alors le nouvel opé-
rateur admet la solution élémentaire

= _ @ _ © -

E _”ro 8, ® oz(gzﬂd)d‘b = J‘O 8, ® 8 dt

Cette solution élémentaire est une mesure sur R 3 X Y . On peut donc définir
pour ke G,g (¥Y) 1a fonction
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(t,7) —u(t,y) = [ . h(y-z)dg,,. (2)

zg

Cette fonction a été étudide en cétail par Dalecki [1j.Lans Pietsch [1], est exa-
riné le cas plus ginézal dtorérateurs & coefficients variables.
Opirateun attmﬁx oo DLs T

Formellemont, on chexcka wae E(%,x) sur Rx H, mnulle pour <0, et

telle que
a-a;t E-AE = 60(t,x)
Tae transformation 42 Fouricv partielle donnhe
0 si t<O

Mt,c) = mﬁf“i%ﬂl si t>0

Ticl 1'idSe de considdmor
F=[%6 £, at
E Io £ ® %y

1 ft ect la dietrivution cylindrique sur H , de transformée de Fourier

N sin(]IC

. . 1 n
M2lkcamencemont (voir Gelfand Silov (1], si H =R~ , f ; ©st d'ordre augmentars
avec n . (Cependant £, ent portée par la boule oh |x|| = t) .
-1
Ovératens de Schwddine~= i Jd,-A avec R, x H
o e L R e e e N wa T X t X

Par le rlme pnocédls, on tvouve une polution élémentaire
Y 3

D =j: 8. ® £, 75

2,00) = en(-itclP)

PN m £

Lime Iy est 1o distribution cylindrique intervenant dnns la définition des inté-

smeles de Feyrman @ voir C.M. de Witt [13.

PraT7ies problenes

N

Jid ‘
ey et S
a) Description de Tovl b (x) .
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b) Relation entre la topologie localement convexe la moins fine sur o I:yl LX)
rendant convergentes les suites qui convergent au sens de I.M. Visik [1], et 1la
topologie B F introduite dans cet article.

c) Etude détaillée de 1'équation de Schrédinger.

AN
d) Provlimes de partition de 1'unité dans 1'espace €§y1 , (X) . Définitien

du support d'une distrivution.

e) Théorime de Paley .Jiener pour les distributions nulles en dehors d'un borné,
Etude des équations de convolution.

f) Etude détaillée de la distribution cylindrique de Feynman.

g) Relativement aux mesures, le théordme de Sazanov n'est en fait qu'un cas par-
ticulier d'un théordme de Kwapien-Schwartz (voir séminaire 2 1'Ecole Polytech-
nique 1969-7C).relatif aux applications p~sommantes et p-radonifiantes. Peut-on
étendre aux distributions les théordmes de Kwapien-Schwartz ?

h) Généralisation du théorime de Sazanov-linlov & des distriutions (cylin-
driques) bornées d'ordre non borné.
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