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COMPLEMENT A LA THEORIE D'ARNOLD
DE L'INDICE DE MaSLOV*

par Jean LERAY

Nous avons récemment proposé une justification [4] de la régle suivant laquelle
Maslov (1], [3] prolonge les solutions asymptotiques des équations aux dérivées
partielles au~-dela des singularités qu'elles présentent ; cette réglo, qui fait
apparaitre des conditions "quantiques", emploie un indice, qui fut introduit par
Maslov [1], puis défini et étudié en termes de géométrie symplectique par
aArnold [2], [3] ; notre justification de cette régle emploie des propriétés de
cet indice que ne mentionnent ni Maslov, ni arnold : voir le n° 2 du § 2 de [4].
Nous nous proposons d'énoncer ces propriétés et d'esquisser leurs preuves, que
nous expliciterons ailleurs [5] ;5 & cet effet, le § 2 emploie une "fonction de
Maslov" que le § 3 construit aisément a 1l'aide de "1l'indice de Maslov", dont il
rappelle la définition.

§ 1. Relation avec la théorie des solutions asymptotiques.

Pour comstruire, sur X = Rz, une solution asymptotique d'une équation aux dé-

rivées partielles, Maslov emploie l'espace P dual de X et, dans l'espace
Z=X®P = RZQ, une variété 7" , de dimension g , sur le revétement simple-

ment connexe U de laquelle il définit une fonction numérique réelle, nommée

phase, par 1l'intégration de la forme différentielle :

]
™M=

dep p. dx,

g 09

(]

J

-o

(xi""’xl coordonnées de X PyseeesP, coordonnées duales de P ).

Cette définition exige que
Z 7
(1) Y dp. A dx, =0 sur v 3
Rt B
J
on exprime cette condition en disant que la variété U est lagrangienne.

Pour construire, suivant la régle de Maslov, une solution asymptotique, il
convient d'employer deux fonctions a valeurs entiéres :

(2) VxVUxV - 3 , 7 x (VS ;

*) A paraitre dans Convegno di Geometrica simplettica e Fisica matematica ;
Istituto Nazionale di Alta Matematica Roma, 1973.
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la premiére est donc une fonction d'un triplet de points de 7> ; la seconde est

v

une fonction dun couple de points de VU .

Pour les définir, notons A 1l'ensemble des sous-espaces vectoriels A de 2Z
ayant la dimension 7 et vérifiant (1), c'est-d~dire lagrangiens ; A est une
variété, nommée grassmannienne lagrangienne de Z ; la loi associant & chaque

point de U la direction de son (=-plan tangent définit deux applications :
(3) flj’_) A ) ,U—. g K .

Les deux fonctions (2) seront définies par les compositions

v v v

(4) VUxVUxV > AxAaxa-3 , U xV > Axp - 2

14

des applications (3) et de deux fonctions

v

AXAXA - Z ’ AxpA - 2,
dont nous allons exposer les définitions et les propriétés.
La valeur de la forme extérieure

S dp. A dx.
JPJ j

sur un couple (z,z') de vecteurs de Z sera notée [z,2'] ; c'est une fonction

numérique réelle, bilinéaire, antisymétrique et de rang maximum :
(5) [z,Z'} = —[z',z}

e

(6) si z est tel que (v z'€Z) [z,z']

i

sutrement dit [z,z'] est une forme symplectique ; sa donnée munit 2 d'une
structure gymplectique.

§ 2. Enoncé des résultats ; les fonctions de Maslov.

1. NOTATIONS.- Soit Z = Rzz un_espace vectoriel muni d'une structure symplec-

tique, clest-a-dire d'une fonction numérique réelle. de deux vecteurs de 4 , qui

soit antisymétrique et de rang maximum (c'est-a-dire qui vérifie (5) et (6) ).

Nous nommons espaces lagrangiens les sous—espaces de Z sur lesquels cette

forme s'annule identiquement ; - il est aisé d'établir lea propriétés suivantes :
leur dimension maximum est £

l'ensemble A des 4~plans lagrangiens de 72 est une variété : la g rassmannienne
1a ienne ;

deux ‘-plans lagrangiens sont en général transverses ;
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gi X et P sont deux ¢-plans lagrangiens transverses, alors
[P!X:l = ‘EX)P] (X€X 3 PGP)
définit une dualité de X et P , dont le signe change quand on permute X

et P.

2. L'INERTIE D'UN TRIPLET DE £-PLANS LAGRANGIENS, DEUX A DEUX TRANSVERSES.-

Soient A, A' et A" +trois 4{-plans lagrangiens, deux & deux transverses ;
puisque dim 2 = 24 ,

Z=ADA' =AM OA" =A"@ )\ ;
les relations

(2.1) zeh , 2'el! , Z"A" , zZ + 2' + 2" =0
définissent donc trois isomorphismes

A3z >zt = Shk'k"z € A
(2-2) Aozl o 2t = S)\l)\!mz' € A"

" " _ "
A2t == S e

dont le produit est 1l'identité ; —SA est la projection de A sur A' paral-
1¢lement a A",

La relation (2.1) implique

A'}\"

(2.3) (2,2'] = [2',2"] = [z",2] ,

=

car [z,2'] = [-z' -z",2'] = [2',2"].

Si les deux tri-lets 1z, z', z" et w, w', w" vérifient (2.1), nous avons

[z,w'] = [w,2'] ,
car
[Z,W'} + [Z‘!Wj = [Z +zt, w4+ W‘:]‘ =0,
vu que
(z,w] = [2',w'] = [(2",w"] = 0 ;
1'application

Shk‘h" AR
est donc sa propre transposée dans la dualité de A et A' gu'induit la struc-
ture symplectique ; la forme Q de zeA :
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Q(Z) = [Z,S)O\'}\"Z} = [Z’Z'}
a donc pour forme polaire

Q(va) = [Z,S}\}\,)\"W] = [st'] = [w,z'] ;

9
définissons de méme les formes quadratiques Q' de 3z'eA' et Q" de 2"eA" :

Q'(Z') = [Z"Sx')\"xz’] , Qn(zn) = [Z"9S)\!v)\xtz"} ;
les applications linéaires (2.2) transforment les unes en les autres ces trois

formes, qui sont de rang 4 et ont le méme indice d'inertie1; cet indice est

nommé inertie du triplet (A,A',\") et noté :

(2.6)  Inert(\,A',\") = Inert(A',A",A) = Inert(A",A,A') = £ - Inert(At,\,A")=...

Inert(...) est donc une fonction 3 valeurs entiéres d'un triplet de f-plans

lagrangiens ; elle rleat momentanément définie que pour les triplets de plans

2 a 2 transverses ; sous cette hypothése, elle est localement constante2 et

Inert(...) = £/2 est anti-symétrique.

3, Lo FONCTION DE MASLOV D'UN COUPLE TRANSVERSE.- Notons K le revétement sim-
plement connexe de la grassmannienne lagrangienne de A i, i‘, A" des points

de A et A, A', A" leurs projections sur A . Le § 3 &tablira 1'existence

d'une fonction & valeurs entieres, 1M, d'un couple (X,i'), définie quand ce
couple est transverseB, localement constante et possédant la propriété suivante :

(301) Inert(h,;\',k") = M(i’i!) - M(x,i") + M(X',i").

Voici trois propositions aisées :

°

PROPOSITION 3.1.~ La fonction M est unique.

Preuve.- la différence Mo de deux fonctions ayant les propriétés de M a la
propriété :

1) Rappelons que, si les L. sont les fonctions linéaires indépendantes, i est
1tindice d'inertie de
i £
- T IR+ ¥ I .
=1 ¥ j=i+l
2) ctest-a-dire : constante sur chaque composante connexe de son domaine de défi-
nition,

3) ='est-a-dire tel que (k,k') soit un couple de {¢-plans transverses de Z .
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(3.2) M (K1) = M (R0 - M (Xt A")
elle est donc localement constante quand A et A' ne sont pas transverses a A",
qui est arbitraire ; elle est donc constante ; vu (3.2), elle est donc mulle.
PROPOSITION 3.2.- La fonction M vérifie la relation
(3.3) M(C,Xt) + MX,K) = 4 s
autrement dit la fonction M(...) - £ est antisymétrique.
Preuve.- Dans (2.6)

Inert(A,A',\") + Inert(A',A,A") = 3
on substitue 2 Inert. son expression (3.1).

PROPOSITION 3.3.- Notons g un élément du groupe d'homotopie de A ;3 évidemment
g K A et l'on a, vu 1tunicité de M :
M(gh,ek') = MX,') .

Note.- la relation (3.1) implique que, si A, A', A" et AM™ sont deux & deux
transverses, alors

(3.4) Inert(A,A',2") - Inert(A,A',A"™) + Inert(A,A",N'*) - Inert(A',A",A\"™) =0 .
Pour vérifier (3.1), il suffirait donc' de choisir

M(\,A') = Inert(K,A‘,Ao) , A, étant fixe,

si l'on renongait aux conditions que M est défini pour tout couple transverse
et est localement constant.

4. L'INERTIE D'UN TRIPLET QUELCONQUE DE 4-PLANS LaGRANGIENS.- Soit A, A', A"
trois Z-plans lagrangiens quelconques de Z ; 1'espace

Ze = ) N (M) N )/ (AN AT AT A AT A" A A)
est de dimension 25, , ou
Ly =4 ~dimANA' =@im A' N A" = dim A" N A + dim A N AT N A" =

la structure symplectique de Z induit une structure symplectique de 4y 3 les
images Ay, Ay, Ay sont deux 3 deux transverses ; donc Inert(h,,Al,Al) est

défini ; nous définirons

Inert(A,A',A") = Inert(A,,AL,AY)

1) Cf. : les cochaines d'alexander.
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Evidemment
(4.1) Inert(A,A',A") = Inert(A',A",A) = Inert(A",\,\') = 2, - Inert(A',A,A") =..
5. LA FONCTION DE MASLOV D'UN COUPLE QUELCONQUE.- On peut prouver ceci : si A
est transverse & A' et & A", alors la relation
Inert(A A T,A") = M(X',X") = M(X ") + M(x,K1)
définit une fonction a valeurs entiéres
(A1,0") b ML AY)

qui est évidemment la fonction de Maslov, quand A' et A" sont transverses.

Nous la nommerons encore fonction de Maslov ; voici ses propriétés :

M est constant sur chaque partie connexe de A X A ou dim(A' N A") est cons~
tant.

Supposons A N A' N A" =0 (ce qui équivaut & A + A' + A" = 2) ; alors

(5.1) Inert(a,A',\") = M(X,kt) = M(X,A") = dim (A 0 A") + M(X',X").

(5.2) M(X,A') + M(A',0) = 2 - aim(A N AY) .
M wvérifie la proposition 3.3.
6. LES FORMULES ESSENTIELLES A LA DEFINITION DES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES :

(4], § 2, n°2.~ Cette définition suppose Z donné comme somme directe de deux

de ses plans lagrangiens, X et P :
2 =X®P;

la structure symplectique de Z est définie par une dualité de X et P : 1la
valeur de peP en x€X est

(pyx] = ~[x,p] e R .
Nous utilisons dans X et P des coordonnées duales :

x=(xl,...,x2)€X ’ P=(P1:-~'9Pz)€P§

2
(pyx] = ~lx,p] = Z py x4
31

Etant donné
@ = (o reeenry) € B,
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notons A(y) le £-plan lagrangien de 2 d'équations

) Pj
(6.1) Ae) ¢ oos dj = =in x POUTr J = lyeeeyl 3

soit A(y) un élément de A , se projetant en A(a) et dépendant continfment
de ¢ ; la définition de 1'indice de Maslov de plans transverses ou non (n° 4)
donne

. . - B
(6.2) MG (o) X(8)) = - 2i[=—3

™
J

, @3-B3
la somme X' est étendue & 1l'ensemble des j tels que —QE—— n'est pas entier;

[t] est la partie entidre de T, c'est-a-dire le plus grand entier = T .

Notons L = {1,.4.,4} , K et H des partiesde L , K* = INK et H* leurs
complémentaires. Quand

aj = T/2 pour jeK ’ oy = 0 pour jek* ,
alors A(z) est noté iK 3 Ay est donc le plan lagrangien :
(6.3) AK : xj =0 pour jkK , ;p.j = 0 pour jeK* ;

1
par exemple :

X =Ny 5 P=Dp o
Notons

|KN H| =Card KN K ;
la formule (6.2) donne
(6.4) M(Agohy) = |E* N H| .

Choisissons )\ transverse a Ag et Ay 3 (4] § 2 n°1 note

(6.5) nfi(x) = Inert(hhgoh) = |K* N B ,

(6.6) n (V) = MOk,

Les formules (4.1), (5.1) et (6.4) donnent la formule esgenticlle de (4] (voir
2.1, § 2) |
(6.7) nx(A) = -ng(r) = ng(X) - ne(X) -

1) Signalons que [ ] § 2, n° 1 emploie
Tg = z/xK .
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Note.- Dans [4], Inert()\K,KH,h) est noté Inertg(k) et sa définition est

énoncée sous sa forme explicite que voici.

Définition explicite de Inert()\K,hH,k).— Le n° 4 définit

(6.8) Inert(hghysh) = Inert - (A4 AY,0)

ALy MYy Ay étant les images de Agr Ag et A n (KKH\H) dans 1l'espace

(6.9) Ze = () /A N Ay

mini de la structure symplectique induite par celle de Z . Vu (6.3), les équa-

tions de )‘KH‘H et hKn hH dans Z sont :

)‘K”‘H : xj

1]

O pour jeKNE pj=0 pour JjeK*¥NH* ,

1]

hKﬂkH:xj 0 pour jeKUH = INK¥NH* ; pj=0 pour jeINKNH ;

nous pouvons donc choisir pour coordonnées de Z, les

xs et Py tels que jeINKNHE\K*NH* = (KNH*) U (K*NH) .

Rappelons que les coordonnées de Z ont été choigies telles que

(2t 2] = (el - plx) (2 = x14pt,an = xup"
J x' et x"e¢X, p' et p"e P) ;
si 2! et 2z"¢ AK'H‘H , cette formule devient :
(6.10) [z‘ z"} = Z (p'.x|! - P'!x'.) ,
, je(xNE¥)U (k¥nE) I Y J3

[2',2"] ne dépend donc que des images z) et zj§ de z' et z" dans Z, et

définit la structure symplectique de Zy
(6.11) (zL,2]] = [2',2"] .

Les images A} et A§ de Mg et Ay dans %, ont pour équations :

h_,'(_:xj=0 pour JjeKNH* , pj——-O pour jeK*NH ;
A_'x'_:xj=0 pour jeK*¥NH,, pj=0 pour Jje KNH¥* ,
Soit =z, un point arbitraire de Zy ; Z, = A} ® A} ; notons
z*=zge+z;;ohz§eex7.‘(_,z_§=k;{_;

1'expression précédente de [z},z)] devient

[(z1,2"] = > P. X. = % P. X.
%995 J jeK*N H Jd J

z
JjeKN B*
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. =pl et . " je KN H* 3 ., =p" et x,=x!pour jeK*NH .
caerpJexeJpourJe ,pJpJeJJpJ

Inert(AL,\l,A,) est l'indice d'inertie de la restriction de cette forme quadrati-

que & A, . Vu (6.8) nous obtenons donc la définition explicite suivante, qu'em-
ploie [ 4] =

Inel‘t(KK,kH,K) est 1'indice d'inertie de la restriction 3 la partie de A ol

xj=0 pour jeKNH , pj=0 pour j = K¥ H*

de la forme quadratique de z (z = x+p, xeX, peP)

. X, - . X .
PJ DI

jeKN H¥ J jexkxnE J Y

§ 3. Esquisse des preuves : l'indice de Maslov.

1, LES STRUCTURES HERMITIENNES COMPATIBLES AVEC UNE STRUCTURE SYMPLECTIQUE.-

Supposons ¢’ mmni d'une structure hermitienne 3 c'est-a~dire supposons définie

> I3 Id - ”
une forme sesqui-linéaire de 2z et 2'eC” telle que

(-z_l?'_) = (E!E') = (z'|2z) 5 (z|z) >0 8i z 40
alors
(1.1) In(z|z') = (z,2']
définit évidemment sur ¢! une structure symplectique ;

; elle est dite associée
a4 la structure hermitienne.

0

Réciproquement, soit Z l'espace RZX', muni de la structure symplectique

[z,z'] ; choisissons arbitrairement dans Z deux {¢-~plans lagrangiens transver-
ses, X et P

°
9

(p,x] = -[x,p]
définit une dualité entre X et P ; soit une bijection
:I : X -» P
identique a sa transposée et telle que
[x,Ix] > O pour tout xeX (x £ 0) ;

dans un systéme de coordonnées duales de X et P , s=sa matrice est réelle, sy-

métrique, définie positive ; l'ensemble de ces bijections I est donc un cdne
convexe 3 il est donc connexe.

Soit 2zZe€Z ; 2z = x+tp ou x€X , DpPEP définissons

-0

(1.2) Iz = Ix - I''p 3 (z|z') = (Iz,2'] + ilz,2'] ;
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9

finit une structure hermitienne compatible avec cette structure complexe ; la
structure symplectique associée est la structure symplectique donnée, ce qu'on
exprime en disant que les structures hermitiennes construites ci-dessus sont

compatibles avec cette structure symplectique.

-1 est 1'identité ; I définit donc une structure complexe de Z ; (.].) dé-

On voit aisément que la construction précédente donne 1l'ensemble des structures

hermitiennes compatibles avec la structure symplectique donnée et que cet ensem-
ble est connexe.

Nous allons employer l'une quelcongque de ces structures hermitiennes & définir
1'indice de Maslov, qui sera manifestement invariant par homotopie ; puisque
1'ensemble de ces structures hermitiennes est connexe; cet indice sera donc in-
dépendant du choix de la structure hermitienne : 1'indice de Maslov ne dépendra
que de la structure symplectique.

2, L'IMMERSION Y DE A DANS LE GROUPE UNITAIRE U .- Soit Z = Cz, muni
d'une structure hermitienne ; la condition qu'un 4-plan )\ de Z 8oit lagran-
gien équivaut, vu (1.1), a chacune des conditions suivantes :

(z|z') est réel sur A ;

la restriction &4 A de la structure hermitienne de Z est une structure eu-
clidienne ;

A contient un repére ortho-normé, qui est & la fois repere euclidien de A\ et
hermitien de 27 .

Or les transformations unitaires U de Z transforment les uns en les autres
ces repéres ; le groupe unitaire U transforme donc transitivement les uns en
les autres les f-plans lagrangiens de Z (Arnold [2]). Or la partie réelle X
de Z est 1'un de ces plans ; tout autre de ces plans A a donc l'expression

(2.1) A=UX, ox UeU ;

A étant donné, U est défini au produit prés & droite par une transformation
orthogonale ; W

(2.2) W=0UT71

est indépendant de cette transformation orthogonale ; W est une transformation

1) Ce repére se compose de 4 vecteurs ; A (resp. Z) est 1'ensemble de leurs
combinaisons linéaires réelles (resp. complexes).
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unitaire, égale & sa transposée :
(2.3) W% =W = W1 (w* : adjoint de W W o imaginaire conjuguée);

les vecteurs z¢A sont les vecteurs tels que :

(2.4) z2=W3z,
L'application
(2.5) U d=UQN)

est donc une injection
U:p » D,

Les conditions suivantes sont équivalentes en notant

W=UR) , W eUQR') :
A et A' ne sont pas transverses ;
I1 existe un vecteur z de Z tel que
Wz =1z
sp(W-1wW)
sp(W' W1):

2z

oo

n

“-e

1

m

(sp désigne le spectre d'un opérateur).

we

Note 1.~ Soient X =Re(X) , P = Im(X) , E la matrice identique de U
évidemment
U) =E , UP) = -E.
Note 2.~ Soit © 1le groupe orthogonal & ¢ variables : Arnold déduit de ce
qui précéde que A\ est l'espace homogeéne
A =TU/0;
en précisant cette proposition, Arnold [2] obtient les groupes d'homotopie et

d'homologie de dimension 1 de A @

EG) > mW) 2.

3.~ RELATION ENTRE INERTIE ET SPECTRE.- Notons I = i et, pour =z€Z :
z=x+1iy , ou x et ye X = Re(2) .
Soit A un ¢-plan lagrangien transverse a P , c'est-a-dire tel que

-1 ¢ sp(d) , oa w=UQ).
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Vu (2.4), la condition
Z€ A

sténonce :

(3.1) y=5Sx , ou S=i—w—- s

la matrice de S est réelle et symétrique, vu (2.3).

La formule (3.1), qui joue un rdle essentiel chez Arnold [2], permet de comparer
notre procédé au sien, qui n'emploie pas l'injection U . Cette formule (3.1)
permet aussi de donner une preuve aisée, mais sommaire, de la relation fondamen-
tale (3.1) du § 2 ; la voici.

Quand \ est transverse 3 X , 1la définition 4' Inert(X,P,A) que domne le
n® 2 du § 2 s'énonce comme suit
Inert(X,P,\) est 1l'indice d'inertie de la forme quadratique de x valant

en x : (x,Sx).

Autrement dit

£

Inert(X,P,A) est le nombre de points de sp(S) appartenant & la demi-droite
R_ : 8<0 .

Or spW est 1'image de sp(S) par 1'application

1+is € St

(3.2) Rs F— w=g72cS ,

' étant le cercle de C : |w] =1 , qui a l'orientation -1{'-‘-13> 03 (3.2) ap-
plique R_ sur ltarc o de & : v

o ¢ ]w| =1 , Im(w) <O ;
orientons~-le, comme S' : de -1 vers +1 ; notons KI 1l'indice de Kronecker1
nous avons donc
(3.3) Inert(X,P,\) = Z(c,sp A)
en définissant

Quand A décrit un arc orienté y de A, d'origine A et d'extrémité A\, ,
dont tous les points )\ sont transverses &8 P, sp A engendre une chaine2

1) KI est le nombre des points d'intersection, comptés avec les ordres de multi-
plicités positifs ou négatifs usuels en topologie algébrique.

2) au sens de la topologie algébrique.
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spy de S5 wu (3.3)
(3.4) Inert(X,P,A; ) = Inert(X,P,A ) = Ki(o,d sp v) (3 : bord) ;
ory, 8i o et T sont deux chaines de St
Ki(o,d7) + KI(T,90) = 0 ;
d'autre part
KI(sp y,~1) = 0,

puisque -1 ¢ spy ; la formule (3.4) s'écrit donc

(3.5) Inert(X,P,\; ) = Inert(X,P,\ ) = -KI(sp v,1) .

4. L'INDICE DE MASLOV permet d'énoncer cette formule en termes de géométrie
symplectique.

Etant donné un arc orienté vy de U, dont les extrémités n'ont pas la valeur
propre 1, nous nommons indice de vy l'entier

(4.1) | n(y) = XKI(sp v,1) ;
n est évidemment une fonction additive, ne dépendant que de la classe d'homoto-
pie de vy .

Etant dooné unarc ' de A X A , d'origine (Aé,ho) et dlextrémité (\',A ),
quand (A',\) décrit I' , alors W'l W décritunarc y de U ; (W = U(A),
W' = Y(A') ); 1l'indice de Maslov de I' est par définition
(4.2) : n(r') = n(y) ;

m est donc une fonction additive, & valeurs entidres, définie quand A5 et hj

sont transverses pour j =0 et j=1., L'indice m est invariant par homoto-

-

pie ; il dépend donc de la structure symplectique de Z , sans dépendre du choix
que font les n° 2 et 3 d'une structure complexe de Z , compatible avec cette
structure symplectique.

La formule (3.5) donne donc :
(4.3) Inert(A',A",, ) - Inert(A',A",A ) = -n(T) ,

si ' est un arc d'origine (K',Ao) et d'extrémité (A',\,) sur lequel A!
reste fixe et A xreste transverse & A",
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5., LA FONCTION DE MASLOV,- Donnons-nous deux points (i',n) et (X',X) de
K X K ;s B! et ﬁ seront choigis fixes et transverses ; soit P un arc dlori-
gine (',1) et d'extrémité (A*,0) ;5 =2 projection I' sur A x A a donc une
classe d'homotopie ne dépendant que de (I%,1) et (x*,x) ; la fonction de

iaglov M est la fonction de (L7,X) aéfinie par la formule
(5.1) M1, X) = n(r) + e

¢ étant une constante, dont la valeur seva choisie ultérieurement ; donc, pour

le moment, I est une fonction de (X',X), A valeurs antidres, définie quand

A et X sont transverses et localement constante. (Le n° 5 du § 1 annonce que

la définition de M sera éteadue, par dlautres procédés, aux (X',i) non trans-
verses).

La formule (4.3) s'énonce :
(5.2) Inert(A',A",); ) = Inext(A?, A"\ ) = (XA ) + MR X )

quand on peut joindre Xo a iz par un arc vy de K dont chaque point A soit
transverses & A" ; donc

(5.3) M(i",io) = M(X",K, ) .
Puisque

Inert(\: A", A) + Inext(\",A",A) = 2 ,

il résulte de (5.2) et (5.?) que, si 1%on peut joindre Xo a % par unarc

de p dont chaque point A goit bransverse & A?, alors

(5.4) Inert(\! :K"shl) - Tnert(ns ’}'"9}\'0) M(;\" s‘}’\l) - M(X":Xo) H

(5.5) M()\!,SCO) =M\, ) .

Supposons A', A", A. deux & deux transverses (j =0 et j = 1) ; on peut
toujours joindre io a Xl par uvn anrc dont chague point A est transverse soit
a Xt soit & A" ; (nous ne prouverons pas ici cette propriété banale, dont
(5] évitera llemploi) ; dee relations (5.2), (5.3), (5.4), (5.5) résulte donc :

Inert(A' A", ) = Inexrt(A', A", ) = M, ) - M(X",XO) - M, ) + M(i*,ko) 3
d'ou l'existence d'une fonction W telle que
(5.6)  Inert(Af,A",\) = M(A",X) ~ I/Xt,N) + H(X1,Xm)

si A, A', A" sont deux a deux transverses ; puisque

AV

Inert(A1,A",A) = Inexs(A,AP,A") ,
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on g ¢
(5.7) N(Xt,A") = M(Xt,A") + ot ,

¢! étant une constante ; nous pouvons évidemment choisir la constante c¢ de
(5.1) telle que

(508) c' = O ;
les formules (5.6), (5.7) et (5.8) prouvent la formule fondamentale (3.1).

6. UN PROCEDE DE CALCUL DE L'INDICE DE MASLOV.- Le théoréme qui suit énonce la
définition primitive de l'indice de Maslov ; il permet de le calculer aisément

dans le cas ou la variété lagrangienne U est définie par un problime régulier du

calcul des variations et de 1l'identifier alors & l'indice de iorse.

THEOREME.- Dans A X A soit I un arc différentiable, de paramétre t , cou-

pant_transversalement en un seul point, de parametre O , 1'hypersurface que

constitue 1'ensemble des points (A%,A) 4Hels que A' et A ne soient pas trans-
verses. Soit (A'(t),A(t)) le point de T de paramétre t ; soient z'(t) et

z(t) deux vecteurs différontiables de A'(t) et A(t) , tels que
z'(0) = z(0) £ 0 ;

soient z%(t) et zt(t) les dérivées de 2z'(t) et 2z(t) par rapport
dis que

(6.1) n(T) = signe[zt(o)—z;;(o),z(o)j .

t. Je

fo#

Preuve.- Notons #(t) = U(A(t)) , W'(t) = U(\'(t)) ; par hypothésc
W'(0)Ww*(0) a une valeur propre égale a 1 ;
pour t voisin de 0 , W'(%)Ww1(t) a donc une valeur propre p(t) voisine
de 1 ; évidemment
(6.2) m(l') = -signe Im pt(O) s
Soit w(t) 1le vecteur propre correspondant a p(t) :
(6.3) p(thw(t) = wr(e)w™ (£)w(t) ;
d'ou
p(B)|W(B)|P = (e (£)w(t),w(t)) ;
donc, vu (1.1) :

()| Im p() = [Wr()w ($)w(t),w(3)]
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et, puisque p(0) =1 :
o N -

(6.4) |w|F Im Py = E;E[W'W‘lw,w_) pour t =0 ;
or, vu (6.3), ou o(0) =1 :

[W‘V’lw,wt} = [w,wt] pour t =0
et, vu que W et W' sont unitaires (W* = w1) ;

[W'W‘lwt,w] = [Wt,WW"lw] = [wt,w] pour t =0 ;
1'expression (6.4) d' Im dp/dt s'derit donc :

|{w|f? Im Py = [vii‘;‘v’f'lw,wj - [W'W"‘lwt\frlw,w] pour t =0,

ctest-a-dire, vu (6.3), oi p(0) =1, et vuque W et W' sont unitaires :

(6.5) [wPIm py = (Wwiw,w] = [Wirtw,w] pour t=0.
Les vecteurs 2z et 3z' vérifient

(6.6) z(t) =w(s) z(t) , z'(t) =w'(s) z'(t) , 2(0)=232"(0) £¢C
z(0) est donc vecteur propre de W'(0)Ww2(0) :
z(0) = ote w(0) 3

précisons que z (resp.w) est défini au produit prés par un nombre réel (resp.

complexe).
La relation (6.5) donne, vu (6.6)
(6.7) 2P Im », = [WiZ*,2] - [W,Z,2] pour t =0 ;

or (6.6) donne par différenciation

e

o - U 178 — gt . gt
Wtz-zt \Jzt . Wtz L dzt

d'ou, puisque VW est unitaire :

(W,2,2] = [2,,2] = (2,0t 2] = [z,,2] - [24,2] = 2[z,,2]
donc (6.7) s'écrit
HZHEIm pt = -zczt-Z%,Z] pour t = 0 ;

d'ou (6.1), vu (6.2).
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7. QUOTIENT DE Z PAR UN »-PLAN LAGRANGIEN.- Le théordme précédent (n° €) a

pour conséquence aisée le suivant, qui permet de définir la fonction de Maslov
d'un couple quelconque de #-plans lagrangiens (§ 3, n® 5) :

THEOREME.- Soient Y et Q deux 2-plans lagrangiens de 2 non transverses,
La structure symplectique de Z induit une structure symplectique sur 1'espace
Z, = (Y+Q)/YNQ (cf. § 1, fin du n°® 6) ,

dont nous noterons la dimension 24, .

Si Ae A est un f-plan lagrangien de Z , alors l'image Au€A, dans Z,
de A (plus précisément de A N (Y+Q) ) est un 4,~plan lagrangien. Soit T
un arc de A X A, engendré par un point (Y,\) soit T, sa projection sur

5
Ag X Ay « Soit m, 1'indice de Maslov attaché &3 Z, ; on a :

o (Ty,) = o(T) .
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