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SOLUTIONS ASYMPTOTIGWUES D'UN SYSTEME
A CARACTERISTIGUES DE MULTIPLICITE VARIABLE*

par Jean VAILLANT

Nous nous proposons ici d!'étudier les systémes d'opérateurs différentiels linéai~
res dont la partie principale est & coefficients constants et fortement hyperbolique
dans le cas ol le cdne normal caractéristique admet un point doudble différent de
1l'origine au voisinage duquel la multiplicité varie; les cas de systémes & caracté-
ristiques de multiplicité localement constante ont déja fait 1'objet d'études pour
une bibliographie desquelles nous renvoyons a [13], [14]. En particulier dans [14]
on utilise la localisation au sens usuel de 1'algébre commutative des polynomes.

Pour une équation & coefficients constants, atiyah, Bott, G8rding [1], ont montré
le lien entre les solutions élémentaires des "localisations", au sens de Hormander
du polynome différentiel, en particulier aux points singuliers et les singularités
de 1a solution élémentaire de l'opérateur initial.

D'autre part nous disposons d'articles de ILudwig [7], [8] ou le probléme de Cauchy
pour un systéme d'ordre 1 & caractéristiques de multiplicité variable dans un espa-
ce de dimension 4 est traité a 1l'aide de développements usuels oscillatoires généra-
lisés sous des hypoth®ses convenables mais surabondantes (forte hyperbolicité et
existence de vecteurs variant analytiquement et formant des bases de noyaux de la
matrice caractéristique et de sa transposée au voisinage du point singulier) ; en
particulier est étudié ce qui se passe pour des phases se rapprochant de la phase
singuliére. Nous reprendrons ce procédé dans des conditions que nous résumerons
dans un instant, car il nous permettra commodément de mettre en évidence, comme
uguellement, le lien entre l'hyperbolicité du systéme et les calculs formels de dé-
veloppements asymptotiques qui sont & la base d'études plus complétes de ces opé-
rateurs.

Au paragraphe 1, dars le cas d'un systéme d'ordre t fortement hyperbolique,
lorsque le cdne normal caractéristique admet un point double, nous déterminons,
quelle que soit la dimension de l'espace, le développement oscillatoire correspon-
dant & la phase singulidre. Nous avons utilisé le critére de Svensson [11] et des
calculs précédents de Vaillant [12], [13], [14], ainsi que le mémoire [1]. ILa pro-
pagation est décrite, non plus par des équations différentielles ordinaires, mais
par un systéme fortement hyperbolique de 2 équations aux dérivées partielles du
ler ordre dont le cdne caractéristique se "réduit", en tous cas, a celui de 1l'équa-

tion des ondes & 2, 1 ou O dimensions d!espace.

*) 4 paraitre au Journal de Mathématiques Pures et appliquées.
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Au paragraphe 2, pour pouvoir obtenir au paragraphe 3 des développements vala-
bles pour une phase voisine de la phase singuliére, nous avons démontié, sous les
hypothéses du paragraphe 1 un théoréme qui indique, en bref, que pour un point
double du cdne normal caractéristique (hyperbolique par rapport & N =(1,0,...,O)),
et pour toute courbe analytique dans un voisinage de la projection "horizontale"
de ce point (sur £, = 0), qui se "reldve" sur ce cdne suivant 2 courbes analyti-
ques d'aprés le thdoréme de Puiseux (cf. Chaillou [4]), (que nous supposerons non
tangentes entre elles), on peut construire le long de ces reldvements des vec—
teurs a', d” (resp. &', &). fonctions analytiques formant une base du noysu de
la matrice caractéristique (resp. de la matrice transposée), y compris au point
singulier. Ce théordme est i rapprochsr d'un théordéme de Rellich [9] sur les
perturbations analytiques des opérateurs autoadjoints dans un espace de Hilbert
ayant une valeur propre de multiplicité finie isolée § ce théoréme de Rellich
était utilisé par Ludwig pour obtenir les vecteurs d#, gi en imposant des hypo-
théses de symétrie que nous laissons de coté.

Au paragraphe 3, nous construisons des développements oscillatoires, qui per-
mettent d'approcher la solution, valables aussi pour des phases voisines "pax
arcs" de la phase singulidre ; on les définit, suivant [8], en ajoutant aux ter—
mes habituels un terme intégral qui traduira pour la phase singuliére, le fait
que la propagation n'a plus lieu le long de rayons mais dans les cdnes déterminés
au paragraphe 1. Ces termes, redéveloppés en é%' lorsque la phase n'est pas singu-
liere, redonnent les développements usuels. Nous avons utilisé des développe-
ments en )

ot

(iw)®P

il est évident que l'on pourvait avssi bien utiliser des fonctions fp satis—

faigsant & fY = f » Les propriétés de régularité des coefficients des déve-~

p-1
loppements sont précisées ; les calculs de mineurs nécessaires sont indiqués ; ce
probléme était laissé de co6té dans [8]. Notre étude est faite encore pour un

espace de dimension quelconque et des opérateurs dtordre +t .

Les références que nous indiquons ne constituent pas une bibliographie compléte;

nous renvoyons a la bibliographie de ces références.
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§ 1

1 ¢ o 9
a des coordomées (x°,x,...,x") ; un indice

a) Un point x de l'espace R™'
latin i variede 1 a n, un indice grec ¢ variede 0O & n . On pose :
-1

¢

y est une fonction vectorielle sur Rn+1 4 valeurs dans C* ;5 les coordomnées

de y sont: (¥ yeee,sy° v"-sym)’ s variede 1 & m.,

3

On emploiera souvent la convention de sommation pour les indices 1,0,A,ees

h désigne un opérateur différentiel lindaire matriciel & coefficients cons-
tants ;5 h(D) = (B(D)), 1'=asm,1=s =m, chaque 1 est un opérateur
différentiel d'ordre au plus t ; on étudie le systéme

gzb:;(n)yﬂ =0.

On note K (D) 1la partie homogdne de degré t de (D) et on la suppose &
coefficients réels.

1

g désigne une forme sur R~ de coordomnées (g N NRITT

On suppose que le déterminant H de (H(g)) est non mul.

On suppose que h(D) est fortement hyperbolique par rapport & N, N = (1,0,...,0)

et que T est un point double, différent de 0, de la variété algébrique {H}
définie par H(E) =0 ; on a donc:
B(m) =0, 3%(n) =0 pour tout o« , en posant 3% = 3‘2— ’

o

Kﬂ(g) = Xz aaBH(n)g £ non identiquement nul.
Q”B B

On sait, ([1], [4]) que K_ est hyperbolique.
On note A2 le cofacteur de H, dans la matrice caractéristique ; il résulte
de [6] ou [11] que AA(m) = O pour tout A,6 ..

Comme ™ n'est pas un point triple, il existe au moins un mineur d'ordre
m-2 de (H) non nul pour m . Sans apporter de restriction, on peut supposer
que c'est le mineur Al2Z obtenu en rayant les 2 premiéres lignes et colommes :

A2(n) £0.

b) Le critdre de Svensson [11, p. 160) implique 1l'existence de

A8 (n/r+g+iN)
s3 _
H(n/r+g+iN) , pour tout reR¥* , i° =1,
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et que
A3 (m/_+E+1N) ' it
H(n/, +g+iN)| = o(t + |/ +g])
oi C est une constante (indépendante de r et £) et | | désigne la norme
euclidienne.,

On en déduit que :
A8 [mer(g+iN)]

m+r(E+iN) ]

= -'——(;-,E(H lﬂ'/r.'+§ | )1_t .
T

Et en développant par rapport & r :
Z 3R (m) (5 410, )42, 5 ,7) {
{

= -——(1+[rr/ +§l)1 -t
|z|®

ol Q" et Rrr sont des polyndmes en € , r .

e 2 g (g,0) ]

On a encore :

d%A2 (n)(g +iN )+rQ,“(5 ,T)
K(g+1N) +2r R (g,r) = |r|+[n+r§l)

et en faisant tendre r vers 0 :

22 (Mg +N) | o g,
(1) K(g+i§) = =3
Congidérons alors la matrice :
!/f %42 (n')gd - %A (n)gd
¥(g) = .
- 22 (m)g, o} (g

I1 résulte de 1l'identité de Jacobi :
(2) ABAl - ALAZ = HAL2
que le déterminant de cette matrice est égal a :
det 3¢ = %[a“B(H-Aig)E(n)gags = 3K _(g).42(m) .
le matrice inverse prise pour £+iN :

ff %L (n)(§a+iNo/) 3%al (n)(§a+iNa)
2
K (g+iN)Ay3 (m) \ %42 (n)(§a+iNa) d%2 (n)(ga+iNa)
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existe quel que soit £ et, de (1) et & nouveau du critére de Svensson, il ré-
sulte que la matrice ¥ est fortement hyperbolique par rapport 3 N . Ona
donc la

PROPOSITION I, la matrice
[ augme, - 2 (e, |
() - | |
\ - % (me,, 3%y (Mg /
est fortement hyperbolique par rapport & N .,
Remarque. I1 résulte de 1tidentité d'Euler que :

O.’AB =0,
o} A(")ﬂa

Les directions de dérivation sont toutes dans le plan m x& =
o

Nous aurons besoin de construire des btases du noyau de (H(m)) et des bases du
noyau de la matrice transposée. Nous donnerons une premiére comstruction adaptée
4 la détermination d'une onde asymptotique au d).

~

On notera %z le cofacteur de H , 3 =¢ =m , dans le déterminant A2 ,

et A12 le cofacteur de I% dans le déterminant A.} et de facon analogue les
éléments transposés.

On définira le vecteur § de R® par ses coordomées ([12], [13]) :

L am2(m) , @ =0, £ = £2()
et le vecteur &, par :

5;=09 5:

I

B2, & =8tm).
Il sera commode, au § 2.3,de noter aussi § =6 , & = 6.
De méme, on définira + et +° par transposition.
On vérifie que :
B0 =0 B (m)ag = 0
et que § et § sont linédairement indépendants.
De méme :
vw B(m =0 , i B(n) =

et vy et y° sont linéairement indépendants.
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On posera aussi

d) On pose :
o .
p(x) = mX + nixl ,
de sorte que @
grad @ = T = (rro,rri) .

On cherche une solution sous forme d'onde asymptotique de phase ¢ ([5], [8],
(141).

P (x)= Sy o LD

1o 4 ees) w € R* H
f%; indéfiniment différentiable.
On annule le coefficient de (ivw)? dans n(D)y
B (myix) =0 .
Dtou :
Y (x) = Wi(x)ed + U (x)8
oh U % et 1 3 sont indéfiniment différentiables.
En annulant le coefficient de (m)’“’1 , ona s
I:Q(n)y%tm + 398 (n)[agaaufc + 83, 13] + B (MUl + duzl =0,
(H;““) est la partie homogéne de degré t-1 de la matrice (hg) .
Les conditions de compatibilité de ce systime en %';_n g'écrivent :
wB (Mgs Uy + B (M Uz + WE" (LU + B U =0
Yad%H (W)éfaaufa + V30K, (n)ﬁgaa’l&; + VR (MISUL + 8UL] =0

La matrice caractéristique de ce systeme :
[ v (Mt %o (M
‘o (e R (Megs,



J. Vaillant, Solutions asymptotiques... § 1 vi

est égale & la matrice:

o2 N7

/ 2% (mg 3% (me_

a2(m) \ = a1 5(mpe (e)
- Y2 (17 'yl
3% (mg 3 Al(ﬂ)ga |

Elle est donc fortement hyperbolique par rapport & N d'aprds la proposition I.
Le probléme de Cauchy pour x° = O plan initial et ‘LL; ,‘u; fonctions inconnues
est bien posé dans ¥ ° . On détermine de méme tous les Yo

/

e) Les vecteurs \a“Ag (n)) , (-BOIA; (n)) y (-a”Af (n)) et (a“ 1 (Tr)) ne sont pas lindaire-
ment indépendants, car cela entrainerait 1'ultrahyperbolicité dg déterminant de
la matrice X .

On a vu que :

det ¥(g) = 3 K (g) 43 (n)

avec
Kﬂ(g) = ao‘BH(n)g s
On a toujours, & cause de l'hyperbolicité de Krr par rapport & N ,
33°8(m) £ 0
et Kn' ge décompose en carrés sous la forme :

0 = BOiH(")gi

Kn(g) N a°°ﬂ(n)\LK So * - 3°%H(m) )

a(g, )
(2°°u(m))?

La forme guadratique :

aegy) = Alecargyseel)= (2 2°tu(n)g ;) - 2°%H(n)( = o%d B(m)g€5)

i 1,J
est donc positive de signature +,+ ou + , ou est identiquement mulle. On
aura donc 3 cas :

ler cas. A a pour signature +,+ , c'est-a-dire Kn a pour signmature +,-,-.

I1 y a trois directions de dérivations linéairement indépendantes parmi
a%a2 (n)) , (-aa'A; (n)) y (-aQ'Af (rr)) et [d%Al (n)) , puisque la dimension du noyau
de K est (n-2) et est égale d'aprés 1l'hyperbolicité forte de ¥ a la di-
mension du sous-espace orthogonal aux guatre vecteurs ci-dessus,

la dimension "réduite" de {Kﬂ(g )=0} est donc 3 et la propagation a lieu com-
me pour 1l'équation des ondes a deux dimensions d'espace. Dang le cas n =3 ,
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&

on retrouve le cas du "point conique" de [8]. Ce cas n'existe pas pour n<3 .

Nous dirons par suite encore que m est un point conique.
2e cas. A a pour signature +, c'est-a-dire Kﬁ a pour signature +,-u,

On voit de méme qu'il y a deux directions de dérivation linéairement indépen-
dantes. La dimension réduite de Kn est 2 et la propagation a lieu comme pour
1'équation des ondes i une dimension d'espace. Dans le cas n =2 , on retrouve
le cas de la "self intersection" de [8]. Ce cas n'existe pas pour n < 2, Nous

dirons encore que m est un point de gelf intersection.
3¢ cag. A= 0 ; Kn est un carré, les quatre vecteurs ont la méme direction.

I1 y a propagation le long d'une droite "bicaractéristique". Ce cas contient
le cas ol la multiplicité est localement constante au voisinage de ™ que nous
avons déja étudié par ailleurs [14]. FEn général, deux nappes de {H} sont tan-

gentes. Ce cas sera laissé de coté dans la suite.

THREOREME I. Les coefficients des solutions oscillatoires correspondant & une pha-

ge dont le gradient est un point double du cdne normal caractéristique sont dé-

terminés par des systémes linéaires fortement hyperboliques, & mémes parties

principales, de deux égquations du ler ordre & deux fonctions inconnues dans un

egpace de dimension au plus 3.

§2
Nous rappellerons d'abord un résultat de ([1], [4]) que nous adapterons & notre
étude :
. _ 414 Rn.+1
TER 3 W = (O,ui) est un élément non mul de s seC .
PROPOSITION II. Le polyndme :
(r,8) ~~ H(m + rp + sN)

ge factorise sous la forme :

H(m + rp + sN) = H(N)[s-A*(x) ][ s-A~(z)Ja(s,x)

ou les fonctions

TR ~~ A (z)

sont en fait analytiques,réelles, telles que A (0) = O .,

Q@ se décomposerait d'une fagon analogue en faisant intervenir les racines au-
tres que la racine double m_ = de l'équation en 3, H(go,ni) =0 .
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LEMME I. On posera
L0 =5 L) -y .
Du fait que
Hm+ muw + A (2)N] = 0 pour tout = ’
on déduit en dérivant deux fois:
2%H(m) (W* )2 + ZBOiH(n)utui + ain(")uiuj =0
qui exprime que les tangentes en m aux courbes
T Ao 1+ AT (2)N
appartiennent au céne (hyperbolique par rapport a N) {Kh(g) =0} .

On remarquera que :

2/0(.)
[p.+" U*—' = ——,
[5°°8(m)|
On fera 1'hypothése
auy) £ 0.

Cela revient &4 étudier les droites passant par (ni) telles que les tangentes

aux courbes correspondant sur la variété {H(g) = O} ne soient pas confondues.

Nous poserons pour simplifier les notations :

wh-w =D

Remarques
1) Les résultats suivants s'obtiendraient aussi bien si on remplagait les droi-

tes T ~~o (ni)+ rw par des courbes analytiques :

r o () +u(r)  avee $0) A0 et w(0) =0,

d'aprés le théoréme classique sur les géries de:Puiseux.
2) si a(s;) = 0, on a nécessairement :
3%k (M) + 3} (Muy = 0
et les égalités analogues pour les autres mineurs. En considérant le développe-

ment en r de A (7 + rp + A"(x)N), on voit que r = O est racine double de
cette fonction.
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Cette remarque peut servir a généraliser au cas A(”‘i) = 0 1les calculs que
nous allons faire dans le cas A(u,i) £0 .

On notera, si g ~~ A(g) est polynomiale :

+
o
TeR ~~~ne Alm + i+ A5 (2)N] .

De 1'identité (2), on déduit les lemmes :

LEME II.
=SON- $O
dat 2t 2t =0
C OIS0
LEMME III,

0, 0,1
gt | £ > = 53°%H(m) 42 () £ 0
32 () 382 ()
et 1'identité transposée.
LEME IV, ,
5% () fgw% sl (m) 2% ()
det g, + |det

| . Si
M e 2B %)

= 3%%u(m)g 422 ()

et 1'identité transposée.

LEMME V.,

s )] N
det ) §i§j =% alJH(")ging%g(")
d iAf (m) B'JAS ()
et 1'identité transposée.

On peut supposer 3°A(m) # O (Lemme III). Puisque u* # u~ , on ne peut avoir
a la foig :

aag* -
—(0) = 3%} (m)uF + 3"Mky =0
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et
ant- .
—50) = 3% (mw + 374y, = 0.

En choisissant convenablement les notations, on peut donc supposer que :
Y-

—=(0) £0.

On posera :

dAB_

£20) = {0  §(0) = rl0)

et 1'on distinguera quatre cas :

1) d-;-zzr—(c);éo.

Dans ce cas, on posera :

#9(0) = 2240) 5 &(0) = l0)

Démontrons que les vecteurs d"(0) et & (0) sont linéairement indépendants.
On vérifie & 1l'aide des lemmes précédents que :
(o) a(o) [ @ 2°%%m
det =D det
&2(0) @a2(0) a2(0)  3°42(m)

[ 2% @) @)

= =D det
\ 2% () 2(0)
Comme D £ 0 et

3% (m) 2% (m)
det £0 ,
2°2 (m) 343 (m)

(o) &1 (0)
det £0 .
a2(0) a2(0)

11
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De méme g"(0) et g (0) sont lindairement indépendants.

2) d—ii—(o):o , 2;:’I—-(o);éo.

On posera alors

1+

s s
a@®(0) = —(0) , &(0) = ~(0) .
Pour d"(0) et &(0) les résultats du ler cas restent valables.

Montrons que g (0) et g (0) sont lindairement indépendants.

On a :
f \ o o \
g(0) &(0) M) %W
det = =D det i i ,| .
g)  &(0) 24 (g '3 (muy
Si ce déterminant était nul, on aurait :
Mk (n)uy = -v2°
a2 (m)uy = -v2°

b

2+ 24
et comme -—d-;-(o) =0 d'aprds le lemme II et -75(0) =0 , dans ce cas, on au-
rait (lemmes IV et III) :

() ()

/(u*” +v)

2% (m) %2 (m)

1]
1
o

Az (H)BOiH(n)ui

-1 3%HmMAE (MW +v) ,

]

clegt-a~dire aussi :

ph v =p" + v,
soit
o=V
et par suite :
aal-
) -0

ce qui n'est pas.
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On pose :

d-AE+ anz+
@?(0) = —zz=(0) ; &(0) = —(0) .

Par un calcul analogue a celui du cas 2), on voit que 4&"(0) et d-(0) sont 1i-
néairement indépendants; par un calcul analogue a celui du cas 1) pour les g (0),
on voit que g (0) et g (0) sont lindairement indépendants.

2+ 1+ 2+
4) %—(o)=o; E1:;31,--(0)=o : E-Ijl.hc—(o)=o.
dA%-l-

On a alors -Er—(o) £0 3 en effet, sinon on aurait :
3% (mut + aiA% (mu; =0
22 (m)w + 3%42 (mhu;
3% (Mt + 2™aL () = 0
3% ()t + 3% (mu; = 0 .

et par les lemmes IV et III :

0

i
3° H(mu; = - 3 %°H(m )t
d'lod ¢ p" =p~ , ce qui est exclu.

On pose alors :

d_Af-l- dA%-i-
a?(0) = —=0) ; &(0) = —(0) .
Les vecteurs d'(0) , d (0) sont lindairement indépendants comme dans le cas 3)
et g(0) et g(0) 1le sont comme dans le cas 2).

Dans chaque cas maintenant on construira des vecteurs 4" (r) , & (r) tels
que :

i) @8 (r) soient des fonctions analytiques de T
B (r)d®(r) =0

ii) pour tout T .
B-(r)a®(r) =0

iii) d(r) et d(r) soient linéairement indépendants pour tout r d'un
voiginage de O.
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Dans le premier cas, il suffira de poser :

a®(r) =A2r(r) , 8i #0
'Kd"'B(O) =i§'?;—(0)
et
;= (z)
d‘B(r)=A1Jr , s8i T #0

B

aad
a®(0) = ——(0) .

Les autres cas se traiteront de fagon analogue. On obtiendra de méme aussi les
vecteurs g (r) , & (r) relatifs & la matrice transposée.

On a le :

THEOREME II. Pour toute droite de direction u dams R™T' avec As,) #0, pae-
sant par (O,rri) paramétrée par r de sorte gu'un point de cette droite soit
(O,ni + rui), on peut construire des vecteurs & (r), (reep g (r)) qui soient,
dans un voisinage de r = O,

i) fonctions analytiques de T ;

ii) tels que, pour r £0 , d (r), (resp g (r)) soit une base du noyau de
(B (7 + u + A*(x)N)), (resp de sa transposée) et & (r), (resp g (r)) soit une
base du noyau de (H (m + v + A~ (x)N)), (resp de sa transposée) ;

pour r =0, d(0) et & (0), (resp g (0) et g (0)) forment une base du
noyau de (#(m)), (resp de sa transposée).

Les vecteurs ainsi construits auront des propriétés supplémentaires utiles dans
la suite.

PROPOSITION III. On a :
, & (O)R°’B)(mMae(0) =0 , &)’ )ma®() =0.
Démontrons, par exemple, la premiére égalité. On a pour tout r :
& ()[(B*(z) - B~ (r)]a*3(zx) =0

+ —
et en posant ’é—ﬁl—z—ﬁ-ﬂ- = ¢ (r) (cette notation sera justifiée par la suite)
et en utilisant la formule de Taylor pour le polyndme Q(ﬂoﬁ“ )Ty o+ rp.i) et sa
premiére variable pour la valeur no+7\‘ :
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o (2s, 7
& (2)[(22) (%) (x) + ——(3°°R) ()

+...+--—t-}—(a°'"° ) (x)id®(z) =0 .

Si r=>0 et r#£0, A(xr) #2(xr) , puisque " # p~, on peut donc diviser
par ¢, et & la limite on obtient 1'égalité cherchée.

LEMME VI,
& (02 B (Ma®u; =0 ; (0} (n)a® (0, =0 .
On a :
B+ (2)a®(2) = 0 ,
dtou :

+

ag®
—F(r)d"a(r) + H* (r)-j‘;—(r) =0
ou, & ltaide de la formule de Taylor :

E?%(r)d"“(r) + [B-(x) + 2§T(a°Hg ) () +ouut i"r) (aoooB;)-(r)]%(r) =0

donc

+
g;(r)—d?-(r)d“a(r) + q:TF('r) =0 (P fonction analytique
de r) .

Si r tend vers O, on obtient :

ag*
g(O).Tr—(O)d"B(O) =0,
Le résultat s'en déduit a 1l'aide de la proposition précédente.

PROPOSITION IV, On pose :

o) - EAE g0

p-I-Ol(o) - d[(azli)*}(o)

et de mdme pour p *(x).
On 2 ainsi défini deux vecteurs de R°'', fcnotions analytigues de T dont

les directions, pour r # O, sont celles de vecteurs bicaractéristiques clas-
siques.
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On a, pour tout r , :

& () %8 )7 (x).&2(z) = C-(x)p " (x)
& () (378 ) (x).a"® (x) = ¢* (x)p™(x) .

¢*(r), C (1) sont des fonctions analytiques réelles dépendant de chague cas de
la démonstration du théoréme II (leur nature est précisée au cours de la démons-
tration) ;

c*(0) 40, C(0) £#0; p(0) £#0, p(0) £0.
Les directions de p"(0) et p(0) sont donc les limites des directions des
vecteurs bicaractéristiques classiques.

Enfin
p¥(0) = % 3% _(v*,u;)
p 0) = % 3% (u”,u,)
2 1 A |
p', P Sont les "conjugués" de (u* ’3“'1) et (w ’“’i) par repport & K_ .

En effet, si r #0 .

4-(x) _ A-(x)  A-(x) oy- r
& (£) (%% ) (2)a® (x) = ——(%8) " (x) —— = —3 @ Hrz (x)
d'ol, si r tend vers O :

5 (0).5% (m)&* (0) = —(0)5(0)
avec -
¢ (0) =—g(0) £0 .

De méme, dans le cas 1) précédent :
2+

)
£ ()8 (D)5 (2) = e 5)

o (0) = Z20) 40 .

De plus :
p™°(0) = 3°°B(m)w~ + 2™%H(m)u; = € VB(R) £ 0 (avee & =41),
et :
P+O(O) =-e\/m740 .
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Enfin : -

p %(0)

(]

dXE(mW + 3 %H(muy

;2‘ aaK"(H— !Uﬁi)
et 1'égalité analogue pour p+°‘ (o) .

Les autres cas (2), 3), 4)) donnent des résultats analogues.
COROLLAIRE,

L
o

g (0)(3° (m)u* + 38 (m)u Ja*® (0) =
& ()% (m)u~ + '8 (m)w; Ja®(0)

Cela revient & dire que :

it
o
.

o + + J + _
3K (u sy )it +d K_(k ,p.i).uj =0
et 1'égalité analogue, dlaprés l'identité d'Euler.

On peut aussi obtenir ce corollaire par une démonstration semblable a celle
du Lemme VI.

LEMME VII. |
& (00 (Ma®(0), & (08 (ma®(0)e \
®,(g) =

& (0)°F (ma®(0)g & (0% (m)a® (0)g //
est fortement hyperbolique par rapport & N .
Cela résulte du critére de Kasahara Yamaguti [6], (ou de cemx de Strang [10] et
Svensson [11]). On a (cf. § 1)
a@ (0) = pb"+ pts”
a(0) = o8 +-0'6”

avec po! -p'oc #0, puisque d*(0) et d (0) forment une base. De méme
pour g"(0) , g(0) avec v , y .

On en déduit facilement que 3
det }eu(g) = p(u).det 38(g) , p(w) #0 , B eRr
det %, est donc hyperboligue. Enfin, comme au § 1, tout & tel que A(gi) =0

et g soit la racine double de Kﬂ,(g) correspondante anmile la metrice Je“(g).
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LEMME VIII. On a
ou bien i (% & (00 B (mM)a*(0)).( 3, & (0).2"8 (m)a*® (0))
= k(% & (0)2 8 (ma20))( T & (0).278 (ma (0))

pour tout i, avec keR* , k £0 ,

ocu bien : AZBg;(O)ai%(n)&*B(O) =0, pour tout i,
?

et
“Zag*{(o)alﬂa(n)d"a(o) =0, pour tout i,
9

(ceci ne pouvant se produire que dans le cas de la "self-intersection".)

Notations. On posera :

W - g (0 (m)at®(0)

95
c*(0)

3
"

m;‘” = & (0)2%H, (m)a (o)

£
I

= ¢7(0)

3 = & (0)a%8 (m)a**(0)

1% = g (0338 (m)a®(0)

Explicitons 1'identité :
aét seu = h(u)det 3¢

gous la forme :

++0 -0 _o F+t0 ;-1 =0 qs+d
Ru: f§€u §0+(3€” 3{2'1 §i+}€; Ru .gi)go

F+1

-3 +-1 -+ J
RUE T8 T BT g
= b'(“‘)(aooﬁ(")gi + 2501H(")§i§0 + ain(")gigj)

pour tout £, avec p'(n)eRrR , H'(w) £0.
On en déduit :

00, Ak TP st NPT ~+J
2 6¢ gy €T gy - gy gy)

_nagrto -0 _ij
'Ru ¥, H(ﬁ)gigj pour tout (gi)
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qui va permettre d'étudier 3{;1 £y 3-6;':3 §5 tous les autres éléments ayant &té
déja calculés explicitement,

On obtient :
2°°u(me g 36 I, = 00510 °°H(m) () + 3 HH(muy e

.(ajoﬂ(n)u' + ajzﬂ(ﬂ)ug,)gj * A(“')aijﬁ(w)‘g:'.gii:i

]

1 oi,. oj
MC; 3°CH(n) {[(a 1Ihl(ﬂ)z:;i)'(a JH(")U'J')

- aooH(n)ai.}'xi(ﬂ)u,igj]2 -A(g).A(u)} .

En considérant la forme bilinéaire symétrique,
D) = (27 %(me ) (G IH(mi) - 2°°B(m)a B (e g

on déduit du fait qu'elle est positive (D(u,u) = 4(u)) et de 1'inégalité de
Schwarz que

.

$40 . om0 -1 +J :
w00 W g; 3¢, 552 0 aquels que soient p et (85) -

e ] L
On a donc
goit ¢ }q:o}q-;i = k(uﬁﬂl"o }6:1 pour tout i ,
avec k(p)eR', k(u) £#0,
soit f}é;-i =0,
soit : }éIi =0 .

Mais en fait on a

'y

(R:;—-l - 0) implique (}e:“l = 0) et réciproquement.

Nous démontrerons cette relation en remarquant que :
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K;J'@ga 3{;—151
det ¥ (g) = det .
M +1 -
' LA w8y
++0 , ~-=1 -0 5+ 1
E}C'H'O}C--O £ +3 (}(’u Tq_,‘ §i+}el1 KH' gl)
[V M e] ++0Q . —~=0
Hh Rh
§
++o - - -
-;( p, 51 r(,;bo}_%ﬂ.g )2 3{‘?0}6;‘0 + § R:')g
4 #+0 1 5=01 iy ¥ 0)2 o
Rh ﬂi ) G%J ] )

Si, par exemple, R:L‘l =0, K" a pour signature +, -, on est dans le cas de
self-intersection ; si (gi) £ 0 est racine de 4 et §, la racine double cor-
respondante de Kw , ona :

}q:"'o €...0 }€++1§ )
' ++0 , = =0
i O }eu' }e“, 0
Rro . -—o}q& 1)

et tout g vérifiant cette relation doit annuler la matrice, puisqu'elle est
fortement hyperbolique. On doit donc avoir :

+0 45=1 -0 F+i . . +1
o A . =0 liqu 4 . =0) .
AR U %, gy = 0) dmpligue (€77g; = 0)
Comme (}ero.}é;l _}é‘;‘o 36:'1) #0 , puisque A# 0, il faut donc :
+1 +0 51 o Fti .
= - ¥ our tout i
¥ (€W -3 % ) pou

v €R
et comme (lemme VI) :

il faut :
+0 -1 -0 . gt1i
J'e- - 3‘€- }€+ . = O .
o J'é; " " m )“"1
Soit & 1'aide du corollaire de la proposition IV :

O!(“’+ ’M-) =0,
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c'ept~a-dire que :

.

On a de méme :

6¢t = 0) impligue (}e;‘i - 0)

Nous utiliserons plus tard la matrice de polynomes a

(go 9E) se e ,§nsﬂ) :

(n+2) variables :

Q(E,T}) = '{ . o
+1 i - —0
\ e K, g, =30
Ona la

-
£

PROPOSITION V. la matrice & est fortement hyperbolique par rapport a
(¥,0) = (1,0y04+,0). En effet :

+0 =1 -0 ++1
det @ = K03 ° ( +.1.(}{“ W R T
et = o 0 B0 T % 3¢+ 0 g0
TR

TP 2 % Y. | -0 F#+i 2
_ n__l_(}ex: S TR A

2

++ 0O -0
LT
#+0 , =0 F=1i_ _ —+]
_}q& X, % 8%, 8
G 03 0)?

] M

Ia signature de cette forme quadratique, d'aprés le lemme VIII est soit +,-,-,

soit +,- . Dans chaque cas on vérifie facilement la forte hyperbolicité de 1la

matrice,

21
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§3
On définit :
¢ (x,7) = p(x) + A (x)x° + mixi
= (A (x) + n'o)xo + (m o+ rp,i)xl
g (x,r) = o(x) + A~ (r)xo + rp‘ixi
et (8] ¢

8(x,1,2) = 9 (x1) + OF (2) = A (2) (D)

- ¢ (1) - (@) = (@) &)

= (m, + h*@l;— s (r))xo + (wi+rui)xi L ) 5 A (x)

@(xoxo ’r) = ¢ (x!r)

3(x,=x°,r) = ¢~ (x,r)

1]

grad ¢" = (aoz(P+) T+ 1y + A*N

grad ¢~ = (aacp") =1+ 1p + A°N
+ -
grad 3 = (22-) =+ 1y + 2 '2”‘ 3t
ox¥
N
— + -
= grad ¢ 5 N
-
= grad ¢ +>‘2 A N,

On posera :

At (x) EX' (x) - @T(r) .

On cherchera des solutions asymptotiques de la forme :



J. Vaillant, Solutions asymptotiques... § 3 23

¥ (x,r) = ej'(‘uqfr (x,r)( Y‘%B (x,r) + w Yeoo ‘)

w

Y:° (Xyr)
+ I (x’r)(Y'%B (x,r) + 1 Feen )

iw
o
x . Z8 . (x,7,r)
+I o eluﬁ(x,'r,r)< Z?t(x,T,r) + —E‘l?u-)——— + ...> dar

Y

Yis (x,r) sont des fonctions analytiques de x et de r dans un voisina-
ge de O,

et Z;(x,fr,r) sont des fonctions analytiques de x, de T et de r dans un
voisinage de O .

En remplagant y® par ce développement dans le systime étudié (on pose
a(o)t = (—Q-a)t) , on obtient :
X

. .
(iu))t[elmp I:T;* Y;;B + elWHQ‘Y“tB]
+ (iw)t_1em@ Hga--!-l%L + (aozHa)wuaanba + H;.HY?

@y
+ 2 (X,xo)[(ao% Yteest (1) ——gr—(2,) "]

+ (10) ¥ Tl By + Q7B Y© + BATYY
(0)t o \=
+ Zi(x,—xo) l:(a°1§ )“+...+ i—_'tT—}i')'(Qr)t_‘l]

o]
X .

+ (iw)® I . el‘”@% (grad @)z (x,7,r)dr
-

o
+ (@) (R (arat 9)25, (x,m)

-X

+ BO’BQ (grad @)(BQZ%)(X,T,I') + Hg“ (grad é)Zi(x,T »T))at
+ (10)%%R, , .

Chaque Rl'\l;—Z est une série formelle du type de y° .
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On est conduit & imposer Y*—,‘GB les conditions :

B* ()1 (x,z) = 0

]3“.}'(:::)‘1‘1;B (x,2) =0

qui seront réalisées en les choisissant sous la forme 3

T (x,2)a ()

Y;;B (X,‘I.‘)

Y (x,7) = T (00 () @

Ud:

t sont analytiques en x,r .
On cherchera Z':; sous la forme :

ZBt(X,'r,r) = V:_’(X,T)d"'a(r) + V;(x,T)d"B(l‘)

ol V‘i gont analytiques en (x,T) et ne dépendent pas de r .

On remarque que :
Klgrad e) = 5 (ﬂo+)“+-§'r ’niﬂ"'l"'i)
()*
= %‘F - @T(BO% )++.-.+ (-1)1; —:-b';-——(a(o)tﬂg )+
= B (‘T°+?\'-k§1_ ,TTi-!-I'ui)

)’t
= %A + é,r(aoﬁg )—+oo.+ Si’%!_.(a(o)tﬂg )_

On a alors :

(2 )"
B, (grad 2)25, = vgc[-é,r(a% Fteeat (=1)° —-{-!—(a(o)"m )*] as

(@T)t (o)t
+ 7 :ET(BOBQ Y teeot -T!——(a H) |a®

et en intégrant par partie

% = s
(iw)* [ o © H, (grad @)Zi(x,’r,r)d'r
-x
t-1

o, ()
- (iw)t—1{ew [vﬁc(x,x")(-(a%; ) L T (-1)‘5—1-;-';- (a(oﬁ%)”] a+e
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-

|

o o ((IZr)t-1 (o)
. (§ )t—'l
-e [V;(x:-xo) (—(a% P tueat (<1)F —1!"—(8 (O)tﬁg )“‘} are

o ( o (éf)t-1 (o)
+ V‘%(x,-x NE B )y +aeo+ ——T!——-(a Hg)—) d_a]

=L . a (& )t-‘l
= J‘_xo ew)@[(d_‘r V;)(X,T)(—(aoﬁa )++...+ (—1 )t -—'%!-—(a(o)tﬂa )+) a+e

d o (¢ )t-1 (o)t
+ (37 Vo) (x,7) ((a By +eeet —r—(V "B | &® a-r}.
En regroupant les termes et en simplifiant, on a :
B = ()™ v+ (o + (e
( )t-1

+ V‘%(x,xo) ((a OEQ Y teeet ——:';-!-—-—(a (O)tm r

-1
(OB et (<)Y —(%—z——{a(")"q )+) EB]

—

+ (i) ¥1eie¥ LHS‘Y‘%L + (%8 )-ady'-%B v (EAYE

+ V';(x,—xo) ((60}% Y teeet ————-—(;! a(o)tﬂg r

o @7 o) ) B]
+ QOB Y eer (1Y (Vi ) &
o
+ () ei‘”@[m(graa 2)25, (x,7,7) + (38 ) (grad 2)(d V) (x,7)a®

=X

+ (3%H )(grad 2)(3 V) (x,m)&® + (B )(erad @)( v (x,7)ar®

+ V‘%(x,'r)d'a)+ (-fT—v;;)(x,T)((a% ) T
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(5 >t-1 /
vt ()T T (Ot )+) - )| GO v

(<I> )t-1 (0) 1 £2
o+ ——0 t%)‘) a8 dr + (i)™ R
Le terme en (iw)t-1 fog* s'écrit encore :
(3) BrYE, + (3°H )+d”’ o (B ) aeT

oy| ¢.0 (2 )t-1 (0)t
+ T (xpx ){(a B ) +av ot —L—(3 (Ot )-
-1
+ (aAOI:Q P teoot !;1%2__.(@7)45"1 (a(o)th )*)&'B

Nous imposerons & U‘% et V‘%(x,xo) deux conditions qui nous permettront de les
déterminer et par la suite d'obtenir aussi Tti? . Soit :

(4) & (2) QB ) ()@ ® (x) (3 _Uy) (xyx) + & (=) (& )" (z)a"® (=)0 (x,7)
+ & (x) (aoh‘g Y (x) +eoet (aOEQ Y (x) +eee )d‘ﬁ(r)vz(x,xo) =0

eten m(r=0 )

(5) a:(o>i(aaﬁg)(w)d*8(o)(a Ut )(x,0) + B (m)a 2 (0)U}, (x 0)

L J

+ 28 (0)(d %)(ﬂ)d'B(o)V’%(X,X ) =0 .
Or on remarque que, pour T # O

()"
& ()& (2)| (%R ) (2) 420t~ Ot > (2)

b1
+ QB (2) +ewur (1) f—'gi—-—(a“)*n;)*f (r>>

(B*(x) - ()

2

= & (r)at(x)

= 0

et par suite cette expression est nulle pour tout r .

La premidre condition g'écrit donc en fait @

& () (378 )* (x)a*°(r)(3_U) (x,x) + g (x) (B )* (x)ar® (x)Uy(x,2) = ©
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soit, compte tenu de la proposition IV :
0" ()" (=) (3, T4) (x,7) + g (x) BW* (z)a® )T (x,x) = 0

oi C"(r) est analytique en r et telle que C'(0) £ 0 .

U"i_‘ pour chaque r est déterminé par une équation différentielle du premier

ordre.

Si, comme usuellement, on suppose conmu U‘%(O,xl,r) , on détermine U';;(x,r) :

. +i “x) +:;°
T (x,x) = U(0,t - EEL 0 0y, P (@)
t( I') t(o p+0(r) r)

Q(r) fonction comnue analytique en r .

Avec des conditions dfanalyticité évidentes sur UL(0,x,r) , T, (x,r) est
amalytique en x et r dans un voisinage de O ,

En remarquant que, d'aprés la proposition IV 3
& (0)(3° )(m)a®(0) = c™(0)p (0) £ 0,

on obtient aussi ij(x,xo) en fonction des données de fagon explicite
V'%(x,xo) est analytique en x . dans un voisinage de O .

o
On obtient de méme U‘% et Vfb(x:-x ) .

Nous chercherons ZEDH (xy7,z) sous la forme
Z?t+1 (x,7,7) = Vi 4 (x,7)ad 8 () + Lo (x,7)d B(x) + T‘;H_.l (x,7,r) .
Le terme intégral s'écrit alors (sous forme résumée) :
©
. b1 iwdf. 8 B8
(1) e {ag (gad D)V, & + Vo, @°1 + B (gmad 8)T%,
-X
o B
+ (3% ) (graa 2)a*% Vi + (3%5 )(erad &)T % W,
dpger 1 - Lygo ' v Yar .
+dTV'fbd+[] dTV'_i_'d‘[]+()t+()t T
Comme dans le calcul précédent de H (grad &)[V,d*® + Vid°] le terme analo-

gue en Vt‘b+1 , donnera des termes en (iw)”~ que nous ajouterons & R, , . Il

reste donc :
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(o]

©) )™ % & (graa &), + (28 )(grea 2 ¥,

+ (%8 )(grad 2)a® W, + Swrarel ]

-;d,r-v:ha-a[]+( )v:a+()v;;}dT .

Cela nous conduit & imposer deux conditions différentielles & V'i; et V‘;; qui
nous permettront de les déterminer et par la suite d'obtenir un vecteur (19“1)

anmilant le terme intégral et régulier.
Soit

(7) & (o) (ﬂ)d*a(O)aaV;;(x,T) + g:(o)(aam)(n)d~8(o)aav;(x,7)
+ & (0)(2°% )(m)a*® (017, (x,7) - & (0)(2°8 )(m)a® (0)¥; (x,7)

+ & (O)F (m)ar® (0)V(x,7) + & (O)F (m)a® (0)¥;(x,7) = 0
et

(®)  &(0)(B )mare(0) Wy (x,m) + & (0) (378 )m)a®(0)p V4(x,7)
+ & (0)(2°8 ) (m)ar® (0)4" (x,7) - & (0) (%% )(m)ar® ()73 (x,7)

+ G (O (M ()T (x,7) + g (O)EH (M (O)F5(x,7) = 0 .

Compte tenu des propositions précédentes, la matrice caractéristique de ce sys-
téme en V* » V; de deux équations aux dérivées partielles est la matrice précé-
demment notee Q et on a vu que cette matrice était fortement hyperbolique. De
plus, les hyperplans x°4+7 =0 et x°~7 =0 sont caractéristiqﬁea, puisque les
formes correspondantes (1,0,e44,0,1) et (1,0y¢04,0,=1) anmulent det .

01' on connait V"(x,-x ) clest-a-dire la restriction de V;; a 1'hyperplan
x%7 = 0 ot de méme la restriction de V; & l'hyperplan x -7 = 0 , On obtient,
rar exemple, [15], en se ramenant a l'équation des ondes & trois variables d'espa~
ce, Vi et Vi comme fonctions analytiques de (x,7), dans un voisinage de O,
en particulier pour -x° =71 = x° . o

* X

Y*,b:_1 sera cherchée sous la forme

—_ 8 B
Yo = Tp@® + 54, -
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Les conditions (4) et (5) vont permettre d'obtenir une solution particulidre (sfjm)
de (3) amalytique au voisinage de O.

En effet (3) s'écrit sous forme abrégée :
%4-(1')?%5_1 (x,r) = F (x,r)
oi B est analytique au voisinage de O.

Nous allons mettre en évidence le changement de rang pour r = O . On suppose-
ra qulun indice surbarré variede 1 & 2 : 1 =5 =2 et on utilisera des cal-
culs de mineurs analogues & ceux de [12]. On rappelle qu'un indice surmonté
dtun ~” wvariede 3 &4 m: 3=¢ =m . (On convient que 5-1 est 1!'élément de
{1,2) différent de 5 ).

(3) équivaut alors a :
By BT, - F
A+ ¥ + vy T
% Y\;:+1 + B Y+t?|-1 =F
soit, puisque Aig*(r) # 0 au voisinage de O

~

(D-1&+ 12+ gk
Y;_:i.' =2A12 Y";'31 +A12A
- 2 +
[T g 4z

L\B? Ty + BT 135 = F

et en remplacant dans la deuxidme ligne Y‘1";fr1 a4 1ltaide de la premidre ligne et en
effectuant des calculs de mineurs :

() ST YR ST, -5 =0

(10) A Ye,m - 2% i, - Al2+FR 2 0
a3-vE g

(1) th-ﬂ =¥ 12+ Y‘rt?ﬂ T e '
43 A3

On montrera d'abord que la condition & (r)F* (x,r) = 0 implique que (9) et
(10) sont proportionmnelles pour tout r. On fera les calculs dans le cas du
choix 1) pour d', &, &, & ; les calculs dans les autres cas sont les mémes
aux notations prés.
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i) On montre que :
(¥ =0) implique : ((AZ*A33* + A2* AI2*)F® = 0) ,
En effet, pour r £ 0 :
(&P = 0) entraine (2*F + 2*F° + *'F = 0),
soit ¢

BIRTE 4 B2+ 4TEF -0,

2
De 1tidentité (cf. [2] p. 115) :

%42 - 287 4242,
on déduit :
BRI ¢ 2T = 0.

ii) On montre que 1'égalité obtenue implique que (9) et (10) sont compatibles, ou
plus précisément que ces deux équations se réduisent a (9).

En effet, si 42*# 0, (9) s'éerit :

BH(RYE, + Y - BIE) =0

soit [2]

TG, - YY)« EOATE -0
soit :
(10) Ai.+Y+ti1 - Af+¥+t]-|—1 - Ai.g-yFB =0 .

Si 42* =0, onaaussi Al*= 0 et le résultat est évident.

iii) I1 reste & trouver une solution particulidre analytique au voisinage de O
de :

) TG AT, - AT -0
On sait que :
& (0)F* (0) = 0
et aussi (2e condition de compatibilité)
&(0)®(0) =0 .

( #(0) signifie F(x,0) .)
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Mais ces conditions s'écrivent aussi bien :
( YIF* (0) = 0

et Yy (0) =0, e'écrit d'aprés la définition de v/ du § 1 :

Comme A3*(r) a r =0 comme racine simple, on en déduit sans difficulté une
solution analytique particulidre de (9) (11),

On se propose enfin de choisir ('I"’t-'_,l) analytique et tel que la fonc-~
tion & intégrer dans (6) soit nulle pour -x°=7=3x% On est donc conduit a
étudier un systime de la forme :

(12) m (grad @)Z:H;l (X:Tvr) = & (x,T,r)

o G* est anmalytique en (x,T,r) au voisinage de O .

Comm; précédemment ce gystéme s'écrit encore :
(13) |-al(graa $)73,, + 42(grad 8)Z, ; - 42 (gred 8)6° = 0
(14) < & (grad @), ~ 43 (grad 2)Z,,, - 413 (grad 2)¢® = 0
N 409 (graa 8) 228 (grad 2)
(15) z?b‘l'.l =2 'b+1+ G‘A =Oo
o A}2(grad @)

N 43 (erad 2)

I1 faut trouver une solution particulidre analytique au voisinage de O,
On sait que ( G*(0) signifiant G*(x,7,0) ) :

(n & (0)&*(0) =0
(8) & (0)&*(0) =0
soit encore :

(16) | al2(m)G®(0) = 0

) .\Aiﬁ(n)G" (0) =0
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On remarque que @

+ -
H(grad <§)(O) = H(TTO + h_ipl;i_&l ’ "i) =0,

ainsi que :

et que

0) =k ity fo,

& H(grad &
puisque u* # p.
On a alors pour r # 0, par les formules de Cramer une solution particulidre

analytique :
A2 (grad 3)G8 - A (grad ®)
det ( )

12 (grad 2)c° 2 (erad ¢)

A2 (grad 3).H(grad &)

T1t+1 =

et une formule ahalogue pour Tet+1 .

On a encore :

25 (grad 2)G° - &5 (grad @) \
de r r
A12(grad &)G° A (grad @) )
Til1:+1 = . 12 H(grad <I>r2
A3 (grad @) ===

et la formule analogue, qui montrent, puisque lton a (16), (17), ase T3;+1 est
aussi analytique & l'origine par rapport A toutes. les

variables. On a donc bien annulé les termes en (iw)t et (iw) e h(D)y.
On détermine de méme les Y; et Z; et on obtient ainsi une solution asymptoti-
que. On peut en déduire des solutions approchées de tous ordres [(5].

Enfin on peut résoudre formellement le probléme de Cauchy 3 données singuliéres
sur un hyperplan dans x° = O, variant avec r, comme usuellement (cf. [14]).
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Remarque.
1) Pour r = 0, le développement obtenu s'écrit :

(o}

P {[(u;(x,o) L[ Vxmana ()

“®
i

(o]

+ (U3(x,0) + j‘x o Vi(xsm)an)ae(0)] + %[]}

-X

5
on vérifie que :

(o}

x
U"%(x,O) + J'-xo V;(x,'r)d'r

et

(o]

X
U’,'c(x,O) + I—xo v?t(X,T)dT

vérifient des équations équivalentes aux équations de propagation déterminées
au § 1.

Uf't(x,O) et U‘jb(x,o) sont déterminées par les équations limites des
équations usuelles le long de bicaractéristiques, on voit que, pour une direction
d'hyperplan singuliére sfajoutent aux termes usuels les deux termes inté-
graux ci-dessus'se propageant' en général dans un cdne.

2) Pour r # 0, par intégration par parties, utilisant e # 0, on obtient :

s 4 i 1 Z‘Bb(x,xo,r)\ 1 ;
ya = erCP Lﬁa(x’r) + e (Y*%%(x,r) + 3 /+ (Ga)? (...)

. ! ZB(X,-—X ,r) 0
+ eW\: Y-8(x,r) +-1—\ t_’_1(11 r) - . j (14))? (...)}

Les termes obtenus vérifient les équations de propagation usuelle le long des
bicaractéristiques.

3) Ainpi, pour t =1 (par exemple), la solution approchée & 1l'ordre O

5 5 G,

y®(x,x) = 7 (2o (x,7) + ) + P (50 (x,r) +

o
X

+ [ o ( B(x,7,r) + Ea—(x T,r))ar

=X
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pour r = O donne une solution approchée & l'ordre 0 par un développement usuel

y:B
i 2
PG+ 5g

et pour T £ 0, redéveloppée en %D- » 8a partie approchée d'ordre 1 donne les

développements usuelsdtordre O le long des deux bicaractéristiques.

Remarque

Dans tout ce qui précdde, on a supposé (M4 (D)) & coefficients constants ; par
des modifications faciles, on étend les résultats aux cas ol seule la partie prin-
cipale (H (D)) est & coefficients constants ; cela tient au fait que les équa-
tions de propagation obtenues, qui deviennent a caefficients non principaux va-

riables, sont, en dimension réduite, & caractéristiques simples et hyperboliques.

Remarque

Les calculs précédents permettent aussi de déterminer des solutions asymptoti-
ques dont les coefficients Y; goient €% en (x,r) pour r assez petit,
aingi que les coefficients Zp pour ~x°=1s xo, r petit; cela résulte encore
du fait que les systémes qui déterminent les v*p sont, en dimension réduite, &
caractéristiques simples et hyperboliques.
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