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SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES D’UN SYSTÈME

A CARACTÉRISTIQUES DE MULTIPLICITÉ VARIABLE*

par Jean VAILLANT

Nous nous proposons ici dt étudier les systèmes d’ opérateurs différentiels linéai-

res dont la partie principale est à coefficients constants et fortement hyperbolique
dans le cas où le cône normal caractéristique admet un point double différent de

l’origine au voisinage duquel la multiplicité varie; les cas de systèmes à caracté-

ristiques de multiplicité localement constante ont déjà fait l’objet d’études pour
une bibliographie desquelles nous renvoyons à [13], [14]. En particulier dans [14]
on utilise la localisation au sens usuel de l’algèbre commutative des polynomes.

Pour une équation à coefficients constants, Atiyah, Bott, Gârding il ] , ont montré
le lien entre les solutions élémentaires des "localisations", au sens de irdrmander

du polynome différentiel, en particulier aux points singuliers et les singularités
de la solution élémentaire de l’opérateur initial. 1
D’autre part nous disposons d’articles de Ludwig [719 [8] où le problème de Cauchy

pour un système d’ ordre 1 à caractéristiques de multiplicité variable dans un espa-
ce de dimension 4 est traité à l’aide de développements usuels oscillatoires généra-
lisés sous des hypothèses convenables mais surabondantes (forte hyperbolicité et
existence de vecteurs variant analytiquement et formant des bases de noyaux de la

matrice caractéristique et de sa transposée au voisinage du point singulier) ; en

particulier est étudié ce qui se passe pour des phases se rapprochant de la phase

singulière. Nous reprendrons ce procédé dans des conditions que nous résumerons

dans un instant, car il nous permettra commodément de mettre en évidence, comme

usuellement, le lien entre l’hyperbolicité du système et les calculs formels de dé-

veloppements asymptotiques qui sont à la base d’ études plus complètes de ces opé-
ra,teurs.

Au paragraphe 1, dans le cas d’un système d’ ordre t fortement hyperbolique,

lorsque le cône normal caractéristique admet un point double, nous déterminons,

quelle que soit la dimension de l ’ espace, le développement oscillatoire correspon-
dant à la phase singulière. Nous avons utilisé le critère de Svensson [11] et des
calculs précédents de ainsi que le mémoire [1]. La pro-

pagation est décrite, non plus par des équations différentielles ordinaires, mais

par un système fortement hyperbolique de 2 équations aux dérivées partielles du

1er ordre dont le cône caractéristique se "réduit", en tous cas, à celui de l’équa-
tion des ondes à 2, ~ ou 0 dimensions d’espace.

*) A paraître au Journal de i’1athématiques Pures et Appliquées.
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Au para~raphe 2, pour pouvoir obtenir au paragraphe 3 des développements vala-
bles pour une phase voisine de la phase singulière, nous avons démontre, sous les

hypothèses du paragraphe 1 un théorème qui indique, en bref; que pour un point
double du cône normal caractéristique (hyperbolique par rapport à N ~ (1,0, , ; , ,~} ~,
et pour toute courbe analytique dmis un voisinage de la projection "horizontale"

de ce point 0), qui se "relève" sur ce cône suivant 2 courbes analyti-
ques d’après le théorème de Puiseux (cf. Chaillou [4J), (que nous supposerons non
tangentes entre elles), on peut construire le long de ces relèvements des vec-
teurs d , d" (reap. fonctions analytiques formant une base du noyau de

la matrice caractéristique (resp. de la matrice transposée), y compris au point
singulier. Ce théorème est à rajpprOCh9r d’un théorème de Rellich [9] sur les
perturbations analytiques des opérateurs autoadjoints dans un espace de Hilbert

ayant une valeur propre de multiplicité finie isolée ; ce théorème de Rellich
était utilisé par Ludwig pour obtenir les vecteurs en imposant des hypo-
thèses de symétrie que nous laissons de côté.

Au paragraphe 3, nous construisons des développements oscillatoires, qui per--
mettent dtapprocher la solution, valables aussi pour des phases voisines "pa.r
arcs" de la phase singuliére ; on les définit, suivant [8], en ajoutant aux ter-
mes habîtuela un terme intégral qui traduira pour la phase singulière, le fait

que 1~ propagation n’a plus lieu le long de rayons mais dans les cônes déterminés

au he 1. Ces termes, redéveloppéa en -J- lorsque la pmse pas au paragraphe 1. e termes, redéveloppés en 
1(,1) 
q la phase es pas singu-

lière, redonnent les développements usuels ~ Nous avons utilisé des développe-
ments en Àà

il est évident que l~on pourrait réussi bien utiliser des fonctions f 
p 

satis-

faisant à f ~’ w f 1 e Les propriétés de régularité des coefficients des déve-
p p-

loppements sont précisées ; les calculs de mineurs nécessaires sont indiqués ; ce

problème était laissé de côté dans [8~~ Notre étude est faite encore pour un

espace de dimension quelconque et des opérateurs d tordre t .

Les références que nous indiquons ne constituent pas une bibliographie complète;
nous renvoyons à la bibliographie de ces références,
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§1
a) Un point x de l’es 1~ ce a des coordonnées un indice

latin i varie de 1 à n, un indice g~ec a varie de 0 à n . On pose :

y est une fonction vectorielle sur à valeurs dans les coordonnées

de y sont : ~y~ , ... ,y~ , ... ~ÿ ~ ~ B varie de 1 à m .

On emploiera. souvent la c onvent i on de s o~,t i on pour les indï ce s 

h désigne un opérateur différentiel linéaire matriciel à coefficients cons-

tants ; h(D) = (1t(D», 1 ~~ ~m , 1 ‘ s ~ m 9 chaque lf est un opérateur
différentiel d’ c~rdrs au plus t ; on étudie le système

On note It (D) la partie homogène de degré t de lf (D) et on la suppose à
coefficients réels.

g désigne une forme sur de coordonnées o .. ~ n . . 

. 

On suppose que le déterminant H de ~~ ~~ ~ ~ est non nul.

On suppose que est fortement hyperbolique par rapport à N, N = (1,0,...,0)
et que r~ est un point double, différent de 0, de la variété algébrique ~H~
définie par Ht~ ~ ~- 0 ; 

pour tout ex, en posant

non identiquement nul.

. On sait, ~[1 ~, [4]) que K 11 est hyperbolique.

On note ~~ le cofacteur dans la matrice caractéristique ; il résulte

de [6] ou [ 11 ~ pour 

Comme TT n’est pas un point triple, il existe au moins un mineur d’ordre

m-2 de (~) non nul pour TT. Sans apporter de restriction, on peut supposer

que c’ est le mineur obtenu en rayant les 2 premières lignes et colonnes :

0 .

b) Le critère de Svensson [11, p. 160) implique l’existence de
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et que

aù C est une constante (indépendante de r et § ) et 1 désigne la norme
euclidienne

On en déduit que :

Et en développant par rapport à r :

et R Tf sont des polynômes en § 1, r .

n a encore :

et en faisant tendre r vers 0 :

Considérons alors la m~trice :

Il résulte de l’ïdentité de Jacobi :

que le déterminant de cette matrice est égal à :

la ~trice inverse prise pour 
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existe quel que soit § et, de (1) et à nouveau du critère de Svenoson, il ré-
suite que la ma. trice 3e est fortement hyperbolique par rapport à N , On a

donc la

PROPOSITION I . La matrice,

est fortement hyperbolique x N .

Rema.rque. Il résulte de l’ identité d’Euler que :

Les directions de dérivation sont toutes dans le plan n = 0 .
a

c) Nous aurons besoin de construire des bases du noyau de (~(1T) et des baees du

noyau de la matrice transposée. Nous donnerons une première construction adaptée
à la détermination d’une onde asymptotique au d).

On notera ~’~ le cofacteur de , 3 ~ ~ ~ dans le 

et Aî 2 le cofacteur de If dans le déterminant Ai et de façon analogue les

éléments transposés.

On définira le vecteur ~ de par ses coordonnées ~[~~], [13]) :

et le vecteur 63 par s

Il sera c om~node , au § 2 . 3, de noter aussi N = = 8’~ .

De même, on dé~finira ~ et y* par transposition.

On vérifie que :

et que ô~ et 6, sont linéairement indépendants.

De même :

et f et y2 sont linéairement indépendants
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On posera aussi

d) On pose :

de sorte que :

On cherche une solution sous forme d’onde asymptotique de phase cp ([5], [8],
[14]).

~~ indéfiniment différentiable.

On annule le coefficient de dans h(D)y

Dtoii :

OÙ W 1 et 1.1.. t sont indéfiniment différentîables.
t t

En annulant le coefficient de on a :

est la partie homogène de degré t-1 de la matrice (12.1) -
Les conditions de compatibilité de ce système en 2f ~ 1 ~’écrivent :

Ia matrice caractéristique de ce systëme :
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est égale à la matrice:

Elle est donc fortement hyperbolique par rapport à N d’après la proposition I.
Le problème de Cauchy pour 0 plan initial et ‘~ + fonctions inconnuest t
est bien posé dans On détermine de même tous les y .

e) Les vecteurs ne sont pas linéaire-

ment indépendants, car cela entraînerait 1 tultr~~perbolîcitë dka déterminant de
la matrice K.

On a vu que :

avec

On a toujours, à cause de l t hyperbolici té de K TT par rapport à N ,

et se décompose en carrés sous la forme :

La forme quadratique :

est donc positive de signature +,+ ou + , ou est identiquement nulle. On

aura donc 3 cas :

1 er cas. A a pour signature +,+ , c 1 est-à-dire K a pour signature +,-,-..

1 
Il y a trois directions de dérivations linéairement indépendantes parmi

puisque la dimension du noyau

de K est (n-2 ~ ~ et est égale d’après Ithyperbolicité forte la di-

mension du sous-espace orthogonal aux quatre vecteurs ci-dessus.

La dimension réduite" de est donc 3 et la propagation a lieu com-

me pour 1 ~ é~ua,tion des ondes à deux dimensions d~ espace. Dans le cas n = 3 9
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on retrouve le cas du "point conique" de [8]. Ce cas n’existe pas pour n  3 .

Nous dirons par suite encore que 17 est un point conique.

2e cas. A a pour signature +, c’est-à-dire K TI a pour signature +,-Li.

On voit de même qu’il y a deux directions de dérivation linéairement indépen-

dantes. La dimension réduite de K est 2 et la propagation a lieu comme pour
TT

Inéquation des ondes à une dimension d’espace. Dans le cas n = 2 , on retrouve

le cas de la "self intersection" de ~8~. Ce cas n’existe pas pour n  2. Nous

dirons encore que rr est un point de self intersection.

3e cas. 6 ae 0 p est un carré, les quatre vecteurs ont la même direction.

Il y a propagation le long d’une droite "bicaractéristique". Ce cas contient

le cas où la multiplicité est localement constante au voisinage de ~r que nous

avons déjà étudié par ailleurs [14]. En général, deux nappes de [H] sont tan-

gentes. Ce cas sera laissé de côté dans la suite.

THÉORÈME I. Les coefficients des solutions oscillatoires correspondant à une ha-
se dont le adient est un oint double du cône normal c~,ractér~.sti ue sont dé-
terminés par des systèmes linéaires fortement hyperboliques, â mêmes parties
principales, de deux équations du ter ordre à deux fonctions inconnues dans un

espace de dimension au plus 3. 

~ ~2
Nous rappellerons d’abord un résultat de ~[1~, E4]) que nous adapterons à notre

étude i

~ = r0,~. ,, est un élément non nul de ~+1 ; ! 
1 I 
I q

PROPOSITION II. Le polynôme s

se factorise sous la forme :

où les fonctions

sont en fait analytiques, réelles, telles ue B"(0)=0 .
Q se décomposerait d’une façon analogue en faisant intervenir les racines au-

tres que la racine double n de Inéquation en 1 0 , H(i =0 .
o o o 1
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LEMME I. On posera

Du fait que

on déduit en dérivant deux fois:

qui exprime que les tangentes en TT aux courbes

appartiennent au cône (hyperbolique par rapport à N) (K (r) = 01 -
On remarquera que :

On fera l’hypothèse

Cela revient à étudier les droites passant par (11.) telles que les tangentes1.

aux courbes correspondant sur la variété ~~~~ ~ ~ 0) ne soient pas confondues.

Nous poserons pour simplifier les notatîons t

Remarques

1) Les résultats suivants s’obtiendraient aussi bien si on remplaçait les droi-
tes r ~ rg par des courbes analytiques :

d’après le théorème classique sur les eériee 

2) Si 11(l-L.) = 0 , on a nécessairement :
1

et les égalités analogues pour les autres mineurs. En considérant le développe-
ment en r de 1 (n + r~ + ;~’ (r)N), on voit que r = 0 est racine double de

cette fonction.
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Cette remarque peut servir à généraliser au cas 6(1J; ~ ..) = 0 les calculs que

nous allons faire dans le cas 0 .

On notera, si g ~ A(cr) est polynomiale :

De l’identité (2), on déduit les lemmes :

LEMMEII.

LEMMEIII.

et l’identité transposée.

LEMME IV. 
,

et lliclentité transposée.

LEMME V.

et l’identité transposée.

On peut supposer 0 (Lemme III). Puisque il"’ 4 p" , on ne peut avoir

à la fo is :
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et

En choïsïesant convenablement les notations y on peut donc supposer que :

On posera .-

et l’on distinguera quatre cas s

Dans ce cas, on posera :

Démontrons que les vecteurs a.+ (0) et d7 (0) sont linéa~ire~ent indépendallts a
On vérifie à l’aide des lentes précédents que :

Comme et

on a :
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De même ~~ t0) et g’ (~~ sont linéairement indépendants.

On posera alors

Pour d’(0) et d7(0) les résultats du 1 er cas restent valables.

Montrons que g+ (0) et g’ (0) sont linéairement indépendants.

On a :

Si ce déterminant était nul, on aurait :

d&#x26;~ 
~ 

dA~
et comme -~2013(o) = 0 d’après le lemme II et 2013r-(0) = 0 , dans ce cas, on au-

rait (lemmes IV et 

aussi :

soit :

et par euite :

ce qui n’est pas.
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On pose :

Patr un calcul analogue à celui du cas 2), on voit que e (0) et d7 (0) sont li-

néa i r ement indép enc3ant s ; par un calcul analogue à celui du cas 1 ~ pour les g~’ ~ 0 ~ 9
on voit que e (0) sont linéairement indépendants.

On a alors en effet, sinon on auraxt :

et par les lemm~es IV et III z

= ~- , ce qui est exclu.

On pose alors 1

Les vecteurs ci’’ (0) , a.- (0) sont linéairement indépendants comme dans le cas 3)
et g~’ (0) et ~‘ (0) le sont comme dans le cas 2).

Dans chaque cas maintenant on construira des vecteurs e (r) , c’r (r) tels

que :

i) dte(r) soient des fonctions analytiques de r

pour tout r .

A+(r) et dir) soient linéairement indépendants pour tout r d’un

voisinage de 0.
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Dans le premier cas, il suffira de poser :

et

Les autres cas se traiteront de façon analogue. On obtiendra de même aussi les

gr- (r) relatifs à la matrice transposée.

On a le d

THÉORÈME II. Pour toute droite de direction, dans pas-

paramétrée par r de sorte point de cette droite soit

(0,11. + r~.), on eut construire des vecteurs ~(r), (resp ui soient.
1 i ..- . " . -.... -.......  ’- ..&#x3E; . lmws

dans un voisinage de r = 0,

i) fonctions analytiques de r 9

ii) tels ue, our r / 0 , e ~r~ , (resp Et ~r~ ~ sait une base du noyau de
+ rp, + À+ (r)N», (resp de sa transposée) et cr (r~ , (resp g- (r) soit une

base du noyau de (Ilg (n + r4 + ~,- ~r~N~ ~ , (resp de sa transposée) ;

our r = o, et d7 (o) , (resp 9F (0) et ~’ ~U~ ~ forment une base du.

noyau de (1%(n», (resp de sa transposée).
Les vecteurs ainsi construits auront des propriétés supplémentaires utiles dans

la suite.

PROPOSITION III. On a :

Démontrons, par exemple, la première égalité. On a pour tout r v

et en posant ~ " ~~ = ¿p/r) (cette notation sera justifiée par la suite)
et en utilisant la formule de Taylor pour le polynôme 0+x+ ,n. + rgi) et sa~ o i 1

première variable pour la valeur TT0+Â- :
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Si r - 0 et r ~ 0, ~~ {r~ ~ ~~ ~r~ , on peut donc diviser

par ~T et à la limite on obtient Inégalité cherchée.

LEMNE VI.

On a :

d’où.:

- où, -à l’aiàe de la fonmie de Taylor :

donc

Si r tend vers a , on obtient t

Le résultat déduit à l’aide de la proposition précédente.

PROPOSITION IV. On pose :

et de même pour p"~(r).
On a ainsi défini deux vecteurs de fonctions analytiques de r dont

les directions, pour sont celles de vecteurs bicaractéristiclues clas-

sictues.
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On a. our tout r , :

C+ (r), C- (1) sont des fonctions analytiques réelles dépendant de chaque cas de
la démonstration du théorème II leur nature est précisée au cours de la démons-
tratio~

Les directions de p+~0~ t sont donc les limites des directions des

vecteurs ~icaxactérïsti ues classiques.

p+, p- sont les de ~u+ ,~ . ~ et (~’,t~) par rapport à K i
1 1 -. "-- ~t

En effet, si r/0 .

d’aù, si r tend vers 0 :

avec

De même, dans le cas 1 ~ précédent :

De plus :

et :
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Enfin :

et Inégalité analogue pour P+a (0) -
Les autres cas (2~, 3), 4» donnent des résultats analogues

COROLLAIRE.

Cela revient à dire que :

et 1 tégalité ana3.ague, d’après l’ ide~tité d’Euler.

On peut aussi obtenir ce corollaire par une démonstration semblable à celle

d~t Lenme VI.

Imm vii - 
r. B

est fortement hyperbolique par rapport à N .

Cela résulte du critère de Kasahara Yalsagati [6j, (ou de C61.n de Str2Zlg [10J et

Svensson[11]). On a (cf. § 1 ~ :

avec puisque d+ (0) et ~" ~~~ forment une base. De même

pour ~ ~ Q ~ ! g".~ ~ ~ avec y+ , y-.
On en déduit facilement que :

det W 9 est donc hyperbolique. Enfin, comme au § 1, tout g tel que = 0

soit la racine double de K (~) correspondante annule la matrice ? 4 (g).
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LElVnvIE VIII. On a

ou bien :

ou bien:

et

(ceci ne pouvant se produire que dans le cas de la "sel£-intersection".)

Notatîons. On posera :

Explicitons l’identité :

sous la fo=e -

On en déduit
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qui va permettre d’ébudier Jà~ ~ S i tous les autres éléments ayant étéqui va permettre dtétudier 
1 ~l j 9 tous les autres "l’ ts ayant é e

déjà calculés explicitement.

On obtient :

En considérant la forme bilinéaire symétrique,

on déduit du fait quelle est positive (D(4,g) = a(4» et de l’ inégalité de

Schwarz que

quels que soierit 4 et (

On a donc

soit :

soit -.

soit :

Mais en fait on a :

(1e+- i = 0) implique (J("+ i = 0) et réciproquement.
~ kl

Nous démontrerons cette relation en remarquant que :
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Si, par exemple, t.- 1 =0 ,K a pour signature +, -, on est dans le cas de

self-intersection ; si (§ i) 4 0 est racine et ï 0 la racine double cor-

respondante de I~ n , on a :

et tout § vérifiant cette relation doit annuler la matrice, puisqu’elle est

fortement hyperbolique. On doit donc avoir :

implique

Comme puisque il faut donc :

pour tout i

et comme ~ 1 e~mme ~’I ~ :

il faut :

Soit à l’aide du corollaire de la proposition IV :
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c’ est-à-dire que :

On a de même 

Nous utiliserons plus tard la matrice de polynômes à (n+2) variables :

On a la s

PROPOSITION V. La ~trice ~ est fortement er~oli u.e r ra£Eort à :

(N,0) = (1,0,...,0). En effet:

La signature de cette forme quadratique, d’après le lemme VIII est soit +,-,-,

soit +,-.. Dans c~que cas on vérifie facilement la forte byperbolicité de la

matrice.
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On définit :

-:- ,

et i.,8j :

aO O

On posera s

On cherchera des solutions asymptotiques de la forme :
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où sont des fonctions analytiques de x et de r dans un voisina-
p

ge de o ,

et ZB (x,T,r) sont des fonctions analytiques de x, de T et de r dans un
p

voisinage de 0 .

En remplaçant yE’ par ce développement dans le système étudié (on pose
~, .4.

on obtient :

Chaque est une série formelle du type àe f .
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On est conduit à imposer à e.13 les conditions :
t

qui seront réalisées en les choisissant sous la forme :

t sont analytiques en x,r .t

On cherchera ZI sous la forme :
t

où V~ sont analytiques en et ne dépendent pas de r .
t

On remarque que :

On a alors :

et en intégrant par partie
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En regroupant les termes et en simplifiant, on a :
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Le terme en s’écrit encore s

Nous imposerons à e. et deux conditions qui nous permettront de les

déterminer et par la suite d’obtenir aussi Soit :

Or on remarque que, r ~ 0 :

et par suite cette expression est nulle pour tout r .

La première condition s’écrit donc en fait :
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soit, compte tenu de la proposition IV :

où c+ (r) est analytique en r et telle que C~’ ~Q~ ~ 0 .

Ut pour chaque r est déterminé par une équation différentielles du premier
ordre.

Si, comme usuellement, on suppose connu on détermine t t

Q(r) fonction connue analytique en r .

Avec des conditions d~aj~tioitc évidentes sur estt t

analytique en x et r dans un voisinage de 0 .

En remarquant que, d’après la proposition IV :

on obtient aussi en fonction des données de façon explicite ;
t

est analytique en x . dans un voisinage de 0 .
t

On obtient de même Trt et 

Nous chercherons sous la forme

Le terme intégral s’écrit alors (sous forme résumée) :

Comme dans le calcul précédent de B~(grad ~)[V~ + le terme analo-

gue en ~,~.~ , donnera des termes en 
reste donc :
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Cela nous conduit à imposer deux conditions différentielles à V~ et V-t quit t
nous permettront de les déterminer et par la suite d’obtenir un vecteur 
annulant le terme intégral et régulier. 

t+

Soit :

et

Compte tenu des propositions précédentes 1, la matrice caractéristique de ce oys-
t~e en e. 9 V-. de deux équations aux dérivées partielles est la motrice précé-t t
demment notée t et on a vu que cette matrice était fortement hyperbolique. De

plus, les i)yperplans x0+T = 0 et = 0 sont caractéristiques, puisque les
formes annulait 

Or on connaît c’est-à-dire la restriction de Vt à 1 j ~y~~erp~
0 t 

... 

t
X +T - 0 et de même la restriction de Tl a 1 ~~tperpla,n 0 , On obtient.
par en se ramenant à Inéquation des ondes à trois variables d’espa-
ce, Vt et 11-t comme fonctions analytiques de ~x,z ~ , dans un voisinage de 0,

. 

t 
. 

t 
o cen particulier pour -x 0 r ~ x~ .

r;1 sera cherchée sous la forme
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Les conditions (4) et (5) vont permettre d’obtenir une solution particulière
de (3) analytique au voisinage de 0.

En effet (3) s’écrit sous forme abrégée :

est analytique au. voisinage de 0. .

Nous allons mettre en évidence le changement de rang pour r = 0 , On suppose-

ra qu’un indice surbarré varie de 1 à 2: 1 ~ i :-5 2 et on utilisera des cal-

culs de mineurs analogues à ceux de ~ ~ 2 ~ . On rappelle qu’un indice surmonté

d’un - varie de 3 à m ~ 3~~~m* (On convient que o-i est l’élément de

fi 12 ] différent de 1 ) .
(3) équivaut alors à :

soit, puisque ~~+(r) ~ 0 au voisinage de 0

N
et en remplaçant dans la deuxième ligne à 1 iaide de la première ligne et ent+l
effectuant des calculs de mineurs :

On montrera d’abord que la 0 implique que (9) et

(10) sont proportionnellea pour tout r. On fera les calculs dans le cas du

choix 1 ) pour g, g- ; les calculs dans les autres cas sont les mêmes

aux notations près.
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i) On montre que :

Eh effet,, pour r/0 :

De l’identité (cf. [2] p. 115) :

on 

ii) On montre que l’égalité obtenue implique que (9) et (10) sont compatibles, ou
plus précisément que ces deux équations se réduisent à ~9).

En effet, si 0 , (9) stécrit :

soit [2] :

soit :

Si if+ =- 0 , on a aussi ~+= 0 et le résultat est évident.

Il reste à trouve~ une solution particulière analytique au voisinage de 0

de :

On sa i t que :

et aussi (2e condition de compatibilité)

( FA (0) signifie F"(x,0) .)
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l~i~ ces conditions afécrivent aussi bien :

et "’fA (0) = 0 , s’écrit d’après la définition de y) du § 1 :

Comme (r) a r = 0 comme racine simple g on en déduit sans di£f1culté une
solution analytique particulière de (9) (11). 1

On se propose enfin de choisir (~t+1) analytique et tel que la fonc-

tion à intégrer dans (6) soit nulle pour .-x° ~ T ~ X0$ On est donc coudait à

étudier un système de la forme :

où. G’ est analytique en (x,ir,r) au voisinage de 0 .

Comme précédemment ce système s’écrit encore:
/1 -

Il faut trouver une solution particulière analytique au voisinage de 0.

On sait que (GA (0) signifiant 

soit encore :
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On remarque que :

ainsi que :

et que

On a alors pour r 4 0, par les formules de Cramer une solution particulière
analytique s

et une fe analogue pour

On a encore :

et la £ommle analogue, qui montrent, puisque lton a (16), (17), B estest

aussi analytique à 1 ~ origine par rapport a toutes- les

variables, On a donc bien annulé les termes en (iw) et de h D .
On détermine de même les YB et Z8 et on obtient ainsi une .a3YJI1Ptoti-

p P 
..

que. On peut en déduire des solutions approchées de tous ordres 151.

Enfin on peut résoudre formellement le problème de Cauchy à données singulières
sur un hyperplan dans x° = 0, variant avec r, comme usuellement (0£. [ 14 ~ ~ ·
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RemarQue.

1) Pour r = 09 le développement obtenu stécrit :

on vérifie que :

et

vérifient des équations équivalentes aux équations de propagation déterminées
au§1.

Comme U.(x,0) et U.(xy0) sont déterminées par les équations limites dest t

équations usuelles le long de bicaractéristiques, on voit que, pour une direction

d’hyperplan singulière s ’ajoutent aux termes usuels les deux termes inté-

graux ci-~des~~u.s ’’se propagean:6’ en général dans un cône.

2) Pour par intégration par parties, utilisant 4l T / 0, on obtient :

Les termes obtenus vérifient les équations de propagation usuelle le long des

bicaractéristiques.

3) ~2insi , pour t = 1 (par exemple), la solution approchée à l ’ordre 0



34

pour r = 0 donne une solution approchée à ltordxe 0 par un développement usuel

et pour r ¡. 0, redéveloppée en ~ ! sa partie approchée d’ordre 1 donne lesiw

développem,entausuelsdtordre 0 le long des deux bicaractéristiques.

Rema, . ue

Dn1s tout ce qui précède, on a supposé ~h~ ~D~ ~ à coefficients constants ; par

des modifications faciales, on étend les résultats aux cas où seule la partie prin-

cipale est à coefficients constants ; cela tient au fait que les équa-
tions de propagation obtenues, qui deviennent à coefficients non principaux va-

riables, sont, en dimension réduîtee à caractéristiques simples et hyperboliques.

Remar ue

Les calculs précédents permettent aussi de déterminer des solutions asymptoti-

ques dont les coefficients y3:. soient en (x,r) pour r assez petit,

ainsi que les coefficients Z p pour -x 0«-5 r petit; cela résulte encore

du fait que les systèmes qui déterminent les 1f sont, en dimension réduite, à
p 

.

caractéristiques simples et hyperboliques.
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