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5.1

PROBIIIES MATHEMATIQUES
DE LYEQUATION DE BOLTZMANN RELATIVISTE

par Guy PICHON

Ce mémoire est consacré a 1t'étude de 1l'équation de Boltzmann relativiste et plus
rarticulidrement a ll'opérateur intégrol de l'équation compléte, & celui de 1l'équa-—~
tion linéarisée et au probléme de Cauchy.

Ltopérateur intégral de 1*érmation compléte dépend essentiellement de la section
efficace de choc h(< p,q >,cos 6) laquelle est une fonction de 1l'énergie < p,q >
et de l'angle 6 de déviation., Sous la secule hypothése que h est une fonction
symétrique de cos 6 nous obtenons des propriétés générales de cet opérateur qui

ont en particulier comme conséquences le théoréme H et le théoréme des momcnts

(e£. [11).

la seconde partie est consacrde & la linéarisation de 1'équation. Des études
ont déjd été faites pour étudier 1'équation de Boltzmann au voisinage de la solu~
tion dtéquilibre a e")‘p et ceci par des développements & l'aide de diverses fa-
milles de polyndmes (cf. par exemple [3], [123, [13]). Ici nous nous plagons en
Relativité xcstrointe et cherchons une solution sous la forme
Ap AP

F=ae ?(e 2+ef)

en négligeant les termes en ¢° et sans préjuger de la forme de la fonction f .
Cette derniere satisfait alors & 1'équation lindéaire :

(1) E 2L . k() + o)
b

K étant une fonction et G un opérateur intégral ne dépendant que du moment p.
Avec une hypothése simple sur la section efficace de choc, nous étudions le compor-
tement asymptotique de la fonction X(p) et obtenons des propriétés remarquables
pour llopérateur G , & savoir que G est un opérateur de Hilbert-Schmidt dans
1ltespace ¥ des fonctions de carré sommable en p et que - K(p) + G est un
opérateur dissipatif.

Pour étudier le probldme de Cauchy pour 1l'équation (I), nous effectuons une
transformation de Fourier par rapport aux variables d'espace (x‘]) et nous rame-
nons a une équation de la forme :

oF ~ -
(11) === (A(F)+G)E ,

>x°

A(y) étant un opérateur de multiplication dans ¢ dépendant de la variable d'es—

pace y 3 mnous pouvons alors appliquer la théorie des semi-groupes d'opérateurs
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a4 un paramétre. les propriétés obtenues pour les opérateurs K et G permettent
alors une Stude trés précise du spectre de 1l'opérateur A(y)+G . A 1l'aide d'une
technique déja utilisée par Arseniev pour un problime analogue (cf. [11]), nous
montrons que ce spectr est tout entier dans un demi-plan Re y < =do avec do > 0
ce qui a pour conséguence imporiante gque la solution du probléme (II) a pour limi-
te O quand x° =+ o au sens de la norme de l'espace des fonctions de carré
sommable en p et y . Enfin, nous montrons que le probldme de Cauchy pour
1'équation (I) a une solution unique en un sens que nous précisons et nous étu-
dions le comportement de cette solution quand 1 5t

I, L'équation de Boltzmann.

Dans cetite premierc partie, nous allons rappeler 1l'expression de l'équation de
Boltzmaym en Relativité générale et en l'absence de champ électromagnétique. Pour
1tétablissement de cette équation, on pourra consulter (1], [2], [3]. Sur la va-
riété espace temps V4 on désignera par g&B le tenseur métrique (cf. [4]) de
signature (+——). Ia vitesse de la lumidre sera prise pour unité., ILe fluide
étudié est constitué d'un seul type de molécules. la masse d'une molécule est m

et son quadrivecteur moment sera désigné par P, ou 4q .

Etant domné deux champs de vecteurs u et v quelcongues, nous poserons 3

ur = g g WP et < u,v > = /| (uv)®-(uu)(vw)| .

En particulier, on a :

!

pp = ¥ < p,q> =/(pa)°-oF .

Dans llespace tangent au point (%) de ¥ o désignera par P 1le demi hyper—
boloide d'équation :

o B

(o]
g _ pp  =m;p >0.

oB
Sur P nous prendrons la forme élément de volume invariante (cf. (3]) :
aP = “——"—f dp! dpPdp® .

P

la provavilité pour qu'lune moléculc de moment p se trouve au point x = (xg)

de V4 est décrite par la fonction F(x,p).

Une moldcule de moment p rencontrant une molécule de moment q , elles se re-
trouvent aprés le choc avec, comme moments respectifs, p! et q!'. Nous suppose-

rons les cihocg élastiques, clest-a-dire les relations :

prq = ptug? PP = g = p'p! = q'q' =n” .
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On vérifie alors aigément les relations :

rqa = p'q! et <p,q>=<pla'>.

Quand x est fixé, nous ferons llabus Mabituel de notations : F(x,p) = F(p) .

LYEQUATION DE BOLTZMANN
Elle stécrit (cf. [1]) :

(1.1)

o les

IS o)
¥ oF “ pvpp oF = I(F)
oxr e oY

Ffo sont les symboles de Christoffel et I wun opérateur intégral :
B

I(F) J‘P' IQ [F(p*)F(a!) - F(p)P(a)]< p,qa >H(p,q,p')dP'dQ .

Ltopérateur I est compléetement déterminé quand on connait la fonction H(p,q,p').
Dans le cas du choc élastique, on peut prendre

(1.2)

H(p,q,p') = (p+a)(prq)

S n(< p,q >, cos 6)6((p~p*)(p+a))
?

ou & désigne la mesure de Dirac et h une fonction dépendant seulement de deux

arguments, i savoir < p,q > qui est un terme d'énergie et cos 6 , © étant

1ltangle de déviation. De facon plus précise pour calculer I(F) , on peut se
placer dans une premidre phase dans l'espace & 3 dimensions orthogonal au vecteur

P+ et rapporter cet espace & un repere orthonormé ¢,7,L avec

P4 ¢
’ /2 (pa-nf ) 8 i'
En désignant par 6 et y un Y

systéme de coordonnées sphériques de

la projection D' de p' sur cet espace, é/////<%re L\\
on a 3 g€

(1.3)

\4
=

‘/ —mg
/2
q! = 2%2 -= p%f (€ sin © cos § + T sin 6 sin § + ¢ cos ) .
L /2
On vérifie alors aisément que 1l'on a :
2(pa=pp!
1+ cos 3 = _&22_22_2
pg~m

et que 1'on peut écrire (cf, [1])
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2

(F(2")P(a*) - F(p)F(q))n(< p,q >,co8 8)sin 8 dody]

1) - [ <pa >dQ[ijO

o p' et q' sont donnés par les formules (I.3).

ETUDE DE L'OPERATEUR I,
Pour étudier quelques propriétés importantes de l'opérateur I nous poserons
dans la formule (I.3) :

o =58inJd cos y+ |sing siny+cosg et do = sin o 49 dy .
Pour abréger les notations, étant donné une fonction f(p) , nous poserons :
) =£f, fla)=5 , £p) =12 , () =-4g
et pour deux fonctions f et g ¢
(f,8] = 3(f'g! + £/ - fg - §,8) .

Enfin nous utiliserons la formule démontrée par Chernikov (cf. [1]) et aisée & vé-

rifier : étant donné une fonction ¢ des trois variables p', q', p ona :
(1.4) [ o(p'at,p)e((pt-p)(pt+at))ae = [ o(p',a',p)6((p-p')(p+a))aq
ou, dans la deuxiéme intégrale, q' = p+q-p' .

Soit alors &(p,q) une fonction de p et q , posons :

T[\f’?] =f (é(p' 9‘1!)"@(]?1‘1)) <p,qa> H(p9Q.9P')d-P'dQ
et @(P) étant une autre fonction de p , considérons
[ 2laip(p)aP = [ (e'-2)¢ < pya > H(p,q,p')aP'dQdP .

Effectuons le simple changement de notations : p = p! g >q! il vient :
[ mlele(plar = [ (e-2%)p* < p%,q' > H(p',q',p)dPdq'apP?

= [ (e=")y*(pr+a?)(pt+a")n'8((p'-p) (p*+q?))dPaqrapt
soit, en utilisant la formule (I.4) :
J Tlalp(plar = [ (a—2t)e! (p+a) (p+a)n(< p,q >, cos 8)6((p~p")(p+q))dP'dqaP
ou, dans &', ona qf = ptg-pl.
On a donc, en utilisant la formule (I.2)
Jrls3e(p)ar = [(2(p,a)~e(p',a'))e(p?)< pya >H(p,q,p')dPaPdQ .

Dot 1'on déduit

! Aﬁ
(1.5) ifTE@Ecp(p)dP = 5 | (&-2")(5'~p)< p,a >H(p,q,p*)dPaP'aQ
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Nous allons eincore transformer cette expression. Elle s'écrit :

T2
[T(23e(p)a® = & [ < p,q >dPAQ Jrofo (2(p,a)-2(p',q")) (p'-p)h sin 6 dedy

o, dons 1'intégrale de droite, p' et q' sont donnés par les formules (I.3).

BEffectuons le changement de notations P > q , le membre de droite s'écrit :
L [ < p,q>dPa [ (2(q,p)-e(p',a"))[¢(p!)=p(q)Ih sin & dsdy
oi p!' ot q! sont encore donnés par les formules (I.3) & cause de leur symétrie
en p et q .

Effectuons le changement de variable 9 = 6'-T , l'expression considérée

gtécrit s

2w 2m
3 [ < p,q >apan fﬁ Io (2(a,p)-2(p',a")) (o(p")=p(a))n(< p,a >,~cos 8') x

(-sin o' de'dy)
avec, cette fois=ci :

-]
p!? =2-+2—g-&;§—(§ gin o' cos ¢ + 1 sin ' sin § + ( cos 6t)
Ve

qt = p;q a Ypg-of (¢ sin 6! cos § + T sin 8! sin § + ( cos or) .
L S

En remarquant que
2m

r
I .
car il n'y a que des fonctions périodiques de g' et, en effectuant de nouveau le
changement de notations p' =2 q' et 8' -6, il vient pour l'expression consi-

dérée :
. T 2T
L [ <pa>arad [ [ (2(a,p)-~e(at,p"))(p(a")~p(a))n(< p,q >,~cos v)sin & dedy
00
ou p!' et q! sont donnds par les formules (I.3). En définitive, si nous suppo-

sons que la section efficace de choc h est une fonction paire de cos 6 et si

nous prenons pour @(p,q) une fonction symétrique de p et g , il vient :

| :
(1.6) I'I T[s30(p)apP = %j‘< p,q >dPdC fz (2(p,0)-2(p'5a") ) (¢ "+ =p=p Jhdo |
, , _ |

ob. X désigne la sphére unité décrite par o et o p' et q!' ont les valeurs
données par les formules (I.3). Cette formmle nous sera utile dans 1'étude de

1'équation linéarisée,
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Comme cas particuliers intéressants, si nous prenons
2(p,a) = 3(F(p)G(a) + F(a)G(p))

nous avons
#(p,a) ~ &(p'yq') = - [F,G]

dton
(z.7) [ Tlalp(p)ap = - %f < p,q >dPdQ Iz [F,G3 (" +p ~p=p, )hdo

et, en particulier, si nous prenons &(p,q) = F(p)F(q) alors T(3) = I(F) et
nous avons :

(1.8) E‘ I(F)p(p)dP = - ;}J“ < p,q >dPdQ J‘Z (P, FJ (9" +p' ~p=py )hdol .

II, Bquation de Boltzmann linéarisée.

Dans tout ce qui suit, nous nous plagons en Relativité restreinte, l'espace

temps g4 étant rapporté & un repére orthonormé (eo,ei) , (1, = 1,2,3). Nous

poserons alors dans ce repere

p =/uw+r® e  + Ty avec ox = -1

1 ~ ~
dP = lo dptdp®dp® =~ dp 5 D = (p',0°,0°) .
P P

L'équation de Boltzmann stécrit :

(11.1) o 8k i(F) .
ax

On sait quta 1'équilibre la fonction de distribution F(x,p) peut s'écrire

F(x,p) = alx) oMP (cf. [5])

ou a est une fonction dépendant seulement de x et A un quadrivecteur orienté

dans le temps (A° > 0) ne dépendant aussi que de X .

Nous étudions les mouvements du fluide au voisinage d'un équilibre particulier
obternu en prenant a et A constants. Nous cherchons alors F solution de
(IT.1) sous la forme :

(11.2) F = aw(w+ef)

5 . - =\
ot 1%on a posé ¢ = e =P et o ¢ est une constante assez petite pour négliger
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e2 3 £ est une fonction de x et p .

Nous ferons les deux hypothéses suivantes :

(H1) : La scction efficace de choc h est une fonction symétrique de cos 6 et
il existe doux constantes positives A et B telles que :

A(1=cos® 8) < p,g>=nh

iIA

B(1=cos® 8) < p,qa > .

(Hé) : Dans le repeére (eo,ei) , ona A° = (1+5)/AN A1 & est strictement positif.

Ia gsignification physique de ces hypotheses est la suivante :

(H1) signifie que la section efficace de choc tend vers 1'infini avec 1l'énergie

et slannule pour des angles de déviation égaux a 0 ou m ,

(Hé) signifie que l'hyperplan x_ = O qui, dans R4, portera des donndes de
Cauchy n'est pas orthogonal aux lignes engendrées par le champ de vecteurs \.

Les notations du paragraphe précédent seront utilisées avec cette légére diffé-

rence : lorsque nous prendrons &(p,q) = 2(F(p)G(q) + F(a)G(p)) nous écrirons

(F,G] au lieu de T[(&] ;3 ainsi avec cette notation T[F,F] = I(F) .

EQUATION LINEARISER

Pour lindariser 1'équation (II.1) nous calculons d'abord [F,F].

[(F,F]

F'F} - FF,

]

a2t (O'+eft) (ut+efy) - a?umd(m+€f)(uh+ef}) .
Or pour les chocs élastiques, w'q! = ww ; il vient donc en négligeant les ter-
mes en ¢°
[(F,F] = ea? (' E1eP+uf £lu P —ofuf ~u ) )
ce qui s'éerit
[F,F) = 2a%elwf,c?] &

Ltéquation de Boltzmann lindarisée s'écrit alors :

! . o
(II.B) i p’_)[ §'£ = Zaw—lT[uf,wa]
3x¥

ETUDE IE L'OPERLTEUR T

Remarquons dlavbord que T ne dépend pas de la variable x . Nous désignerons
par I llespace de Hilbert des fonctions o(p) = o(p°,p*) telles que, en posant
P = /o e, + T , onait :
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[ oW+ , v')|Pap afap® < = .

Tous les opérateurs que nous consid®revons seront des opérateurs lindaires dans 6.
Le produit scalaire de deux fonctions dans J6 sera désigné par (f/g)

(£/g) = I fzdp g imaginaire conjuguée de g .

Bn fait, pour des raisons qui apparaitront dans le troisiéme paragraphe, nous
allons étudier 1llopérateur L défini par :

L(£)

1]

-1 5
22_-03-'- Tlwf,uf] ,
p

ce qui donne en explicitant

.o

L(f) = w_t)a f (L‘J'f'wl'gﬂbffl'w'z"wf“?—wg%fl )< psq >H(p,q,p')d.P'aQ
)
L(£) = K(p)f + G (£) + & (£)

ol 1'on a posé

X(p)

[}

9955-‘]‘ o< Prd >H(p,q,p')dP'dQ

ou encoxre 3

k(p) = 2, [ e < pya >61Q(JZ b do)

et de méme :

6 (£) - -2 [ PP £(q)< p,a >(p,a,0)aPraq
P
6 () - -2 o) s(a)< pig 200([ hedo)
p
et enfin :

1
Gy (£) = 3= [ (yrery'? v’ Bl0t)< pya >H(p,q,p')aP'aQ .
P

L'équation de Boltzmann lindarisée stécrit alors, en posant G =G + G 3

(I1.4) o 9{ = p°L(£) = - p°K(p).£ + p°G(£) .

ax~
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ETUDE DE Ii FONCTION K(p).

Nous allons chercher, sous les hypothéses (H1) et (H2) une minoration de la

fonction X(p) qui nous sera utile dans la suite. D'aprés l'hypothese (H1) nous
avons :

v

X(p)

;a%f e"'M1 < p,q >2de (1=cos®u)sin @ d9 dp =
» =

BHaA - 0 1
D! a2 p"-m )aq .
3p “

v

X(p)

Or la dernidre intégrale s'exprime 3 1l'aide des fonctions de Bessel (cf. [6], [71).
In posant

. n -
2n
Kn(Y) = 1.3”1{(21&_17 JO exp(- fychs)sh s ds ,

m /A et en posant u = A ous obtenons :
VAV

en prenant vy

(o) = 222l (e (e ppfel) 4 Blyy

’p

soit, compte tenu de la welation K, (y) =K (y) + 4 KEY(Y) :

K(p) = 32m° anf* A [é—IE’L(Y)(up)E + (K. (y) + I_{g(v))((up)z_ )] .
5p° Y2 Y Ve
En posant p = /mP+r® e, * Ty et u= uoeo +/(°)?-1 g , nous avons :

~\2 - [ 2 / e
_(_ug%_ = /1P+2? (u° + B r—‘;’fﬁfl—':l)‘? =m /14 ﬁz(uo - /(WO)E-1)2,
P Juf 4@

Oor /1+ = z-ﬁ- et, dtaprées ll'hypotihese (HZ) nous avons W =1+6 avec &> 03

-@%E-z (1 +6 =-/8%+25)°r

P
up )° ~or
Pour chercier une minoration de S , nous étudions la fonction de r :
b
(up)® |
T 9
S+

on constate que sa dérivée est positive, donc qu'elle est croissante et que son
. 0z
minimum vaut n(u ). On a alors :

e
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(u‘g}g—mg = m(uO)g _ juy

20 oo =z m((u”)2-1) = m(s%+25) .

En définitive, on a donc :

K(p) = MB- (Y)(1 + 5 = J6%426)Rr + (Kl\({Y) + K?\((Z))(ahzs)m}

ce qui nous permet d'énoncer s

PROPOSITION 1. Sous les hypotheses (H,) et (H,) il existe deux congtantes

strictement positives k et lg |telles gue, guel que soit p :

K(p) = ko +kr.

ETUDE DE L'OPERATEUR G,

L'opérateur G est un opérateur a noyau symétrique. On a, en effet :

G (£) = [ 1, (p,a)f(q)dd

avec
L (p,q) = ~—>=¢ (el q>j hdo 3
de plus, sous l'hypothese (H’l) g .
L (p,q) = @'%I}‘o ) '2‘(P+C1)< p,q >°.
pq

On en déduit alors que :

, ~ o 8maB -\
[ h )= (G2 [ T p,q >tarn
P,Q

o

n

Or la derniére intégrale est finie et peut-8tre méme calculée explicitement a

1%aide de fonctions de Bessel (ef. [7]1). Il en résulte la proposition suivante :

PROPOSITION 2, G, est un opérateur de Hilbert Schmidt,

En particulier G est un opérateur compact dans 1 (cf. (8], page 277).

ETUDE DE L'OPERATEUR G,

G, (£

QYR Ql'fl‘w'2)< b,a >H(p,q,p')dP'aq ,

expression dans laquelle on doit prendre q!' = p+g-p!'. En utilisant la formule

(I.4), on peut écrire

.!fl%ﬁ + wllfllwﬂ )< pl.,q!>H(p!,q!,p)dP|dQ|

G (£) =&
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et, par un calcul analogue a celui qui a servi 3 obtenir la formule (I.6), on

ovtient 3

N _ 2acr
G, (-L) = awo le'm'gfl' < pt,q* >H(p? 5! 9P)dP'dQ, ’
p

ou encore, compite tenu de l'expression de H :

n :
- _( 112pt-p)
G, (£) = '2% o 2T £(a") (p'+a") (p*+q")hs((p'~p) (p'+q*))dPrdar
D

ce qui stécritv :

G, (£) = [ Ly(p,qa")f(a')dq dg'?aq*?

A
- =(q*+2p'-p)
L (p,q') = ozaof ;2T (p*+a')(p*+a")6((p'-p)(p'+q"))n'aP! .
D qQ

Nous allons étudier le noyau Ib(p,q') en évaluant 1l'intégrale qui figure dans
son expression. Cette intégrale étant écrite sous forme invariante, nous pouvons

prendre un repere quelconque. Nous prendrons un repére orthonormé v, g's M's ¢!
avec

v = ~t§§§;::::— et LI —::Q;E;E::r .
/2(pg P ) /2(pgt-uf)

Pogant alors :

3 .

p' = /mg+ £ (p11)? & pMe? + N 4 pt
i=1

nous avons

(p'-p,p'+q!) = + (p',q'-p) - (p,q')
et puisque p et q' gont fixés

('-p,pt+at) = a(p,q'-p) = Alp'c)/2(pa'~rF) = - /2(pa'-w? )ap® .

8i nous posons :
8((p'-p)(p'+q'))apP! = am

nous devons donc avoir :

- /2(pqt-m? )ap'® A an = gpr - SR A dp'® A dp'®

/ 3 .
i
/ﬂ?+ z (pt)?

i=1
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nous pouvons donc prendre :

11 312
dﬂ = dp dp .

VAT
/2(pqt—f ) /mP+ _‘§1 (pt)?

Posant alors : p'™ =p cos § et Pp¥ =p sin ¢ , il vient s
pdpdy
/(pat=? ) (202 +ef +pq ")

(11.5)

Calculons maintenant ll'exposant de l'exponentielle figurant sous 1l'intégrale § en
remarquant que (2p'+q'-p)(q'-p) = O et en posant

A=AV o AREt AR A3

il vient :

A(a'+2pt-p) = 2(A1° /p%+ 3(patm?) - p(A'cos y + A'sin §)) .

Nous aurons besoin de majorer l'exponentielle, il nous faut donc minorer
A(qt+2pt-p). En utilisant la formule

Ja2? = 2l t |b
/2

il vient :
A(gt+2pt=p) = o(A1%/Z = At cos § - A*¥sin §) + /of+pq! ,
d*ou, a fortiori :
A(a'+2p'-p) = o /A + /rP4pqt .

Nous obtenons alors pour Ib(Psq') la majoration suivante

p S
L3 - 5 /A
L (p,qt) = 22 go* /ifpal e ° h'2(p'q'+m® )pdpdy .
poq-'o m \/Ep2+ pq' + of

Nous allons maintenant tenir compte de 1'hypothese
(%) h' = B(1 + cos 3')< p'a' > .
Nous avons, dtaprés une formule établie au paragraphe I :

1 + cos 9':.%&21&.'_?2_'.)_,
p'ql_rnz

Or, dans l'intégrale qui figure dans I,(p,q') nous avons (p'-p)(p'+q') =0
soit p!'q! = pp! + pq' - d'on
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. 2(pq'=m°
1 4 cos ! =—I()‘?g—,:gel

ce qui prouve que pq' = p'q' et ce qui permet d'écrire

t
<ptya™> (1 + cos 3') = EKEL_@.‘,l p'q'+m)(p'qt-n?)

p'q'-m

_ 2(pq'-r?) /p'q'4m®
/plq' -0

on a alors, puisque pq'! < p'q! ,

nt = 2B /(pa'-nP) /plq'af

fIA

d'ou la majoration

— '%fﬁ 3/2
L (p,qt) = 6B % /pa' [oe (p'q'+m®)”" “pdp

p°qt° ) /207 +pq t+m®

Or on vérifie aisément que :

0

o) /pg (/pat+n? + /r) +pq :;n—_) =
/pqtP /207 +pq 4’

il vient alors

ptq 't

A

plqtf

16TTaB “-“ /pq'+m2 p (pq'+mg)3/4(2p +pq'+m3)1/4dp

Lg (Pacl') E—— ’
p°q*°
ou encore
16maB -3
I, (pyqt) = — e ” /pa’af f (20%+pq'+0° )pde .
q 0

Il existe donc deux constantes positives ¢, et ¢, telles que :
e—:;- /P +pqt

p°q!°

1A

L, (p,at) [, + o, (pa'+m®)] &

Cette expression montre alors que :

[ |1, (psqt)1?dpdg! < =

PROPOSITION 3. L'opérateur G, est un opérateur de Hilbert Schmidt, donc aussi
l'opérateur G =G + G,
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ETUDE DE L'OPERATEUR L

Dans 1l'espace de Hilbert %6, &tudions le produit scalaire (L(f)/g). Nous
avons :

(L(£)/g) = 2a [ 't Tluf,u? JedP

Pogsong alors ¢ 'f=v et ylg =Yy il vient : .

(L(£)/e)

clest-a—~dire dlaprés la formule (I.7) :

(1(£)/a)

2a [ M@, Jvap

- -2— [ < p,a>aPdQ [ [.P2,uf J(y +yt=v-y, )h.do
9

]

1

- ‘—Z—j’ <p,g>e (pta)gpqq fz(:»'wl'-—@-«;i ) (vt =y=y; )h.do .

Cette derniére expression nous montre que

(L(£)/e)

(£/L(g))

et que
(L(£)/1)

Par ailleurs (L(£)/f) = 0 si et seulement si nous avons

A

0.

(I)'+{§1'—(E—q)l =O.

Cette dernidre équation a été résolue par Chernikov (cf. [5]) et les seules solu-
tions sont de la forme o(p) =g - vp oi p est une constante et v un vecteur
constant,

Donc (L(£)/f) = 0 si et seulement si
Ap
)
f=e “(B-vp).
Dlautre part, si f a l'expression ci-dessus, on vérifie aisément que
Tlof;0®] = Tl (p=vp),* ]
est mul, donc que L(f) =0 . Dtou :

PROPOSITION 4, Llopérateur L est un opérateur auto-adjoint dissipatif dans % .
Ona (L(£)/t£) =0 sgi et seulement si L(f) =0 , clest-a-dire si f est de
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la forme

_Ap
. )
f=e " (p-vp)

¢ €lant une constante, v un vecteur constant.

III, Provléeme de Cauchy pour 1'équation de Boltzmann linéarisée.

Le probléme de Cauchy pour l'équation de Boltzmann linéarisée se formule de la

. ~ . o ~ . . <
fagon vague suivante : trouver une fonction f£f(x ,Xx,p) satisfaisant a :

[ »” AL . ogyt TLwf,o?]
3~

f(O,;C,p) = fo(isp) X = (xl § X 9X3)

ou encore, en désignant par G la somme des opérateurs G et G, étudiés au
paragraphe précédent :
f of o)
p¥ <= = -pK(p).f + p°G(£) = p°L(£)
dx
®

f(O,i‘fsp) = fo(i,p) .

Les qualités exigées pour la fonction fo qui est une donnée de Cauchy, et celles

qui en résulteront pour la solution f seront précisées dans le théoréme final.

Pour résoudre le probleéme (I), nous allons d'abord résoudre une famille de pro-
blémes de Caucily formels obtenus de la facgon suivante :
Etant domné deux vecteurs (x%) et (y¥) de R* nous posons

Iy d

AN

©

3‘(.? = P

J=1
N P o _J . p .

et & claque fonction f(x ,xa,p) nous agsocions sa transformée de Fourier par rap-

port aux variavles d'espace :

20,7,0) = @] o ET (0 5,p)a% 5 @ - a2 @ @
R

Si nous appliquons formellement cette transformation de Fourier aux relations (I)
il vient :

-

- ) 'i) e ) N .
Io = —1(—0 e 7)E - X(p)f + G(F)
x b

(&%

o/

(I1) -

£(0,¥,p) = £ (%) -
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Maintenant, ¥ étant un vecteur fixe nous allons étudier le probléme de Cauchy(II)
a 1'aide de tecimiques d'analyse fonctionnelle puis, aprés avoir étudié les pro-

priétés spectrales de llopérateur dans X%

AF) + 6 =-1B ) -x@) + ¢,

b
nous reviendrons au provléme (I).
Nous poserons, pour simplifier 1l'écriture, Eb =4 .
b

ETUDE DU PROBIEVE DE CAUCHY (II)
Nous allons utiliser la théorie des semi-groupes d'opérateurs & un paramétre
dans % . (Cf. [8] p. 231 ou [9] p. 302).
Dans % 1lopérateur de multiplication A(F) = -(i(3.F) + K(p) est le générateur

infinitésimal d'un semi-groupe & un paramétre U(x°,5) aéfini par :
- P o
U(x%,7)(£) = exp{-(i(3.7) + K(p))x"}.£ .

Dlautre part, dlaprés les propositions 2 et 3 du paragraphe II, G est un opéra-
teur borné dans ), 3 il résulte alors du théoréme 13.2,1 de [9] que A(F)+G est
le générateur infinitésimal d'un semi~groupe continu de classe CO s Que nous dé-
gignerons par V(x°,7) . Soit alors D(¥) 1le domaine de définition de 1'opéra-

teur A(¥)+G ;3 en appliquant le théordme 23.8.1 de [9] nous obtenons :

THEOREME I. Si fo(y,p) appartient & $H(¥) , le probléme de Cauchy (II) admet
une solution unique #(x°,7,p) qui appartient & 76 quel gque soit °z0. Cet-
te solution est donnée par

%(XOSN9P) = V(Xoyy)(fo) .

Remarquons que & (§) n'est pas vide car on trouve aisément des fonctions
o(p) telles que (-i(d.¥) + K(p))p(p) =oit dans ¥ .

ETUDE DU SEMI-GROUPE D'OPERATEURS V(x°,3)

Nous pouvons d'abord obtenir une majoration de la norme de V(xo,i) indépendante
de ¥ . Dlapres la proposition 1 du paragraphe II , nous avons K(p) = ko+er ’
ko et Xk <étant deux constantes strictement positives et r = /P.D ; il vient
alors

(7). = exn(-k_x°) ;
nous avons donc, d'aprés le corollaire du théordme 13.2.1 de [9] :

IVG,5) = exp(iG! - x)x° .
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Soit maintenant e H(F) , en posant plus bridvement V(x°,7) = V(x°), ou

encore V , il vient, dlapres les propriétés élémentaires des semi-groupes :
o _ e~
-—(1;0 V() = K(@)V(0) - i(3.7)V(s) + V(o)
¢

et en prenant 1l'imaginaire conjuguée de cette égnlité

‘i‘g(m) = K(p)V(o) + i(3.F)V(G) + G.V(p)

dtoli 1'on tire, par une combinaison évidente :
V(). T@)) = -2K(0)V()T) + V($)G.T(@) + V(p)aV(y) .
dx

Intégrons cette dernidre égalité entre x et 2

(V) @) (V) () - TE) @ TED) () -

= j‘xa [-2K(p)V(9)V(p) + V(p)&V(p) + V((p)GV((p)}dXO .
(o]
x

Intégrons maintenant par rapport & D :

TGN = TP =2 [ (Wle)/m(e))a .

%

Or, d'aprés la proposition 4, L est un opérateur dissipatif dtol :
VP = (VG pour  x =%

ou encore, dlapres la majoration ci-dessous :
VG @) = (ex(iei-i ) ) 9

Comme cette inégalité est vraie quel que soit xf > 0 wnous avong donc :

M6 = e -

PROPOSITION 5. Le semi-groupe V(x°,7) est un semi-groupe d'opérateurs
contractants.
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LTUDE DU RESOLVANT DE L'OPERATEUR A(§) + G

Les résultats de cette étude nous seront nécessaires pour étudier la solution du

probléme (I) et son comportement quand X 5w

E &tant llopérateur identique dans J , considérons le résolvant de A(¥) + G
soit R(u,¥) = (uB - A(F) - G)* .

Si ¢ :9(¥) , nous savons que :

s 1. el 3
V(xovy)(@) = 53 lim I exP(HXO)R(MJ')(iP)dM ’ x>0 .

pom oip

Nous allons étudier les singularités de la fonction p — R(u,¥) . Pour cela il est
commode dtintroduire une nouvelle fonction de u a valeurs opérateurs, & savoir,
¥ étant fixé

~ 1 1
H(lJ' 9y) = e L] G’ = _—':_' - G‘ .
u+i€d.5)+K(p) A (F)
On vérifie aisément que, si ¢ <& :

R(e,§)(9) = (B - B,§))? ——() ,
u=A(¥)
ko dtant la constante de la proposition 1, soit alors 6 un nombre positif fixé
tel que —ko + 6 <0 . Alors si Reu = -k _+ & les seules singularités de la
fonction R(n,¥) sont celles de la fonction (E - H(n,¥))™'. Ltavantage de 1ltin-
troduction de H(u,¥) réside dans la proposition suivante qu'on trouvera démontrée
yar exemple dans [10] 3

PROPOSITION 6. Si H(u,¥) est amalytigue dans le demi-plan Re u 2 -k + 6 alors
(B - H(u,¥))* est analytique dans ce demi-plan excepté aux points . pour les-

quels 1'équation ¢ = H(u,¥)(v) a_ une solution non triviale ; chacun de ces points
est un pdle igolé de (E - H(u,7))! .

Pogons alors I¥| = /7.y et étudions la fonction H(u,¥) on a la proposition :

PROPOSITION 7. Pour Re y = -1:0 + 8

7.1 HH(w,¥)! tend vers O gquand v u'® + |§* tend vers l'infini

et il existe donc un nombre o(8) tel que 'H(u,¥)| < 0,5 dés que

ST IR = w(e) .

7.2. Ltapplication (u,¥) » (B - E(.,¥))"? est continue par rapport au couple

(1,¥) pour la topologie de la convergence uniforme en tous les points ob elle esk

définie.
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Pour étavlir cette proposition, on utilise le résultat suivant aisé a vérifier :

Dans un espace de Banach HG approximavle (donc dans un Hilbert), étant domné un
opérateur Go(a) dépendant du paramdtre « et tendant vers O avec o pour la
topologie de la convergence simple et un opérateur compact G ;, alors le produit
Go(@).G tend vers 0 avec ¢ pour la topologie de la convergence uniforme. Or,
dtaprés la proposition 3, G est un opérateur compact, la proposition 7.1 sera

donc démontrée si nous montrons que, pour we}@

Lim Il e@)|® _ap =0

ce qui se vérifiec compte tenu de la proposition 1 donnant la minoration
K(p) > kg |B' . Pour démontrer 7.2, il suffit de démontrer que H(W,¥) est
continue par rapport a (u,§) pour la topologie de la convergence uniforme. En

utilisant la méme technique que pour 7.1 ceci résulte de ce que, pour gedé on a:

1 _ 1|
kA (FHAT) -A(?)!

® 19(p) |25

qui tend vers O avec /[au[?+ [4¥[% .

Nous pouvons maintenant établir quelques propriétés de la partie du spectre de
A(¥) + G qui se trouve dans le demi-plan Re { = -k + 6 . Désignons par S(s5,y)
cette partie de spectre. Nous savons déja que les points de S5(6,7) sont les
points u pour lesquels la fonction (E - H(u,¥)) ! présente une singularité,
ctegt-a~dire dlapreés la proposition 6, les points pour lesquels 1l'équation
o = H(1,¥)(9) a une solution non triviale. Désignons par Im y la partie imagi-
naire de y .

PROPOSITION 8.

8.1+ Pour tout y £fixé, la fonction R(u,y) est amalytique par rapport & u

dans tout le demi-plan Re u = -lz  + & oxcopté aux points u, de s(8,¥) 3 ces

points sont des valeurs propres de A(Y) + G .

8.2, On a Re u, = 0 1'égnlité ayant lieu seulement pour ’?{ = !pk, =0,

I
8.3, Ona |Inm ukl < w(s) , w(§) 4tant la constante de la proposition 7.

8e4e Sour 1¥! > w(6) la_fonction R(w,¥) n'a pas de points singuliers dans le
demi-plan Re y = -ko + 90 .

Soit domc < S(6,¥) 5 il existe donc e avec |l =1 telle que
u? = AF)y = G(e)

ce qui démontre 8.1.
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Cette derniere équation s'écrit encore en introduisant llopérateur I de la pro-

position 4

b + i(@ey)e = L(y)
Soit en multipliant scalairement apr o

b + (1@F)e/e = (1(0)/0)
dtou 1l'on tire :

Re 1

(Le)/p) =0 Im u, = -((@.7)¢/9) .

0 ona (L(p)/p) =0 soit d'aprds la proposition 4 :

o

Si maintenant Re Ly

_Ap
2
p=¢e ° (p=-vp) et L) =0

dtolr 1'on tire aussi :
bee + 1@F)p = O
¢ n'étant pas nulle, on en déduit

In p, = =(@.5) = =((@.7)e/9)

ce qui implique !y| = O donc !pog = 0 et démontre la proposition 8.2,

Pour démontrer 8.3 et 8.4 il suffit de remarquer que si !Im pol z o(s) ou si
'¥' > (08) alaprés la proposition 7 on a !H(u,¥)|| < 0,5 et on ne peut donc avoir
H(u,¥) (@) = ¢ «

PROPOSITION 9, Soit b un nombre strictement positif quelconque et désignons par

a(¥) la distance du spectre de A(y) + G & 1l'axe imaginaire.

9.1. Si nous posons :

2d°(b) = inf a(§)
oo

alors d (b) >0 .
9+2+ Il exigte une congtante C(b) telle que sur la droite Re y = -do(b) et

pour '§' >b onait [R(u,¥)|| = C(b) , et dans le demi-plan Re k = -do(b) la

fTonction R(w,y) est analytique par rapport & W .

Dlapréds lo proposition 8 on sait que si [Fl > w(s) ona d4(F) > |-k _+6] . Pour
démontrer 9.1. il suffit donc de prouver que

inf a) >o .,
b='F1=0(5)

Supposons cette dermiére quantité nulle : c'est dire qu'il existe une suite {?n}

convergeant vers ¥ avec b = '?ol = »(6) et une suite de complexes by = optit,



G. Pichon, Prob. math. de 1'éqg. de Boltzmann r. 5. 21

telle que o, ~C , u,  étant un pdle de R(u,yn) . Il existe donc un entier n
tel que pour n > n, on ait o, > —ko+5 clest-d-dire dlaprés la proposition 8

v | = w(8) « Ia fonction [|(B - H(iT,ﬁo))‘ln étant continue par rapport a « ,

elle est bornée pour || = w(8) par une constante C, . D'aprés la proposition

9.2 il existe alors un entier 1n,  tel que pour n>n et n> n, on ait :
jad -1
1@ - B 7)) || <20

ce qui entraine UR(U ?n)H = E%L- en contradiction avec le choix des suites {?h}

n?
et &Ln} dtotr 9.1. Pour démontrer 9.2 remarquons d'abord que si JTR[P+[F[Z = u(6)

et Rep =-k + 4§ ona, dtapreés la proposition 7T :
- 1 N 5
RGN = F(E = B3 =% .

On est donc ramené a majorer |R(u,¥)| sur le compact défini par :

STuPEFE = w(s) , |9/ 21, Rew =-d(b) .
Cette majoration résulte de la continuité de ”(E - H(u,i))‘lu sur ce compacte
Ltanalycité de R(k,¥) résulte alors de la proposition 8 et du choix de do(b) .
PROPOSITION 10. Pogons p = o + iT avec o = -k +6 . Alors, pour y fixé, gquel

que soit o@c it on a
lim |R(u,¥) ()|l = O

[Tl=e

la limite étant uniforme par rapport & o = -ko+6 .

-On peut toujours supposer !T! > w(8) , alors 3
2 ~

RGD@P < @ - 1,9 F [ il o

soit encore
2

~

= e
RG] =4 | &+ (T4q.5)° P
ce qui démontre le résultat.

PROPOSITION 11, Pour tout ©c'3€ et pour tout y tel que I|¥]/ >0, ona :

lim  IV(x°,5) (o)

o
X = o

0 .

A(F) + G étant le générateur infinitésimnl d'un semi-groupe contractant de
classe C_  , 1l'intersection des domaines de A(F) + G et de (A(F)+G)?> est dense
dans J6 . Pour démontrer la proposition 11 , il suffit donc dlapres le théoreme
de Banach-Steimous de la démontrer pour » apmrtenant & cette intersection. Nous
avons aloxrs
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o1
V() = 5= Lin [  em(uxR(,F)()as , o> 0.

P=oo =i
Avec les notations de la proposition 9, pour ['j’rl = b> 0 prenons le contour d'in=~
tégration défini par le rectangle
i 5 otiB , =d (b)+ip , -4 (b)-ip

R(u,¥) est annlytique dans ce rectangle et les intégrales sur les cotés paralldles
a llaxe réel tendent vers O quand 3 -« . On a donc

in

-d
o 1 . P ~
V(x",¥) () >3 Lim [ % emp(ux®)R(u,¥) (0)an .
B = -.d_o..ig

!

Soit pour ©>0

I

s lin [ R(T)()a(ERA)

V(x°,5) () = 53
( ’ (P 21TT B—)oo X

]

0
- g um [ 2Rlx) @)q,
e x
1 ~a,+iB e:_ggfg!,xoz
st lim [ 22t B2 (1,7 () du

2im B = ‘ -do-i.B X

n

Mais

R(p, ,'jr") =B + R(“‘ 9?)EA(§)+G]
n

donc pour ¢ appartenant au domaine de (A(¥)+G)® et pour Re u = -4, , ona,
C étant la constante de la proposition 9 :

lko|P +2¢ (A (§)+G) () [1+C% | (A (3)+G)° ()]
e

ce qui entrafne, C, &tant une constante en x° :

1A

[ OBPICH

~ o
IV(x",7) (@)|| = C, exp(-d x")
ce qui démontre la proposition 11.

AT /N Y Ty I
i
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ETUDE DU PROBLEME DE CAUCHY T

Nous dirons qulune propriété est vraie pour presque tout ¥ si elle est vraie
presque partout dans llespace des ¥ . Nous allons démontrer le théoréme suivant :
THEOREME II. Soit fo('i'cgp) une fonction telle que ’Jﬂ!fo(i,p)leda"c dp <= et telle
que sa transformée de Fourier en % soit 'fo(ir,p), appartienne & ¢$(¥) pour

presque tous les ¥ . Alors il existe une fonction £(x°,%,p) définie pour presque

tout p et presque tout ¥ telle gue j'{f(xo,?c,p)lad‘i'c dp < » quel que soit

x° >0 et telle gque sa transformée de Fourier par rapport & X soit solution du

problime (II) .
On a de plus

1ua [ ]f(xo,'i'c,p)jzd'i'c dp =0

o
X o>
Clest en ce sens que nous dirons que f est solution du probléme (1).

fo(':'c,p) étant donc domnée et satisfaisant aux hypotheses du théoréme II, nous
lui associons 3"0('3?,10) . Dlaprés le théoréme I le probléme (II) admet une solution
unique f“o(xo,'jr',p) qui, pour x° et ¥ fixds, est un &lément de F .

Montrons que f(x°,¥,p) est mesurable en ¥ . Tout d'abord fo(“:{r,p) est mesu-
rable en ¥ o Par ailleurs, pour Re p = ¢ assez grand, on a 3

e\ [ ® 1 r 1 k4 /o
£ = o~ Go ~ f
R(v,3)E_(F,p) Z L G Le)

donc R(u ,’i)%o('fi,p) est mesurable comme limite de fonctions mesurables donc aussi

Q/+i°°
~ ~ 1 VS (e
1(XO9Y’p) = 24 fa,.,j_oo exp }J.XOR(}.L,y)fo(y,p)dp .

Yois P(x°,¥,p) étant mesurable en P il en résulte que 1(x°,¥,p) est mesurable

pour tout 2 >0 par rapport au couple (¥,B) .

Dtautre part, le semi-groupe V(x°,§) &tant contractant, on a :

f lf(xo,y,p)ledﬁ §f g%o(isp)!gdi
ce qui entraine 3
J [ 12G,5,p)|2aB] <=
soit, dlapres le théoréme de Fubini,
J ] 15(=°,7,0)|2d57] < =
donc pour presque tout P on a

[ B30 Pd <o .
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Donc, pour presque tout P , il existe une fonction f(xo,Sc',p) de carré sommable
en % définie par :
~ -, 2 i% l~ X O ~ ~
2:2,%,0) = ()% [ T 260 5,00 .

De plus, en vertu de 1'égalité de Parseval, on a
ON o~ ~ i 2 o~ ~ ~
[ e %) Pex ap = | |2(x°,%,p) |25 ab .
Etudions maintenant cette dernidre intégrale quand x° = + o .

Dlaprés la proposition 11 on a

lim [ 12(G°,%,0) (a0 = 0

o
X = 4+ o

et pour tout x>0 on a
f l%(xo,fr,p)lgdﬁ = J‘ !‘fo(xosy)[gdﬁ

la derniére intégrable étant sommavle en § . Il résulte alors du théoréme de
convergence dominée de Lebesgue que

Lin [ |£(°,3,0)|?dB & = 0
Xo-—> +o

ce qui acheve la démonstration du théoréme II.
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