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5.1

PROBLÈMES MATHÉMATIQUES
DE L’ÉQUATION DE BOLTZMANN RELATIVISTE

par Guy PICHON

Ce mémoire est consacré à ltétude de l’équation de Boitzmann relativiste et plus

particulièrement à 1’opérateur intégral de l ’équation complète, à celui de l ’équa-
tion linéarisée et au problème de Cauchy

L’opérateur intégral de complète dépend essentiellement de la section

efficace de choc ~.~ p,q &#x3E;,cos e) laquelle est une fonction de l’énergie  p,q &#x3E;

et de l’angle 0 de déviation. Sous la seule hypothèse que h est une fonction

symétrique de cos 0 nous obtenons des propriétés générales de cet opérateur qui
ont en particulier comme conséquences le théorème H et le théorème des moments

(cf. [1]).

La seconde partie est consacrée à la linéarisation de Inéquation. Des études

ont déjà été faites pour étudier l’équation de Boltzmann au voisinage de la solu-

tion d’équilibre a et ceci par des développements à l’aide de diverses fa-

milles de polynômes (cf. par exemple [3]? [ ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ · Ici nous nous plaçons en

Relativité restreinte et cherchons une solution sous la forme ~

en négligeant les termes en E2 et sans préjuger de la forme de la fonction f .

Cette dernière satisfait alors à l’équation linéaire :

K étant une fonction et G un opérateur intégral ne dépendant que du moment p.

Avec une hypothèse simple sur la section efficace de choc nous étudions le compor-
tement asymptotique de la fonction K(p) et obtenons des propriétés remarquablex

pour l’opérateur G , à savoir que G e s t un opérateur de Hilbert-Schmidt dans

l’espace ’Je des fonctions de carré sommable en p et que - K(p) + G est un

opérateur dissipatif.

Pour étudier le problème de Cauchy pou.r l’équation (I), nous effectuons une
transformation de Fourier par rapport aux variables d’espace (xj) et nous rame-

nons à une équation de la forme :

étant un opérateur de multiplication dans Je dépendant de la variable d’es-

pace y ; nous pouvons alors appliquer la théorie des semi-groupes d’ opérateurs
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à un paramètre $ Les propriétés obtenues pour les opérateurs K et G permettent

alors une étude très précise du spectre de l’opérateur A(y)+G . A l’aide d’une

technique déjà utilisée par Arseniev pour un problème analogue ( cf . [11])? nous
montrons que ce spectr est tout entier dans un demi-plan Re t-1  -do avec do &#x3E; 0~

ce qui a pour conséquence importante que la solution du problème (II) a pour limi-
te 0 quand + 0153 au sens de la norme de l’espace des fonctions de carré

sommable en p et y. Enfin, nous montrons que le problème de Cauchy pour

Inéquation (l) a une solution unique en un sens que nous précisons et nous étu-
dions le comportement de cette solution quand 

de Boltzmann.

Dans cette première partie y nous allons rappeler l’expression de l’équation de

Boltzmann en Relativité générale et en l’absence de champ électromagnétique. Pour

l’établissement de cette équation, on pourra consulter [2], [3j* Sur la va-

riété espace temps V4 on désignera r g le tenseur métrique [4]) dev4 g le tenseur métrique [41) de

signature (-1.---). La vitesse de la lumière sera prise pour unité. Le fluide

étudié est constitué dtun seul type de molécules* La masse dtune molécule est m

et son quadrivecteur moment sera désigné par p , ou q .

Etant donné deux champs de vecteurs u et v quelconques , nous poserons : 4
En particulier, on a :

1

Dans l’espace tangent au point (:x0’) de V4 on désignera par P le demi hyper-

boloide d’équation:

Sur P nous prendrons la forme élément de volume invariante (cf. [3]) x

La probabilité pour qu’une molécule de moment p se trouve au point x = (xCX)
de v4 est décrite par la fonction F(x,p).

Une molécule de moment p rencontrant une molécule de moment q , elles se re-

trouvent après le choc avec, comme moments respectifs, pl et q’. Nous suppose-

rons les cnocs élastiques, c’est-à-dàre les relations :
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On vérifie alors aisément les relations :

Quand x est fixe, nous ferons l’abus habituel de notations : F(x,p) = F(p) .

L’EQUATION DE BOLTZMANN

Elle s’écrit (cf. [1]) :

ou les sont los symboles de Christoffel et I un opérateur intégral :
pp

L’opérateur I est complètement déterminé quand on connait la fonction 

Dans le cas du choc élastique, on peut prendre

oû 8 désigne la mesure de Dirac et h une fonction dépendant seulement de deux

arguments, à savoir  p,q &#x3E; qui est un terme d’énergie et cos e, d étant

l’angle de déviation. De façon plus précise pour calculer on peut se

placer dans une première phase dans l ’espace à 3 dimensions orthogonal au vecteur

p+q et rapporter cet espace à m repère orthonormé §,n,C avec s

- 

En désignant par e e t ~~ un

système de coordonnées sphériques de
la projection p* de Pl sur cet espace,

on a :

Sill 8 cos Y + n sin 8 sin y cos 8),

sin 8 cos sin y + ç 

On vérifie alors aisément que l’on a :

et que l t on peut 
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ou. p’ et sont donnés par les formules (I.3).
1 ,

ÉTUDE DE L’OPERATEUR I.
Pour étudier quelques propriétés importante de l’opérateur I nous poserons

dans la iobflà (Ie5) ù

Pour abréger les notations, étant donné une fonction 1(p) , nous poserons :

et pour deux fonctions f et 

Enfin nous utiliserons la formule démontrée par Chernikov (cf. [1 ]) et aisée à vé-
rifîer : étant donné une --’L’onction y des trois variables pt, q’ , p on a :

où, dans la deuxième intégrale, q’ = p+q-p’.

Soit alors ~(p,q) une fonctions de p et q 9 posons t

et étant une autre fonction de p , considérons

Effectuons le simple changement de notations s p - p i q ;2 q’ r il vient :

soit, en utilisant la formule (1.4) :

a q 1 = p+q-p 1 .

On a donc, en utilisant 

déduit
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Nous allons encore transformer cette expression. Elle stécrit :

007 dans l’intégrale de droite, p1 et q’ sont donnés par les formules (1.3).

Effectuons le changement de notations p ~ q , le membre de droite s’écrit :

où p’ et q’ sont encore donnés par les formules (1.5 ) à cause de leur symétrie
en p et q .

Effectuons le changement de variable 8 = 8’-. l’expression considérée _

s’écrit :

avec cette fois-ci :

En remarquant que

car il a que des fonctions périodiques de 6’ et, en effectuant de nouveau le

changement de notations pt;2 qt et 8’ -&#x3E; 8 , il vient pour l’expression consi-

dérée :

où Pt et g~t sont donnés par les formules ~I.3~. En définitive y si nous suppo-

sons que la section efficace de choc h est une fonction paire de cos 6 et si

nous prenons pour ;(p,q) une fonction symétrique de p et q , il vient :

où E désigne la, sphère unité décrite par cr et où p’ et q’ ont les valeurs

données par les formules (1.3)~ Cette formule nous sera utile dans l’ étude de

Inéquation linéarisée.
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Comme cas particuliers intéresxants, y si nous prenons

nous avons

d’où

et, en particulier, si nous prenons ~(p?q) = F(p)F(q) alors = I(F) et

nous avons :

II. Equation de Boltzmann linéarisée. 
1

Dans tout ce qui suit, nous nous plaçons en Relativité restreinte, l’espace

temps R4 étant rapporté à un repère orthonormé (e 0ge i) p (i,j =1,2,3). Nous

poserons alors dans ce repère 3 ,

L’équation de Boltzmann s’écrit :

On sait qu’à l’équilibre la fonction de distribution F(x,p) peut stécrire

où a est une fonction dépendant seulement de x et B un quadrivecteur orienté

dans le temps &#x3E; 0) ne dépendant aussi que de x .

Nous étudions les mouvements du fluide au voisinage d’un équilibre particulier
obtenu en prenant a et X constants. Nous cherchons alors F solution de

~II.1~ sous la forme :

où l’on a posé w = e 2 et E est une constante assez petite pour négliger
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£2; f est une fonction de x et p .

Nous ferons les deux hypothèses suivantes :

) : La section efficace de choc h est une fonction symétrique de cos 8 et

il existe deux constantes positives A et B telles que :

R2 ~ : Dans le repère ~e 0 9 e . ~ ~ ana ÀO 8 est strictement positif.

I~, significatiol1 physique de ces l1ypothèses est la suivante :

(B1) signifie que la section efficace de choc tend vers l’infini avec l’énergie
et s’annule pour des angles de déviation égaux à 0 ou n .

que l’hyperplan x 0 = 0 qui  dans R4 portera des données de

Cauchy n’est pas orthogonal aux lignes engendrées par le champ de vecteurs

Les notations du paragraphe précédent seront utilisées avec cette légère diffé-

rence : lorsque nous prendrons = )(F(p)G(q) + F(q)G(p)) nous écrirons

au lieu de T[çp3 ; ainsi avec cette notation I(F) . 

, 1 ,

LINÉARISÉE

Pour linéariser l’équation (II.1) nous calculons 

Or pour les chocs élastiques? = il vient donc en négligeant les ter-

mes en g2 :

ce qui s’écrit

L’équation de Boitzinann linéarisée stécrit alors :

ETUDE DE L’OPÉRATEUR T

Rezarquoias dlaoord que T ne dépend pas de la variable x . Nous désignerons

par l’espace de Hilbert des fonctions t~~p) - telles que, en posant

p -- 

e o ~ on ait x
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1 .,
Tous les opérateurs que nous considèrerons seront des opérateurs linéaires dans J6.
Le produit scalaire de deux fonctions dans sera désigné par 

g imaginaire conjuguée de g . s

En fait y poux des raisons qui apparaîtront dans le troisième paragraphe, nous

allons étudier l’opérateur L défini par s

ce qui dorme en explicitant :

où lton a posé

ou encore s

et de même 1

et en.fil1. : s

Inéquation de Boltzmann linéarisée s’écrit alors g en posant G = Gl + C;r2 :
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ÉTUDE DE Là FONCTION K(p).

Nous allons ciiercherg sous les hypothèses (H1) et (H2) une minoration de la

fonction I«») qui nous sera utile dans la suite. D’après l’hypothèse (Hi) nous

avons s

Or la dernière intégrale s’exprime à l~a,ide des fonctions de Bessel (cf. [6J, [7]).
En posant

À
en prenant y = m Vhh et en p o san t u = nous obtenons :

/à

soit compte tenu de la relation

En posant

et y d’après l’hypothèse (H2) nous avons u° - 1 + ô avec d &#x3E; 0;

Pour chercher une minoration de nous étudions la fonction de r :

on constate que sa dérivée est positive, donc qu’elle est croissante et que son

minimum VaUt On a alors
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En défini ti ve, on a donc s

ce qui nous permet d’énoncer : g

PROPOSITION 1. Sous les hypothèses (Hi) et (H2) il existe deux constantes

strictement positives ko telles que, quel soit p 1

1 ,

ÉTUDE 

L’opérateur Q est opérateur à noyau symétrique. On a, en effet a

avec

de plus, sous l’hypothèse ( x~ ) 1

On en déduit alors que

Or la dernière intégrale est finie et peut-être même calculée explicitement à

l’aide de fonctions de Bessel (cf. [7]). Il en résulte la proposition suivante :

PROPOSITION 2. G1 e s t un opérateur de Hilbert Schmidt.

En particulier g est un opérateur compact dans llÔ (cf. [8]~ page 2’j7~.

ÉTUDE DE L’OPÉRATEUR G2.

expression dans laquelle on doit prendre q’ = p+q-p’ . En utilisant la formule

(I.4), on peut écrire
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et, par un calcul analogue à celui qui a servi à obtenir la formule (1. 6), on
obtient s

ou encore, compte tenu. de l’expression de H 1

ce qui s’écri.t i

avec

Nous allons étudier le noyau I~ ~p g~ t ~ e11 évaluant l t intégrale qui figure dans
son expression. Cette intégrale étant écrite sous forme invariante, nous pouvons
prendre un repère quelconque. Nous prendrons un repère orthonormé v, s’, n’,§’
avec

Posant alors i

nous avons :

et puisque p et q ~ sont fixés -

Si nous posons s

nous devons donc avoir : x
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nous pouvons donc prendre :

Posant alors 2 p’1 = p cos y et pl2 = p sin y, il vient :

Calculons maintenant l’exposant de l’exponentielle figurant sous l’intégrale ; en

remarquant que = 0 et en posant

il é

Nous aurons besoin de majorer l’exponentielle, il nous faut donc minorer

~(qt+2p’-p). En utilisant la formule

il vient :

d ~ où ~ a 

Nous obtenons alors la majoration suivante :

Nous allons maintenant tenir compte de l’hypothèse

Nous avons, d’après une formule établie au paragraphe I .,

Or 9 dans l’intégrale qui figure dans nous avons

soit pt q t = pp’ + pq t - rrf3 d t où
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ce qui prouve que pq’ # p t q t et ce qui permet décrire

on a alors, puisque

d’ où la majoration

Or on vérifie aisément que :

il vient alors

ou encore

Il existe donc deux constantes positives g et c,, telles que :

Cette expression montre alors que :

EROPOSITION 3. es t un o érateur de Hilbert 8chmidt9 donc aussi
l’opérateur G = G1 + G~ ,
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ETUDE DE L’OPERATEUR L

Dans l’espace de Hilbert H, étudions le produit scalaire (L(f)/g). Nous

avons s

Posons alors (;J-1 f’ = ~ et = 1~ il vient : . .

c’est-à-dire d’après la formule (1.7) :

Cette dernière expression nous montre que

et que

Par ailleurs (I~(~)/f) = 0 si et seulement si nous avons

Cette dernière équation a été résolue par Chernikov [5]) et les seules solu-
tions sont de la forme ~(p) == j3 - vp où p est une constante et v un vecteur

constant.

Donc (L(f)/f) =0 si et seulement si

D’autre part, si f a l’expression ci-dessus, on vérifie aisément que

est nul, donc que L(f) = 0 . D’où, :

PROPOSITION 4. L’opérateur L est un opérateur auto-adjoînt dissipa,tif 

On a (L(£) /£) = 0 si et seulement si L(f) = 0 , c’est-à-dire si f est de
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la forme

p étant une constante 9 v un vecteur constant.

III. Problème de Cauchy pour l’équation de Boitzinann linéarisée.

Le problème de Cauchy pour l’équation de Boltzmann linéarisée se formule de la

façon vague suivante s trouver une fonction satisfaisant à :

ou encore, en désignant par G la somme des opérateurs Q et Q étudiés au

paragraphe précéàent t

Les qualités exigées pour la fonction fo qui est une donnée de Cauchy, et celles

qui en résulteront pour la solution f seront précisées dans le théorème final.

Pour résoudre le problème (I), nous allons d’abord résoudre une famille de pro-
blèmes de Caucly formels obtenus de la façon suivante :

Etant donné deux vecteurs (xa) et (r) de R4 nous posons

et à chaque fonction nous associons sa transformée de Fourier par rap-

port aux variables d’espace 1

Si nous appliquons formellement cette transformation de Fourier aux relations (I)
il vient :
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Maintenant, y étant un vecteur fixe nous allons étudier le problème de Cauchy(II)
à l’aide de techniques d’analyse fonctionnelle puis s après avoir étudié les pro-
priétés spectrales de 1 t opérateur dans

nous revendrons au problème (I) .

Nous poserons y pour simplifier l’écriture,

1 ,

ETUDE DU PROBLEME DE CÀUCHi (II)

Nous allons utiliser la théorie des semi-groupes d’opérateurs à un paramètre

dans 1 . (Cf. [8] p. 231 ou [9] p. 302).

Dans H l’opérateur de multiplication À(§) = -(i(q.y) + K(p) est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe à un paramètre défini par :

D’autre part y d’après les propositions 2 et 3 du paragraphe II, G est un opéra-
teur borné il résulte alors du théorème 13.2.1 de C 9~ que est

le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu de classe Co, que nous dé-

signerons par V(xO,y) . Soit alors ~(y) le domaine de définition de l’opéra-
teur en appliquant le théorème 23*8.1 de [9] nous obtenons s

THÉOEEE I. appartient â ~ (~~ 9 le problème de Cauchy (II) admet
une solution unique qui quel que soit x° # 0 . Cet-
te solution e s t donnée r

Remarquons que À&#x3E; (§) n’est pas vide car on trouve aisément des fonctions

telles que (-1(4,j) + K(p))cp(p) soit dans ~ .

ETUDE DU SEMI-GROUPE D’OPÉRATEURS ’

Nous pouvons d’abord obtenir une majoration de la norme de indépendante
de y ~ D’après la proposition 1 du paragraphe II , nous avons r ,

k0 et étant deux constantes strictement positives et r = il vient

alors .

nous avons donc y d’après le corollaire du théorème 13.2.1 de ~ 9~ ô
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Soit maintenant cp£ D(y), en posant plus brièvement = V(x’), ou

encore V 9 il vient, y d’après les propriétés élémentaires des semi-groupes :

et en prenant l’imaginaire conjuguée de cette égalité

d’où l’on tire 7 par une combinaisoi1 évidente :

Intégrons cette dernière égalité entre

Intégrons maintenant par rapport à

Or, d’après la proposition 4, L est un opérateur dissipatif d’ où :

ou elicore, d’après la majoration c-4L-dessous :

Cousue cette inégalité est vraie quel que soit ~ &#x3E; 0 nous avons donc :

PROPOSITION 5. Le sem-groupe est un semi-groupe d’opéra teurs

contractants.
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ÉTUDE DU RÉSOLVANT DE L’OPERATEUR A(y) + G

Les résultats de cette étude nous seront nécessaires pour étudier la solution du

problème (I) et son comportement quand 

E étant l’opérateur identique dans ,J&#x26; , considérons le résolvant de A (y) + G
soit R(~~ 9~~ -- ~(~~ - G)~~ .

Si y .- nous savons que s

Nous allons étudier les singularités de la Pour cela il est

commode dliiitroduire une nouvelle fonction de Pl à valeurs opérateurs, à savoir,

y étant fixé s

On vérifie aisément que, si y 1

ko étant la constante de la proposition 1, soit alors 6 un nombre positif fixé

tel que ô  0 . Alors s i -l~ 0 + ô les seules singularités de la

fonction sont celles de la fonction (E - H(03BC,y))-1. L’avantage de ltin-

traduction de réside dans la proposition suivante qu’ on trouvera démontrée

par exemple dans [10-j’ :

PROPOSITION 6 e S3 H(¡..¡. ,y ) est analytique dans le demi- an -k + ô alors

(E - H(03BC,y))-1 est analytique dans ce exce té aux points 03BC our les-

= a une solution non triviale ; chacun de ces points

est pôle isolé de (E - 

Posons alors ~ ÿ ~ - Ô et étudions la fonction H(4,~~) on a la proposition

PROPOSITION 7. Pour Re 03BC &#x3E; -k + ô

7·1 H(03BC,y) tend vors 0 quand v 03BC12 tend vers l’infini

et il existe donc tu1 nombre tel ue i  0 ~5 dès ue

7*2  i~, 9~r~ -~ (E - r~~;~ ~~~ ~ ~ est continue par rapport au couple

(:.1 ,y) pour la to-oologie de la convergence uniforme en tous les points où elle est

définie.
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Pour établir cette proposition, on utilise le résultat suivant aisé à vérifier :

Dans un espace de Bal’1a,ch 3É approxiôle (donc dans un Hi1°oert) , étant donné un

opérateur dépendant du paramètre ce et tendant vers 0 avec a pour la

topologie de la convergence simple et un opérateur compact G 9 alors le produit

tend vers 0 avec CI pour la topologie de la convergence uniforme. Or,

d’après la proposition 3, G est un opérateur compact , la proposition 7.1 sera

donc démontrée si nous montrons que, pour cp£ H

ce qui se vérifie compte tenu de la proposit.ion 1 donnant la minoration

K(p) &#x3E; 1 D’ . Pour démontrer 7.~ ~ il suffit de démontrer que est

continue par rapport à pour la topologie de la convergence uniforme. En

utilisant la même technique que pour ’~ ~ ~ ceci résulte de ce que pour on as

qui tend vers 0 avec 

Nous pouvons maintenant établir quelques propriétés de la partie du spectre de

A (y) -1- G qui se trouve dans le demi-plan -k o + 6 . Désignons par S(ô
cette partie de spectre. Nous savons déjà que les points de sont les

points 03BC pour lesquels la fonction (E - H(li.,Î,»-l présente une singularité,
c’est-à-dire d’après la proposition 6, les points pour lesquels l’équation

cp = H(4,~) (y) a une solution non triviale. Désignons par Im 4 la partie imagi-

naire de u, ,

PROPOSITION 8.

8.1. Pour tout y fixé,, la fonction est analytique par rapport à ~
dans tout le demi-plan Re &#x3E; = -1:0 + ô oxccpté aux points 03BCk de S( 6 ,y) ; ces

points sont des valeurs propres de A(y) + G .

8.2. On a Re 1-Lk~-5 0 l’égalité ayant lieu seulement pour l J l = l = ° .

8.3. On a J  w(Ô) 1 étant la constante de la proposition 7.

8.4. Pour 1)f &#x3E; à(à) la fonction n’a pas de points singuliers dans le

demi-plan Re 0 + 6 .

Soit S(ô~y) ; il existe donc avec !)(?!’’ , = 1 telle que

ce qui démontre a . ~ .
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Cette dernière équation s’écrit encore en introduisant l’opérateur L de la pro-

position 4

Soit en multipliant scalairement apr 9

d’où l’on tire ~ 1

Si maintenant Re u. =0 on a (1(9)/~) = 0 soit d’après la proposition 4 s

d’où lton tire aussi s

cr n’ étant pas nulle, on en déduit

ce qui implique |y| = 0 donc |03BCo| = 0 et démontre la proposition 8.2.

Pour démontrer 8.3 et 8.4 il suffit de remarquer que si Im 03BCo 1 &#x3E; w(8) ou si

&#x3E; diaprés la proposition 7 on a ~ ~ 9 5 et on ne peut donc avoir

= cp ·

PROPOSITION un nombre strictement positif quelconque et désignons r

d( ) la distance du spectre de £1 (§ ) + G à 1 t axe 

~, ~ , Si nous posons :

alors do(b) &#x3E; 0 .

9.2. Il existe une telle que sur la droite Re &#x3E; = et

y &#x3E; "o on ait C(b) , et dans le demi- Re 03BC &#x3E; -d (b) la
" 

fonctioi1 est à 03BC.

D’après la proposition 8 on sait que si f00FFJ &#x3E; on a d(y) &#x3E; f-k +ô l . Pour
.. 0 .

démontrer 9. 1. i 1 suffit donc de prouver que

Supposons cette dernière quantité nulle s c’est dire qu’il existe une suite 

convergeant vers yo avec b  yo | w(8) et une suite de complexes 4 n 
= n n
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telle que &#x3E; 0, J..L n étant un pôle de R(03BC,yn). Il existe donc un entier n 
0

tel que pour n &#x3E; no on ait an &#x3E; -k +5 c’est-à-dire d’après la proposition 8

I,r il 1 :-5 w(8) . La fonction étant continue par rapport à r ,

elle est bornée pour par une constante Ci . D’après la proposition

9.2 il existe alors un entier 1-~ tel que pour n &#x3E; n~ et n &#x3E; no on ait : -.

ce qui entraîne ,yn|| 2C1 en contradiction avec le choix des suites {yn}Il n n à n

et {03BCn} d’où- 9.1. Pour démontrer 9.2 remarquons d t abord que si V|03BC|2+|y|2&#x3E;n .

et Re 03BC &#x3E; -k0+ 8 on a9 d’après la proposition 7 :

On est donc ramené à majorer sur le compact défini par -.

Cette majoration résulte de la continuité de liCE - sur ce compact.

L’analycité de R(03BC,y) résulte alors de la proposition 8 et du choix de 

PROPOSITION 10. Alors, pour y fixé, uel

ue soit 
-

la limite étant uniforme 

On peut toujours supposer J &#x3E; W(8) , alors s

soit encore

ce qui démontre le résultat.

PROPOSITION 11 . Pour tout et poux tout y tel Que !~~ 1 &#x3E; 0 ,  :

; G le générateur infinitésimal d’un semi-groupe contractant de

classe C o 9 l’intersection des domaines de A(y)+ G et de (A(00FF)+G)2 est dense

dans ~ . Pour démontrer la proposition 11 , , il suffit donc d’après le théorème

de Banach-Steinhaus de la démontrer pour cp appartenant à cette intersection. Nous

avons alors
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Avec les notations de la propositio11 9 , pour |y| &#x3E; b &#x3E; 0 prenons le contour 

tégration défini par le rectangle

R(~,y) est analytique dans ce rectangle et les intégrales sur les côtés parallèles
à l’axe réel tendent vers 0 On a donc

Soit pour

Mais

donc pour co appartenant au domaine de (A(y)+G)2 et pour -do, on a,

C étant la constante de la proposition 9 : 
.

ce qui entraîne, C étant une constante en x° 1

ce qui démontre la proposition 1~~



5.23

1 ,

DU PROBLÈME DE CAUC HY I

Nous dirons qu’une propriété est vraie pour presque tout y si elle est vraie

presque partout dans llespace des  . Nous allons démontrer le théorème suivant :

II. Soit f une fonction telle pue If dp  co et telleTHEOREME II. 
’ 0 (x,p) J 

 

0 (x,p) 12 d’X dp  co 

que sa transformée de Fourier en x s oi t f 0 (00FF ,pL appartienne à D (00FF) pour

-presque tous les y . Alors îl existe une fonction définie pour presque

tout p et presque telle que Slf dp soit

0 et telle Fourier par rapport à x soit solution du

problème (II) .
On a de plus

C’est en ce sens que nous dirons que ~’ est solution du problème (I).

étant donc donnée et satisfaisant aux hypothèses du théorème II, nous

luî associons f0 ’ (00FF,p). D’après le théorème I le problème (II) admet une solution

unique f(x ,y,p) qui9 pour x et y fixés, est un élément de ’je .
Montrons que est mesurable en  . Tout d’abord f o(y,p) est mesu-

rable en y. Par ailleurs, pour Re J-1 = Ci as s ez grand, on a :

donc 1 (y?p) est mesurable comme limite de fonctions mesurables donc aussi

Mais étant mesurable en p il en résulte que r(xo ,ÿ ,p) est mesurable

pour tout x 0&#x3E; 0 par rapport au couple (~,§) .

D’autre part, le semi-groupe étant contractant, on a :

ce qui entraîne :

soi t, d’après le théorème do Fubini,

donc pour presque tout "p on a s
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Donc, pour presque tout p y il existe une fonction de carré sommable

en X définie par :

De plus, en vertu de l’égalité de Parseval, on a

Etudions maintenant cette dernière intégrale quand

D’après la proposition 11 on a : 
,

et pour tout xo&#x3E;0 on a

la dernière intégrable étant sommable en 00FF. Il résulte alors du théorème de
convergence dominée de Lebesgue que

ce qui achève la démonstration du. théorèmes II.
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