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PARAVMETRIX ET INVARIANTS SUR IES VARIETES COMPACTES
par Edmond COMBET

Les données sont les suivantes

(1,g) : variété riemamnienne de métrique €lliptique g , de classe ¢®, compacte
sans bord, de dimension n et dont on note v la mesure riemannienne
canonigue,

g s fivré vectoriel complexe, muni d'une structure hermitienne et basé sur M

9

Aoz opérateur différentiel lindaire elliptique sur les sections C° de .

Nous nous intéressons ici a la construction de paramétrix des opérateurs , et
)

———

3% + A par la méthode des approximations successives de HADAMARD,

Nous verrons au paragraphe II que ceci est possible pour une classe assez large
dtopérateurs différentiels. Ce procédé de construction fait apparaitre une suite de
noyaux c” qui interviennent dans ll'expression de la trace du noyau élémentaire de
1topérateur de la chaleur 5% + A o En utilisant une expression de l'indice des
opérateurs elliptiques obtenue par la méthode dite de 1l'équation de la chaleur on
peut alors lier certains invariants topologiques de la variété "M aux traces des
noyaux qui entrent dans la construction de paramétrix des laplaciens usuels (lapla=-
cien sur les formes et les spineurs).

Pour simplifier 1'exposé, les méthodes seront envisagées au paragraphe I dans
1tétude du laplacien usuel sur les fonctions.

Le détail des calculs, souvent lavorieux, ne sera pas domné ici , on pourra les

trouver dans un article a paraitre aux Ammales de 1'Ecole Normale Supérieurse

I, Le laplacien sur les fonctions.

Dans ce paragraphe, A est le laplacien sur les fonctions. On a, localement 3

1

Jaét g

A, Paramétrix de A

AL = - 3,(/ast ¢ g“"Jajf) .

On cherche une paramétrix a droite de A c'est-d~dire un noyau R trés réguliexr
sur 1 x II ‘el que :

AXR(XaY) =9 (X,}]’) + S(x,y)

or S est une fonction de classe strictement positive.
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On peut se limiter a un voisinage arvitraire V de la diagonale de M x M. On
prend pour V un voisinage normal de cette diagonale , ceci entrnine que, pour tout
couple (x,y)cV, il existe une géodésique unique joignant x & y. Nous désigne-
rons par r(x,y) la longueur de cette géodésique.

To méthode de HADAMARD consiste a partir du noyau élémentaire usuel dans sk
(n>2) s

(B
r(z -1)

2-n
xr 9

puis & chercher R soms la forme

R (v + v + 1% tees) o
Pour cela, on fixe un repére ortaonormé en y et on introduit les coordonnées
normales et les coordonnées polaires géodésiques pour ce repere. On pose 3

o(,y) = (aét g(x)) ™/

et on considére les fonctions régulieres ui(x,y) définies sur V par le systéme :
5 (59) = o Goy)

" r\x 5 I .,_Q.. =
;G2 = HEE 2 0303+ 2y (o) + oy g Goy) =0

Un calcul direct conduit alors au résultat suivant :

(2) Pour n dmpair > 2 , le noyau s

=

i .
rGG -1 ,., 2

{u + % u. )
4Trn72 o n _ i

2 S -

i

est, pour tout entier N > ‘-1-5-2— une paramétrix & droite R de A avec un complé-
ment S de clasme supérieure ou égale & N - Eé-'l .
(p) Pour n pair > 2 , le noyau :
n
n ==2
2n > {r2—n[uo N = _r = ui} - ——3-—-—|n Log 1° u, +7 unj }
g i=1 473 2)@ 3) e B -1-1) n n_y 2

-1 :
2 Gea)n

~ 3 " e m
est unp paramétrix & droite R de 4 avec un complément S de classe C .
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B. Noyau de diffusion.

On cherche une paramétrix P de llopérateur de la chaleur g% + A « La méthode
et les formules explicites sont ici bien conmues (voir par exemple K. YOSIDA [6]).

On part du noyau élémentaire usuvel de R

_ 1 t-n/2
(2 /"

Les fonctions ug détermindes au

P

o exp(—i% (t+>0) .

s I.A entrent dans la construction d'une para-—

métrix de §% + A de la fagon suivante : pour tout entier n = 1 , chaque somme s

N .
P(ts}%y) = PO(tSX:ff)[ X tlui(XsY)]
i=0

o N> %- est une paramétrix de llopérateur de la chaleur.,

On en déduit classiquement le noyau de diffusion E(%,x,y) associé & 4 clest-

a~dire le noyau élémentaire du probléme de CAUCHY pour ll'opérateur de la chaleur.
Clest llunique fonction E , de classe C° sur J0,+) x M x M , vérifiant 1'équa-

tion: B
(53 + 8,JB(t,x,5) = 0

ainsi que la condition s

£= lim [ E(t,.,5)EF)v(y)
0" "1

. N Q0
dans llespace C7I1 des fonctions de classe C sur M .

De la construction explicite de E & partir de P (E se présente sous la forme
P+ W), S, INAKSHISUNDARAK [5] a déduit la formule asymptotique s

E(t,x,x) ~ (2/m™ t—n/Z( z tlui(x,x)) .
t -0t i=0

C————r

C. Fonctions uy et structure de (M,g).

Par la nature méme du probléme cnvisagé (détermination de paramétrix)s seules les
traces ui(x,x) des fonctions ui(x,y) peuvent &tre lides de fagon intéressante a

la structure géométrique ou topologique de M ,

Le systéme du 3y I.4 donne :

uo(x,x) =1

ui(y’y) =-3 By ui—1(X’Y)lx=Y ’
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On trouve aisément :
1
Y (X:X) =% ©(x)
ou 6 est la courbure scalaire de (11,8) .

Ia fonction u,(x,x) a été calculdée par M. BERGER [1] dans son étude des rela-
tions entre le spectre et la courbure d'une variété riemannienne et aussi par MAC

KEAN et SINGER [2] dans lour étule des relations entre le spectre et la forme d'une
membrane vivrante plane.

Nous ne domnerons pas ici llexpreszion de cette fonction ub(x,x). Notons seule-
ment Qulune surface compacte orientable M est topologiquement caractérisée par le
nombre

a, = [ w (xx) v(x),
1

puisque 1l'on a, par la formule de GAUSS-~BONNET :

Nombre d!EULER de M = j?—j G,V
Ty

o7t

Ce sont quelques relations de ce type que nous obtiendrons au § 1I.C.

11, Laplaciens &énéralisés.

Nous revenons mointenmant aux notations initiales : & est un fibré vectoriel ba-
I'd ’ . - . o e
gé sur M et supposé muni d'une structure hermitienme h . L'espace C € =9H¢g = 2

des sections C° de ¢ est muni de sa topologie usuelle et aussi de la structure
préhilbertienne obtenue en posant

L ERTIRNCORIEONOR
M
et ce fait permet de considéror les sections C° de & comme éléments de 1l'espace
Dt des sections distributions de ¢ .

Nous appelons laplacien généralisé tout opérateur différentiel lindaire 4 sur
€™z qui, pour £eCM ot @eC”¢ vérifie 1'identité :

(1) A(£p) = (af)p - 2 tr.(af ® Zp) + fop

« 4f est le laplacien usuel de la fonction £ (§ I),
« £ est une dérivation covariante : Cg - C(TH9® g) ,

o le symbole *tr est 1o trace prise par rapport a la métrique & (on a, loca-
lement: tr(df ® fo) = gl':]aif f,jap).
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On notera qu'lun laplacien généralisé est un opérateur différentiel dlordre deux.

Pour asTi M et u€g le symbole de A est domné par la formule de définition:

=

a(£29) (x)

oh feC™M vérifie f£(x) =0, ai(x) =o et ot (x) =u . On déduit alors de (1):
i
GA(Xsa)u = (g J(X)aiaj)u

et ceci prouve que A est ellivtique.

Les laplaciens sur les champs de formes, le laplacien spinoriel sont de ce type.
Plus généralement, si v est la dérivation covariante riemannienne canonique sur
C™T™M  (chomps de formes lindaires) on peut définir :

v® 2 :C(T'M® ) » C(T*M® T'M® &)
en posant 3
o) e®¢) = Ta)®p+a® Ly,
et alors 4 =~ tr((v ® £) o ) est un laplacien généralisé,

‘Nous allons voir qu'il est possible d'étendre aux opérateurs de ce type l'étude
foite au § I pour le laplacien sur les fonctions. Dans toute la suite, A est
donc un laplacien généralisé,

A, Paramétrix de A

On considere & nouveau le voisinage normal V de la diagonale de M x M. Ila
domée de la dérivation covariante ¢ définit un transport paralléle le long de la
géodésique vy joignant deux points x et y de M tels que (x,y)eV. A chaque

élément uyegy s Ce transport fait correspondre un élément uzegz(zey) de fagon
que @

u, = uy pour z =79 ,
i(z)
ar Uy = 0

2

ou le symbole *é%l désigne la dérivation covariante dans la direction de vy .
On obtient ainsi un isomorphisme gy ::gx que 1l'on peut décrire & ltaide d'une
section double d(x,y) de classe €~ au~dessus de V de facon que :
v, = 3 EGY)u)

Par la définition méme de < on a @

°
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. ou = hx(e(x,x),ux) pour tout xei
2 _
. dr d(x,y) =0 .

On considére alors les sections doubles (ou noyaux) u, définies par le systéme :
u_(x:9) = p(,y)o(ry)

r 5 i :
=ale = o (3,3)] + 2(x,¥) Jd%l u (x,y) + 8wy 4(xy) =0 .

uy Gep)Cs - HE 2

(o] . ’ -
Ces noyaux sont de classe C et permettent d'ohtenir une paramétrix pour A avec
des expressions identiques 3 celles que nous avions au & I,A pour le laplacien sur
les fonctions,.

B. Noxau de diffusion de o .

Le noyau de diffusion de A est le noyau élémentaire E(t,x,y) associé au pro-

bléme de CAUCHY pour ll'opérateur de la chaleur g% + A o Les méthodes et les formu=-

les du § I,B sgt'étendent encore sans changement,

Ia formule de 5., MINAKSHISUNDARAIM stinterpréte maintenant en termes de traces pri-
ses par rapport & la structure hermitiemne h sur £ . D'une fagon précise on a
ui(x,x) :0'(e @) et on pose localement, avec des notations évidentes :

Tr u,(x,x) = & (x) uab(x X) .
ivt? ~. Tab i
a0
On obtient alors le développement asymptotique
N=n ,-n/2, > i
Tr B(t,x,x) ~  (2/m)7 % (o T ui(x,x)) .
t-0" i=0

C. Paramétrix et invariants de la variété M .

L'indice d'un opérateur différentiel elliptique peut s'exprimer a l'aide de noyaux

de diffusion dans les circonstances suivantes

Considérons deux fibrés vectoriels hermitiens §+ , £ basés sur M et un opéra-
tour différentiel clliptique D : g’ - ™z~ dont on note D¥ 1'adjoint pour ces

structures hermitiennes.

Les opérateurs

RS BRI o
- 00 = [« « RN

A =DD% : Cg - Cg
sont elliptiques, autoadjoints, positifs et admettent des noymux de diffusion

*
E (tyxaI)’) .
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On a alors »our tout t> 0 :

indice (D) = [ Tr E (4,%x,x)v(x) - f Tr T (%,x,x)v(x) .
M M

Cette expression est un cas particulier (complexe réduit & deux éléments) de la

formule (46) de T. XOTAKE [3].

Si 1ton suppose maintenant que 4 sont des laplaciens généralisés on déduit de

la formule de S. IINAKSHISUNDARAM (§ II.B) avec des notations évidentes

°
°

Mg

I 0 pour i #

!

Connaissant les expressions topologiques de l'indice des opérateurs elliptiques
associés aux paramétrix des lapla-

(2 /ﬁ)“n(f (Tr uz - Tr u;)v) =
™ h
H { indice (D) pour i = g', n pair.

usuels il est alors aisé de lier les noyaux ug
ciens usuels a certains invariants topologigues de M .

Dans toute la suite, on suppose que M est orientée.

Exemple 1 3
On désigne par APTHﬂ le fibré des p-formes aliternées sur M , par Ap le la-
placien de de RHAM sur CmAPT*M et par Ep le noyau de diffusion associé a AP et

. D Y ’ re I
enfin par ué les noyaux correspondants considérés au y IL.A .

" (resp. £7) 1o fibré des formes dc degré pair (resp. impair), d

Notons &

1topérateur de dérivation extérieure, d* 1tadjoint de d usuel.

On pose :
Y ee
D=a+ats: e - %
\ L % &
F= QW - d 3 Cmg - Cg'S H
on obtient alors ¢
s = D¥D = XA
p pair p
A- = DD*- = L Qp .
p impair
De 1ltunicité des noyaux de diffusion on déduit :
u, = o ub
~  p pair
u; = P u? ’

» impair

kS



2.8 Ed. Combet, Paramétrix et invariants...

dloli 1la Tormule :

0 pour i #

oIS

. n A
(2 /F)—ﬂ ) (~1)p J Tr u? v = P
p=0 M

nombre d'Buler de M pour i = g-, n pair.

Exemple 2 (dimension de Il ¢ n = 4v),
n
e Prosenr . . P
Sur le fivré des formes 2 "T*M on considére 1l'endomorphisme o défini par
p=0 '

ap = (<122 g

sur les p-formes, 4, ¢ étant 1l'adjoint de HODGE de ¢ . Ona of = identité et
n _
« décompose '390 APT*M en gomme directe §+’® g des sous~-fibrés qui correspondent

respectivement aux valeurs propres +1 de o .

On prend encore D =4 + 4% Cm§+ - Cmg- et on pose,; avec les notations de
1texemple 1 :

n n
E= 2 E et 6= X A e
p=0 P p=0 P

) Prs 3 .
s sur @ APTHM , il vient
p=0

Puisque oA

E-(tsxsr:‘f = %(E(tsxsy) + axE(tsX9Y)) o

oc

Sacihant que
Tr uiE(t,x,x) =Tr Ezv(t,x,x) )
il vient : -
z 0 pour i # 2v
167 7oV [ mr s uzv(x x)v(x) = !
w0 "
i
|

signature de M pour i =2v .
A

Exemple 3 (dimension de M : n = 2y)

On suppose qufun fivré spinoriel ¢ peut &tre basé sur M et on désigne par .
1topérateur de séparation des spineurs positifs et négatifs sur g . La situation

est amalogue a celle de l'exemple 2 .

En désignant par ug les noyaux associés au laplacien spinoriel (A. LICHNEROICZ
[4]) on obtient :

0O pour i #£ v
47V 7 ) Tr ;BX ui(x,x) v(x) =
H A-genre de M pour i =v .
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