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2.1

PARAMÉTRIX ET INVARIANTS SUR LES VARIÉTÉS COMPACTES

par Edmond COMBET 

Les données sont les suivantes -.

variété riemannienne de métrique elliptique g , de classe C. compacte

sans bord, de dimension n et dont on note v la mesure riemannienne

canonique,

ç i fibre vectoriel complexe 9 muni d’une structure henni tienne et basé sur 

à : opérateur différentiel linéaire elliptique sur les sections C~ de

Nous nous intéressons ici à la construction de paramétrix des opérateurs ù et

9 9t + ù par la méthode des approximations successives de 

Nous verrons au paragraphe II que ceci est possible pour une classe assez large

d’opérateurs différentiels. Ce procédé de construction fait apparaître une suite de

noyaux C qui interviennent dans l’expression de la trace du noyau élémentaire de
l’opérateur de la chaleur 5x + â . El1. utilisant une expression de l’indice des

opérateurs elliptiques obtenue par la méthode dite de l’équation de la chaleur on

peut alors lier certains invariants topologiques de la variété IvI aux traces des

noyaux qui entrent dans la construction de paramétrix des laplaciens usuels (lapla-
cien sur les formes et les spineurs).

Pour simplifier l t ex-posé, les méthodes seront envisagées au paragraphe I dans

l’étude du laplacien usuel sur les fonctions.

Le détail des calculs, souvent labor-.eLeux, ne sera pas donné ici , on pourra les

trouver dans un article à paraître aux Annales de l’Ecole Normale Supérieure.

I, Le laplacien sur les fonctions.

Dans ce paragraphe? 6. est le laplacien sur les fonctions. On a, localement s

A. Paramétrix de

On cherche une paramétrix à droite de A c’est-à-dire un noyau R très régulier

sur tel que s

où S est une fonction de classe strictement positive.
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On peu.t se linriter à un voisinage arbitraire V de la diagonale de î-1 x M. On

prend pour V un voisinage normal de cette diagonale ? ceci entraîne que 9 pour tout

couple il existe une géodésique unique joignant x à y. Nous désigne-
rons par r(x,y) la longueur de ce tte géodésique.

La méthode de consiste à partir du noyau élémentaire usuel dans R~’~

(n&#x3E; 2) ;

puis à chercher R sous la forme s

Pour cela, on fixe un repère orthonormé en y et on introduit les coordonnées

normales et les coordonnées polaires géodésiques pour ce repère. On pose :

et on considère les fonctions régulières ui(x,y) définies sur V par le système :

Un calcul direct conduit alors au résultat suivant s

(a) Pour n impair &#x3E; 2 , 9 le noyaux

est, pour tout une paramétrix à droite R de A avec un complé-
ment S de classe supérieure ou égale à N - -2013 .

11 pair &#x3E;2 ~ 9 le novau 1

est una paramétrix à droite R de 6 avec un complément S de classe C
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B. Noyau de diffusion.

On cherche une paramétrix P de l’opérateur de la A . La méthode

et les formules explicites sont ici bien connues (voir par exemple K. YOSTIM [63).
0i? part du noyau élémentaire usuel de g

Les fonctions u. déterminées I.11 entrent dans la construction para-

métrix de 9 9t A de la façon suivante i pour tout entier n ’ 1 , chaque somme -

oû N &#x3E; n 2 est une paramétrix de l’opérateur de la chaleur.

On en déduit classiquement le noyau de diffusion associé à A c’est-

à-dire le noyau élémentaire du problème de CAUCHY pour 1 s opérateur de la chaleur.

C’est Itul1.ique fonction E ~ de classe C~ sur X M x M , vérifiant Inéqua-

tion : 
- ~ .. s ..

ainsi que la condition s

dans l’espace des fonctions de classe Coo sur M.

De la construction explicite de L à partir de P (E se présente sous la forme

P + W), s. [5] a déduit la formule asymptotique ;

C · Fonctions ui et structure de 

Par la nature même du problème envisage (détermination de paramétrix), seules les
traces u.~x~x~ des fonctions peuvent être liées de façon intéressante à

la structure géométrique ou topologique de 1

Le système du 0 I.A donne z
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On trouve aisément :

ôù à est la courbure scalaire de 

Za, a été calculée par ~18 BERGER [1] dans son étude des rela-
tions entre le spectre et la courbure d’une variété riemannienne et aussi par 1-I&#x26;C

et SINGER [2J dans leur étu3..e des relations entre le spectre et la forme d’une

membrane vibrante plané.

Nous ne donnerons pas ici l’expression de cette fonction Notons seule-

ment qu’une surface compacte orientable M est topologiquement caractérisée par le

nombre 1

pu-isque a, par la formule de GAUSS-BONNET :

Nombre d’EULER de

Ce sont quelques relations de ce que nous obtiendrons au § II.C,

II. généralisés.

Nous revenons maintenant aux notations initiales : § est un fibre vectoriel ba-

sé sur M et supposé muni structure hermitienne h . L’espace = 

des sections cro de g est muni rle sa topologie usuelle et aussi de la structure

préhilbertienne obtenue posant

et ce fait de considérer les sections Coo de § comme éléments de l’espace

33~ des sections distributions de S .

Nous appelons laplacien généralisé tout opérateur différentiel linéaire A sur

COOg qui, pour et vérifie 1 ~ identité s

aù tou :

. nf est le laplacien usuel due la fonction f .§ l) ~

~ S, est une dérivation Cco§ ~~~T#l~ v ~ ~ 9
. le symbole tr est la trace prise par rapport à la métrique g (on a 9 loca-

lement : tr. (df O £cp) = g ijd
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On notera laplacien généralisé est un opérateur différentiel d’ordre deux
Pour M et le symbole de À est donné par la formule de définition:

où vérifie = 0 , df(x) = 0153 et où u . On déduit alors de (1):

et ceci prouve que 6 est elliptique

Les laplaciens sur les champs de formes, le laplacien spinoriel sont de ce type.
Plus généralement, si V est la dérivation covariante riemannienne canonique sur

(champs de formes linéaires) on peut déiinir t

en posant :

et Z) o -P) est un laplacien généralisé.

Nous allons voir qu’il est possible d’étendre aux opérateurs de ce type l~étude

faite au ~ I pour le laplacien sur les fonctions. Dans toute la suite, c~ est

donc m laplacien généralisé.

A. Paramétrix 

0n considère à nouveau le voisinage normal V de la diagonale de M X M. La

donnée de la dérivation covariante ~ définit un transport parallèle le long de la

géodésique y joignant deux points x et y de M tels que A chaque

élément ce transport fait correspondre un élément de façon

que :

aii le symbole C(z) dr désigne la dérivation covariante dans la direction de y.

On obtient ainsi un isomorphisme §y=§x que l’on peut décrire à l’aide d’unes r x

section double 8(x,y) de classe Coo au-dessus de V de façon 

Par la définition même de 8 on a : -.
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pour tout 

On considère alors les sections doubles (ou noyaux) u. définies par le système :.L 
i

Ces noyaux sont de classe 000 et permettent d’obtenir une paramétrix pour à avec

des expressions identiques à celles que nous avions au ~ I ,A pour le laplacien sur

les f onctions.

B. Noyau de due 
1

Le noyau de diffusion de à est le noyau élémentaire E~t,x,y~ associé au pro-

blème de CAUCHY pour l’ opérateur de la chaleur +A. Les méthodes et les formu-p ô v
les du § I.B s’étendent encore sans changement,

La formule de S. MINAKSHISUNDARAM s ’interprète maintenant en termes de traces pri-
ses par rapport à la structure hermitienne h sur D’une façon précise on a

Coo(§ O §) et on pose localement, avec des notations évidentes s1 
.

On obtient alors le développement asymptotique :

C. Paramétrix et invariants de la variété M .

L’indice d’un opérateur différentiel elliptique peut s’exprimer à l’aide de noyaux
de diffusion dans les circonstances suivantes s

Considérons deux îï’ârés vectoriels hermitiens §+, §- basés sur M et un opéra-

teur différentiel elliptique D : Coo§+-&#x3E; Coo§- dont on note D* l’adjoint pour ces

structures hermitiennes.

Les opérateurs

sont elliptiques, auto-adjoints, positifs et admettent des noyaux de diffusion
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On a alors pour tout t &#x3E; 0 :

Cette expression est un cas particulier (complexe réduit à deux éléments) de la
formule (46) de T. KOTAKE [3].

-i-

Si lton suppose maintenant que 6- sont des laplaciens généralisés on déduit de

la formule de S. MINAKSHISUNDARAM (0 II.B) avec des notations évidentes :

Connaissant les expressions topologiques de l’indice des opérateurs elliptiques
usuels il est alors aisé de lier les noyaux ui associés aux paramétrix des lapla-

ciens usuels à certains invariants topologiques de i4I .

Dans toute la suite, on suppose que Il est orientée.

Exemple 1 :

On désigne par le fibre des alternées sur 11 , par Ap le la-

placien de de RHAM sur et par E le noya,u de diffusion associé 
lJ 

et

enfin par upi les noyaux correspondants considérés au n II,à .

Notons g’"’ (resp. §-) lo fibre des formes do degré pair (resp. impair), d

l’opérateur de dérivation extérieure, d* l’adjoint de d usuel.

On pose :

on obtient alors

De ltunicité des noyaux de diffusion on déduit:
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la 1

0 pour

nombre d’Euler de M pour i = n 2, n pair.2

Exemple 2 (dimension de H : n = 4v) - 
l....

n 
-&#x3E;,~,

Sur le fibre des formes 3 on considère l’endomorphisme of défini par
P=O 

’

sur les cp étant l’adjoint de HODGE de cp . On a identité et
il 

p + -

a décompose O A n en aonme directe §+ O § 
- 

des sous-fibres qui correspondent- 

i~~~ " "

respectivement aux valeurs propres +1 de a

co 1 co -

On prend encore D = d + d* : - 
. 

-&#x3E; C § et on pose, avec les notations de

l’exemple 1 :

ad. = sur il vient s

Sachant que

il vieiit :

0 pour ~. ~ 2 v

signature de M pour i = 2v .

Exemple 3 (dimension de i n = 2v)

On s’appose qu’un fibre spinoriel § peut être base sur M et on désigne par ,1

l’opérateur de séparation des spineurs positifs et négatifs La situation

est analogue à celle de l’exemple 2 .

En désignant par u . les noyaux associés au laplacien spinoriel CA. LICHNEROWICZ

[4j) on obtient s
0 pour 

A-genre de M pour 1 = v .
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