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TXPOSE DE Li THESE DB SPEER SUR LA RENORMALISATION,
LYINTERPOLATION, ET I4 SOMMATION DES INTEGRALES DE FEYNMAN

par
A.S. WIGHTMAN*
(I.H.E.S., Bures-sur-Yvette)

Ia thése de Speer contient quatre résultats principaux :

a) Démonstration de 1'équivelence des opérations R de Bogoliubov-Parasink—
Hopp & 1taddition de contre-termes au lagrangien d'interaction,

b) Construction des opérations R par une méthode analytique (cette partie
est déja publide au Jour, itath, Phys., 9 (1968) 1404-1410.)

c) Introduction des intégrales de Feymman généralisées interpolant toutes les
intégrales ordinaires d'un ordre donné.

d) Construction d'une intégrale sommant toutes les intégrales de Feynman d'un
ordre donné.

Je voudrais commencer en donnant une idée générale de ces résultats, et des
difficultés que Speer a domptées. Ensuite, j!'énoncerai quelques~uns de ses théoré-
mes en détail, Puisque a) est un théoréme technique et folklorique trés compli-

qué, méme & énoncer, je considére dlabvord b), c), d).

la méthode Riemann=Liouville-Riesz en théorie quantiaque des champs.

Je rappelle que Riemann et Liouville ont étudié 1'intégrale

(1) fz )2 ()ay fec®

et ont trouvé qulelle est fonction méromorphe de A , avec des pdles simples a
A =-n, n entier positif. Un tel comportement est analogue & celui de [F(A)T .
Ceci suggére ll'introduction de

7\ X)) = L * P )\-—1 -
(2) (r*e) (=) mﬂo ()" £(y)dy
Alors,
(3) (178) (%) = £ (x)

et ka donne une définition de la dérivée fractionmmaire dlordre -h. Il est
clair qulen général

*) en congé a 1'Université de Princeton, U.S.A.
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(4) L () - e,

Je rappelle aussi comment ii, Riesz a généralisé cette opération pour construire

une solution du probléme de Cauchy pour l'égquation des ondes. Il a démontré que

—p—

(5) () (x) = ~— T _ [(xv)?]

H(\) ~x=yV

1]
-+

est une fonction entidre de )\ sous des lypothdses convenables sur f.(x)P= (x°)2-3,

A=4
)
f(y)ay

V+ est le cdne (x)® 20, x°>0 et l'intégration est sur l'espace-temps de di-
mension quatre.

(6) 50 = 24 r&res?)
egt choisgsi tel que

(N °f = £, "2 - T,
Aingi g = I®f donme une solution de 1'équation
(8) Og=7f.

Les physiciens de Lund, & 1l'énoque de l'apres-guerre, sont tombés sur 1l'idée
dtemployer la méthode de Riesz pour rendre "finies" les fameuses divergences de la
théorie quantique des champs (Gustafson, Nilsson). Prenant comme guides les résul-
tats obtenus par Fremberg dans la théorie classique de 1l'électrnn de Dirac, ils
cherchaient une méthode pour rendrec finie l'énergie d'interaction de 1'électron.

Ils ntont pas réussi sauf par des expédients extrémes ; les divergences logarithmi-
gques persistaient. Dans ltintervalle, la théorie de la renormalisation dans sa forme
crue apparaissait, et, par la suite, de nouveaux auteurs, & Iund (K#11én, Karlson)
regardaient la méthode de Riesz comme tecimique auxiliaire dans la théorie conven-

tionnelle de la renormalisation des fonctions de Green. (Ia méthode réussit , clest
un probldme différent !)

laig, 1'idée que la méthode de Riesz doit donmner toute la théorie de la renor-
malisation est intarissable. Presque quinze ans plus tard, la théorie des distri-
butions étant devenue bien conmue, Bollini, Grambiagi et Dominguez l'ont proposée
encore une fois. L'exposition est plus élégante ; on pourrait faire appel au grand
traité de Guelfand-Nauwmarck, ou se trouvent les formules requises. Le probléme des
corrections radiatives aux ordres supérieurs qui occupe Karlson n'était pas touché

par Bollini, Grambiagi et Dominguez. On verra que ce probléme est non-trivial.

Voici 1l'essentiel du probléme pour le cas le plus simple traité par Bollini,

Grambiagi et Dominguez. Considérons la solution élémentaire -p de Feyrman de
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1téquation dlondes a masse

(9) @+ )3p() = 560)
3 S %
o = (€§0)2 - X (-—1?2, m>0, & estla distribution de Dirac pour 1l'espace-
J=1 ox

temps de dimension s+1.

Ap est défini par

lim (Zﬂ)—(s+1) f (- + me-ie]'le@[-ip.x]dsnp ,

(10) () = Lin

i

S R
()2~ = (@),
3=1

¥ o= (0 -7

Probléme. Donner un sens a la partie finie de [AF(X)]E .
In remplacant la distribution
lin [=p® 40P -ieJ?

e-> 0+
dans (10) par
lim [~P+P-ic]™
e->0+
on obtient une nouvelle distribution ;F(x,x). Pour Re)\ suffisamment grand,

AF(X,X) est une fonction de x localement intégrable, holomorphe dans la varia=
ble A o Bn fait

By
: 1B
s+1 Y . - KS+1 [(m[x®+ie]®]
( ) ( ) m e- §i>\nl -—2—- =\
11 A )\-,x = 1':" :
P T = T _

[[+ic]F] 2

(Voir Guelfand~Silov, Chap., IX, v 2. On y trouve aussi la relation entre les dis-

tributions retardées employées par Riesz et les distributions de Feynman.)
Solution. Démontrer que LF(X,X)AF(X) est méromorphe comme fonction de A &
valeurs distributions en =x, Définir la partie finie comme étant

[a00,)a(x) - Besddu g

A1 =1

Suivant une notation courante, une telle régle donnant un sens & un produit de

distrivutions stavpelle une régularisation.
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A premiére vue, cette régularisation peut sembler tout 2 fait arbitraire. iRis,

en fait, [gF(x)]e est naturellement déterminé sauf & 1l'origine. On peut démontrer
que

(12) p() = 00k () = 8(=x0): ) (x)
ou
8(x0) = 2(1 + san %)

p

(13) W6 -

— [ (e )e I

(2m)

On voit & partir de (13), qQue pour x° > O, AF(X) est valeur au bord d'une fonc-
tion holomorphe , + (x~iy), y:V+ (V+ é&tant 1l'intérieur du cdne de lumiére futur,
¥ >0, y°> 0), Pareillement, QF(X) est valeur au bord d'une fonction holomorphe
-48 7/ (x+iy), y:V+ pour x° < 0. Or on sait que les fonctions holomorphes & crois-
sance polyndmiale dans un tubve forment un anneau et la définition de multiplication
peut 8tre étendue au bord. Par conséguent, [AF(X)]2 est définie naturellement
sauf sur x° = 0, this, sur x° =0 , AF(x) est une fonction holomorphe sauf a

1'origine. Par conséquent, [AF(X)]2 est maturellement déterminde sauf & x = O,

Cette argumentation peut s!'étendre & un produit quelcongue
AF(X-y)AF(X-Z)AF(y_Z) cees o

Ltambiguité o son support sur les hyperplans ou au moins deux des vecteurs X;¥sZjees

sont égaux,

Aingi, la régularisation donnée est moins arbitraire qu'a premiére vue, mais
néanmoing elle est arbitraire, et on est forcé de considérer la question : quelles

propriétés doit—-on demander a une régularisation. Les physiciens auraient pu répon-

dre aprés ~1955 : choisir la régularisation pour qu'elle soit une renormalisation.
vbis, je crois qu'aucun ne 1l'a fait complétement avec la méthode de Riemann-Liouville~
Riesz avant Speer. Je vais expliguer ce qu'on veut dire par le mot renormalisation

apres avoir donné les définitions de Speer.
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st
xR

s
8

N <

I1 est convenable dtintroduire la terminologie graphique qui suit pour décrire
les objets que nous voulons discuter, Un grapne ; est un triple ¢ = {v ,;,n}
formé de deux ensembles v(3) et .2(;) les somets et les lignes de g5 resp, et
une fonction ®_  définie sur £(;) qui donne pour une ligne %, une paire de som~
nets (ces deux éommets peuvent &tre confondus.) Un graphe est orienté si on ordonne
les wvaleurs de ﬁg + Le premier s'appelle le sommet initial ;, le deuxiéme le sommet

final. Ia fonction ﬂg dtun graphe orienté g est aussi définie par sa matrice

d!incidence
O si i ntest pas sommet de 2
(14) ez _ 1 si i est sormet final et n'est pas sommet initial
* -1 8i i est sommet initial et n'est pas sommet final
+1 gi i est sommet final et sommet initial

ee(s) , dev(a) .

Un graphe de Feynman sur llespace-~temps de dimension s+1 est une paire qui consis-
1

te en un graphe orienté dont les sommets sont des points de s solent X jeeesX

n
et une fonction qui fait correspondre a chaque ligne Esﬁ(g) une distribution

n :
AF( = eﬂ X.)e

A 171

iz v(3)
(Dans le cas gdnéral, AF peut &tre un opérateur différentiel matriciel agissant
sur le AF de (10), mais pour le moment, nous considérons le cas le plus simple.)
Nous convenons que si i est sommet initial et finmal de 4

n
by eﬁixi =0,
ic v (3)
et AF(O) est une constante arbitraire.

Avec cette terminologie llamplitude de Feymman formelle appartenant au graphe

de Feynman g est

(15) I a( =
ec(g) T icv(a

£ ) .

e, X,
)ll
Suivant Speer nous allons régulariser cette expression formelle.

Ia méthode amalytique de Speer,

Speer introduit une variabvle complexe différente, A, , pour ciaque ligne ¢
dans ¢(g). Il remplace l'amplitude formelle (15) par

(16) Io850,, T efix) .
ei:z(g) 7 iev(y)

I1 montre que cette expression est bien définie comme fonction méromorphe des Kz a
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valeurs distributions en X = X yeensXy o L'ensemble polaire est plus compliqué que
dans le cas de AF(A,X)AF(X). En fait, par le point A, = 1, 2€2(g), il passe

toute une famille d!'hnyperplans polaires. Plus précisément, si L est le nombre des
lignes, n 1le nombre des sommets et N

(17 T A
€A

L -n+1, les surfaces polaires sont

Il

2N = m

£

m un entier positif, A un sous-cnsemble de £(;) arbitraire. Ia fagon dont on
doit retrancher ces pdles pour obtenir la partie finie n'est nullement évidente.
Clest 1la la difficulté principale que Speer a surmontée, en introduisant une classe

de parties finies qu'il appelle évaluations généralisées (generalized evaluations).

Ia notion dlune évaluation généralisée &3 (1,...,1) est définie comme suit.

Soit V c ¢F (L =z 1) un voisimage ouvert de (1,...,1). Soit

(18) JéL(V) = {£55(0) ) [ & (k£—1]m est holomorphe dans V pour un m = 0}
AC 19...91’1] }?/E-A.

JﬁL = % A .

Alors une famille dtapplications & = {?L;L = 1,2,004} dﬁi-a € est une évaluation

gnéralisée a {1,044,1} si pour chaque L = 1,2,..,

(1) F;, est linéaire.

[N

(2) si feJiL est holomorphe & {1,...,1}, F L= F(1yeee,1)

(3) si £ J‘EL(V) et si
g, =M Iz (NI

LeA
est holomorphe dans V et 8, = 8o uniformément dans V alors

%Lfn - S‘rLfo °

(4) 5i o est une permutation de {1,...,L1 , fcA

L s et fgéééi est

définie par
fc_(klg ..o,)\L) = f()\.c(.]),ooo,)&o(n))
alors

S".Lfo_ = Ut Lf

(5) si fsafL ne dénend que de Xl,...,hL, o L'c< L, alors ?L‘f = ?Lf .

(6) si fi,fésd%i et fi ne dépend que de M oseeeshyy et £, ne dépend que

de ALty eseesry 5 alors
3‘r]:l(fl:‘-:g) = (B:Lfl) X (C}Lfg )0
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Hxemple
Soit fs&%L(V), V contenant un:d%sque kc—1§ <R, 4 =1,00ey,L + Soit
O0<R <R < .+ee < RL <R et Ri > Rj « Soit C, 1le cercle |\-1| =R, .
A V]

aAlors on peut définir 3=
(19)  #f=qrT —— [ T o)
9 Ff =13 § o)k L dkl...JC ) T O - .
o(1) o (L)

Cette définition satisfait & (1),e.4,(6) et est indépendante de {Ri} .

La définition donnée s'lappligue aux fonctions a valeurs complexes. Pour
1'étendre aux amplitudes de Feymman régularisées, on llapplique aux valeurs de la

distribution évaluée a chaque fonction dlessai feg .

I1 est étonmnant qulune définition si simple soit compatible avec les complica-

tions combinatoires de la théorie de la renormalisation.

Interpolation et sommation des amplitudes de Feyninan

Une amplitude de Feymman est une fonction de la matrice d'incidence e qui

détermine son graphe. Définissons les matrices

”

x) & 2
(20) ij = e’

9

b=1,ooo,L y j,k=1,-oo,n 9

qui, comme nous le verrons, apparaissent naturellement., Alors, dans l'application

a la théorie quantique des champs, on s'intéresse & la somme des amplitudes de
Feynman appartenant a4 une classe finie de graphes déterminés par quelque théorie par-
ticuliere. On a de bonnes raisons de croire que les cancellations entre les termes
sont importantes. Dans de telles circonstances, cela vaut la peine d'obtenir des

formules d'interpolation et de sommation d'une telle classe de graphes.

Comme interpolation, Speer propose de remplacer (20) par

L(2) RV VIRY _ _ .
(21) “jk X c:_i e(y) J.e(s) K ? X CS 1 5 cg =z 0
Les c¢_ sont des coordonnées varycentriques d'un corps convexe dans l'espace
BLn(n—1)/2

dont les coordomnées sont les L) sy 4 =T,eee,l , J,k=1,00e,n. (Les matrices

s Tk
%(”) sont syaétriques et satisfont a

n
r 2@ o)
=1 9K '
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)

des interpolées ont les mémes propridtés. que ocelles qui appartiennent aux paqints

Les points extrémaux sont les Qgﬁ

-

de la forme (20). Il démontre que les amplitu-

extrémaux,

Pour la sommation on a le probléme suivant : étant donné une fonction 1 , dé-
finie sur un corps convexe %?, trouver une formule exprimant la somme des valeurs
de f aux points extrémaux. Speer donne la solution : il existe un polyndme P
dans les coordomnées barycentriques ¢ , et les dérivées par rapport aux c¢ telles

que la somme est
(22) Lgdcfpf.

Pour 1tingtant, cette formule reste inutilisable parce qu'elle n'a un sens que pour
Rel suffisamment grand. On ne sait pas comment faire effectivement l'opération de

prolongement analytique & ), = 1. Ctlest un provléme ouvert trés intéressant.

Ayant donné ce sommaire schématique je passe aux détails (donnés pour s, le

nombre de dimensions de l'espace égal 3 3).

Représentations

AF(l,x) a une transformée de Fourier

(23) Bp(uip) = Ua (2n)? (- -ic)™
e=> 0+

On introduit une régularisation supplémentaire en définissant

(24) 3F . r(h,p) = (2ﬂ)_2[if(h)]_1fm dddx_1 explio(p®-P+ie)] .
9c 9 ™

Pour >0, >0, rxcC, &F ol 62(@4), clest-a-dire, sa transformée de
29

Pourier est indéfiniment différentiavle et 3 croissance polyndmiale. Par conséquent,

Il
—
~~
>
T
)
S
™
S’

(25) 1

X40 A ev.x,
7\1 -..KL’E’I 2 ;{.’16:(;) }.',E,r 5 i 1 1

. rd = - o > @ s
est bien deéfinie comme fonction € de x emtiére en A eeshy o

Formellement, l'amplitude de Feymman est obtenue en prenant la limite -0+
0+ , kl...hL-+ 1. tais, en général, la limite n'existe pas. Pour examiner
1'origine de cette divergence, nous passons a la représentation de la transformée
de Fourier
o A =3

. i
Pj) [ o] doy o eedoy ) g faﬁ
r T te2(g)

(26)

n
(293) = b(klgﬁ"kL)a( ,Z

7
7\.1 oo.}\L,€,r 3 1

)i~

[det aE]" exp i[p.cl.?E1 - OILLI;'“:I]?
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n
oi A . est la restriction de CL a 1'ayperplan S Py = 0 et
3=1
)
@7 == T _JK
! w2i(5) %
(51 Q" est définie par (20) .)
et
2 L _2n-2L-2, . —-2r )
(28)  BQgsepry) = 220 ATTER 220 0 )T

Si A =Xy = eee = XL =1, on a divergence de 1l'intégrale a l'origine, si les

puissances de 04 e ealp qui viennent de

ol

lig ot de [aet g T

sont trop grandes et négatives, on a des complications parce qulun sous-ensemble
des « peut donner une puissance trop négative, tandis que la puissance de llen—-

semble total des « 4 nlest pas elle-méme trop négative.

Si on ne considére que le degré total, clest la divergence superficielle qui

compte. Hlle est définie par

(29) w(y) = 2L(3) ~ 4[n(g) - 1]

ot L(3) est le nomore des lignes de g et n(g) est le nombre des sommets. Si

w(g) est strictement négntive 1'intégrale est appelée superficiellement convergente

parce qulelle serait convergente si toutes ses sous-intégrations étaient convergen-—
tes. lRis, en fait, quelques~unes de ses sous-intégrations peuvent diverger. Nous

reviendrons plus tard & la considération des sous-intégrations.

Les opérations R et la méthode de Speer

Ce sont Bogoliubov et Sirkov qui, lec premiers, ont dégagé de l'lumus de la 1lit—
térature physique une idée claire, concrétisde par 1'"opération R ", qui donne les
conditions pour qulune régularisation soit une renormalisation., Une opération R
est une fonction sur les gravhes de Feymman. < chaque graphe de Feynman,elle fait

correspondre une amwnlitude de Feynman renormalisée ; a chaque graphe de Feynman ré-—

gularisé, elle fait correspondrc une amplitude de Feynman régularigée renormalisée.

Pour les wméthodes de régularisation usuelles (comme celle mentionnée ci-dessus) la
limite de l'amplitude de Feymmnan régularisée renormalisée, quand la régularisation

est retirée, est llamplitude de Feymman renormalisée,

Pour définir R nous allons introduire quelques définitions et faits de la

théorie des graphnes.
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Etant domné un graphe orienté ¢ , un sous—graphe orienté 3' de g est un
graphe tel que v (g!') < v (¢) , (M <. () et ﬂg’ = ﬂﬁlr(q,) . Un sous=-graphe
[ EREAW:

orienté g!' de 5§ cst un sommet 2énéralisé si les lignes Szg') sont toutes les

lignes de £(g) dont les sommets appartiennent & w(g!'). Un graphe orienté g

est IPT (one particle irreducible) s'il est conmexe et si tout sous-graphe obtenu de
g en coupant une ligne est comnexe. Un graphe est IPR (one particle reducible) s'il
nzfit p%g)IPI. Chaque graphe connexe ¢ a une décomposition unique en IPI graphes

g s 3

nent dtun g 9/ 3 un autre. Correspondant & cette décomposition des graphes on a

«es telle que les lignes qui ne sont pas parmi les lignes des g J/ me-

une décomposition des amplitudes de TFeynman régularisées

. (2,)
’_{ T.E’r(g(a)) {I AF(E yTy L e Ki Xi)
J X

T =
(50) . 2(®)
ot le dernier produit est pris sur les lignes qui n'appartiennent pas 3 un des g(a).
Ia chose importante est que c'est un produit tensoriel de distributions. Par consé-

quent, noug pouvons congidérer le cas des IPI graphes.

Soit u un entier et T€g'(ﬁ4n) de la forme

n

(31) T (B, eee,B ) = 6(i§1pi)F(p1,...,pn)

ou F est une fonction indéfiniment différentiable. L'opération nu est définie
par

(32) G,y eee,p) =

n
6( Z p.)G(pyseeesn,) si w=z=0
a3 n
3=1
ou G est la série de Taylor de F autour de p =p =p_ =0 terminée a
1ltordre u

Soit g un gmphe de Feynman. Pour chaque sommet généralisé g' de g nous

définissons récursivement des amplitudes

,
1 si 23' a un seul point,

(33) 2. (g?) = < 0 si g' est IFR

=9

_ﬁu(g')ﬁssr(g') en tout autre cas.

Ici ona

(34)

R (q") =xIz (gr) &
E’r(° 9 coNn  &eT

ou la sommation est sur toutes les partitions des sormets de g',gf,g; vee  étant
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les sommets généralisés correspondants. Le produit
i1 A

conw  ©oF

est sur toutes les lignes dont les sommets sont dans des 35 distincts.

Définissant
(35) R, () =&, (@) + 5, ()

nous avons enfin une délinition de ltamplitude de Feyrman régularisée renormalisée.
L'opération R de Bogoliubov et Sirkov regardée comme opération sur les graphes de

Feynman régularisés est dommée par T_ _(g) -~ R_ _(3).
€47 €,T

Speer a généralisé quelque peu cette définition de Bogoliubov et Sirkov, en

englobant la notion d'une renormalisation finie, définie comme suit.

Soit ¢ wun graphe de Feyman., Une renormalisation finie est une application

qui, pour chaque sommet généralisé 1+ de ¢ donne une distribution xs(tﬁ)

’

1 si v a un seul point ,

(36) % (7)) = S 0 si W est IFR ,

m
6(j§1 pj)zqr(pj) dans tous les autres cas ,

ob %, est un polyndme de degré w(e).

Ia définition de Speer est la méme que (35) sauf qu'on remplace % r(g') rar
b

SRCDI

-
1T si ¢! a un seul point,
(37) %! (g') < 0 si g' est IPR,
- R _(gv) + %(g"
_ M(G') E,I'(‘} ) (Q )9
avec
8 ﬁ! ot = 511 21 ] I
(38) e,p8") =M zt(s}) oy Seor
et, enfin,
(39) R (8) <! () + 3! () -

Hepp a démontré le théordme suivant pour les opératioms R donndes var (35) et
Speer l'a étendu aux opérations R domnées par (39).
THEORIIE. ILa limite

lin r__(3)
e=0+ , 0+ ’

existe dans /6‘(B4n) .
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Alors Speer a démontré

3 - 3 7z . ’ 7 3 P ~
THEORMIE, Soit % une évaluation géndralisée & {1,...,1}. alors

lim & lim 7
e— 04 L(s) - 04 Moo I'\L,e,r(g’)

existe dans /5‘0R4n) oour chaque grapie § , et définit une opération R dans le
sens de (39).

Speer a aussi démontré ce théoréme pour llamplitude interpolante donnée par

(21) et pour les cas de particules & spin.
La thése de Speer laisse ouverts deux problémes importants :

1) la démonstration que les opérations R et les évaluations généralisées sont
aussi bien définies, quand les masses m, s qui apparaissent dans les Ba s sont éga~

les a zéro

2) 1a définition des opérations R et les évaluations généralisées invariantes

sous un groupe de Jjauge.

Jlen viens maintenant & la démonstration de 1l'équivalence entre ltutilisation
des opérations R et 1l'introduction de contre-termes dans le lagrangien dlinterac=

tion. Cela demande une excursion assez longue vers la théorie quantique des champs.

Tisquisse de la théorie des chamns duantiques libres

Tspace monovarticulaire.- Soit Jf un espace hilbertien séparable,

Ua,.} - %(a,a)

une représentation unitaire dans %€ gu groupe i SL(2,C) (clest le groupe de re-
couvrement du groupe de Lorentz inhomogéne). Supposons que cette représentation

amsse m et spin s et est donnde par un systéme d'équations différentielles

(%) (v“au +m)y(x) =0

clest-a—dire qutil existe une matrice hermitienne non-singuliére 7T telle que

_YU' = T] ,Y!,'J"‘-n—l .

Alors, si ¥® est une autre solution de (¥) on a, en passant au conjugué complexe

<, &1y +m $M=0
et, par conséquent,

3, (@ 1y 4) =0
Cela wveut dire que

(254) = j‘z & o*(x)2(x)N 1 v* y(x)
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ltintégrale prise sur ¥ , un hypernlan de genre espace est indépendant de X pour
et ¢ convemavlement restreintes., Supposons de plus qu'il existe une représen—
tation de SL(2,6) + A - 5(a) telle que

K

s@ayiy¥s(a) = a@a)* v v

ot A(LA) est la transformation de Lorentz appartemant 3 4 € SL(2,0). Alors

(U (a,2)¥)(x) = s()y(a(ar)(x=a))
et
(U (a',A)"—_D’U (8'9‘[&)‘1‘) = (‘—39¢) .

Puizsque nous avons supposé que la représentation a la masse m , la tranzfoor-
née de Fourier § de ¢ o son support sur p° = nr°. Le sous-espace des solutions

4 énergie positive {&(p) = 0,p° < 0} est invariant et nous supposons que (¢,¢) >0
pvour une telle solution,

Etant donné une solution { a énergie positive nous pouvons congtruire des
scintions dlénergie négative par llopération

1|‘,'—>C.t1:-

% C est une matrice qui satisfaitv a

'YLL = C ,Y!JJC—I.

' 3 ~ e . - C . 3
T,tegpace & des solutions a énergie positive s'appelle espace monoparticulaire.

Espaces_de 30K.- D'un espace monoparticulaire & on passe 3 un espace de 0K

guai décrit des systémes d'un nombre arvitraire de particules.

On forme ltalgébre tensorielle sur #. Clest un espace préhilbertien dans la

nomme naturelle. Son complété hilbertien est un espace de 0K ¢

() = ; 7 AL
=0

Ligxpériciace nous dit que les sous—espaces de ?(Je) venant de llalgébre symét=icue

et de 1llalgebre grassmanmnienne sont les sous-espaces & considérer. On écrit :

c (k) - o (7]

n=0

o1 ]€ indique le produit tensoriel symétrique ou anti-symétrique selon que

4
1

1+

£ =

Les calculs dans les espaces de ®0K deviemnent plus simples si on introduit les

soeratenc endéation et les opérateurs amnihilation a(f)¥, a(g) , f,z¢?. Ils sont
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définis par

n -
a(f)* £ f.=V/nt1 £2 5 9 £ 9 e 9 f
J=

L, 1,z 2
fﬁ k§1 (-1) (I,fk)fl®oo.fk Deeod fn 9 g = =1

et étendus par lindarité. Ces opérateurs satisfont a

[a(£),a(g)], = a(f)ale) + ea(gla(£) = O
[a(£),a(e)*], = a(£)a(g)* + ealg)*alf) = (g,f) .

Si on a plusieurs espaces monoparticulaires, l'espace de 20K du systéme composé
est le produit tensoriel (sans symétrisation ou anti-symétrisation) des espaces de
S0K individuels.

Champs libres.~ On a deux types de champs libres : champs auto-conjugués et

champs & anti~particules., Dans le premier cas, le champ est défini pax
(40) 2(£) = a(£) + a(£”)x

(ou £° = CF) agissant sur un espace #(¥) avec un seul type de particule. Dans

le deuxieme cas, le champ est défini par
(41) 2(£) = al(f) + v(£%)*

agissant sur %()¢ ) © x(¥ est l'espace monoparticulaire

anti—part) ou Zepart
est la méme chose pour les anti-particules. a(f)

N anti-part)'
Dtautre part, »(f) est (-1) 2Tt sur (% nart) S ltopérateur ammihilation sur

% (%3 anti-gar t)' (Npar ; est 1topérateur du nombre de particules , il apparait ici
pour faire anti~commuter les a(f) et b(g).)*

rart

des particules et gcanti—part

est ici 1llopérateur annihilation sur g(%part) 2 identité sur F(¥

¥) D. KuSTLER, Introduction & 1!'électrodymamique quantique, Dunod, Paris 1961,
Chapitres IT, VI, VIII.
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Théorie formelle des perturvations pour les fonctions de Green
Les champs donnés par (40) et (41) satisfont a 1'équation lindaire

(v au +m)e(x) =0
qui est formellement dérivable d'un lagrangien

(42) £(x) = of (x) (v 2, + m)a(x) .

Dans la théorie des clamps en interactions on a un Lagrangien qui est une somme de
quelques lagrangiens de la forme (42), fonctions de quelques champs et d'un lagran—
gien dlinteraction £I qui est un polyndme dans ces champs. Les coefficients dans
£I slappellent les constantes de couplage. En partant de ce lLagrangien on peut
arriver, par un procédé tout a fait formel, & une expression des fonctions de Green
de la théorie comme séries en puissances des constantes de couplage. Par exemple,
8i on a un seul champ scalaire 2 ,et le lagrangien d'interaction étantsl(x) , Ona

© Ak
@) Gorlgln) vor 26),0)= L2 G [ e [0 (01) 00 mntg ) 20T

)?

C S [ eee [ o eee (8o, (o1(m) voe p(m)e(x ) e e(x)) 20k

Te

0

b

A gauche, on a la célébre fonction de Green & n points. Yo est 1l'état du vide
et § le champ en interaction (rendu un peu gras pour le distinguer du champ libre

& qui apparait a droite). Ia parenthése (...), veut dire que les opérateurs

+

@(xj) sont ordonmnés selon les temps X3 eee xg .
Chaque terme de la série (43) domme une somme des contrivutions quton peut

étiqueter par des graphes. Voila llorigine des intégrales de Feymman agsociées &

un graphe.

I1 y a des simplifications si on passe des fonctions de Green aux fonctions de
Green tronquées. Ces dernidres sont définies par récurrence
- - ; T

(\‘[O’(C._P__(xl) XX} Lg(xn))+¢°) = 2 I (‘Uo,(@(xil) XX} <P(Xi ))_'_Vko)
(44) - P
(¥o,2(x)¥0) = (¥o,2(x)¥o)

ou la somme est sur toutes les partitions de 1 ... n et le produit est sur les
fonctions de Green appartenant & un sous-ensemble de la partition. Pour les fonc-
tions de Green tronquées, la série perturbatrice est obtenue en ne retemant que les

contrivutions des graphes connexes.

Tous ces développements peuvent &tre résumés dans des régles de Feynman, Ces
regles donnent pour un Lagrangien dtinteraction £1 o 1l'ensemble des graphes qui

apparaissent dans la série perturbvairice des fonctions de Green, et pour chaque graphe,
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les distributions qui doivent &tre assocides aux lignes du graphe. En dtautres ter-
mes, employant la notation introduite ci-dessus, nous pouvons dire que, pour ciaque

fonction de Green les rézles de Feynnan associent un ensemple de graphes de Feyman

a un lagrangien poe Les fonctions de Green sont ainsi données comme séries formel—

les en puissance des constantes de couplage.

Aprés cette introduction trés longue nous pouvons décrire le théoréme folklori-

que démontré par Speer.,
I1 est exprimé par 1l'identité entre deux séries formelles.

THEORKIE ,

(GF) (2p) = (@), (27 + 82p) .

reg,ren reg

A gauche, on a une fonction de Green régularisée, renormalisée selon l'opération

R de Bogoliubov-Sirkov, pour un lagrangien d'interaction ﬁI « A droite, on a la
fonction de Green régularisée mais non renormalisée pour un Lagrangien altéré,

631 consiste en "contre termes" formés en employant les sommets généralisés za .
9

de la théorie ﬁI selon des régles trop compliquées pour quton puisse les résumer
ici,

Ltimportance de ce théoréme est claire. Il dit que 1l'opération R est équiva—
lente a 1'addition de contre termes au lagrangien initial, Clest la justification

de la définition de l'opération R,
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