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FORMULES DE PICARD-LEFSCHETZ

par Frédéric PHal!

(exposé fait le 12 mars 1969)

On va rappeler quelques généralités sur les formules de Picard-Lefschetz, dans
le but d'illustrer un autre aspect du travail dlirnold (cf. exposé précédent, cité

<TRESSES»> ), la <monodromie des gueues d'arondey.

~

Soit £ ¢ X > T un morphisme propre surjectif de variétés analytiques complexes
(lisses). On notera L = T 1lensemble des valeurs critiques de f (image de 1'en-
semole des points ol 1l'application tangente n'est pas surjective). Ltespace
X|(T-L) = £YT-L) est alors un espace vibré localement trivial, & fibres lisses,

au~degsus de T-L,

Choisissant un point +teT-L, on en déduit un homomorphisme

M (P-L,t) = Aut H(X,)

ol X, = £1(%), et on H, désigne 1'homologie singuliére a coefficients dans 1%.
Cet homomorphisme est appelé <monodromie de f». L'image par la monodromie d'un é1é=
ment o< (T-L,t) sera notée oy .

On se limitera d'abvord au cas ou T est le plan complexe C (ou, si l'on préfe-
re, un disque du plan complexe), et o £ a un seul point critique x, 5 avec
f(xo) = 0., Soit ozm (C - {0}) 1a classe d'un lacet faisant un tour dans le sens
positif autour de O et soit B & X wune boule ouverte suffisamment petite entourant
le point critique X, 5 pour ?t? agsez petit, on notera Bt = Xt N B. Dans ces

conditions, on montre que l'aomomorphisme

o1 ¢ H*(Xt) - H*(Xt>

(nhomomorphisme de <variation des cycles?)

se factorise ainsi

Oy
H* (Xt) ——— H,\L(X.t )
! txr i*
0, (3,) ez, B (B,)

ou i, est induit par l'inclusion i : B, SX.

ports fermés quelconques (et non plus 3 supports compacts), et ou tr est 1'homomor-

phisme défini en associant a toute cihaine de Xt sa <trace» dans la boule ouverte B

o
ou Hi désigne 1l'homologie a_sup-

t
(pour la définition précise, voir [1]) ; 1l'homomorphisme Var (de <variation>) peut
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ge décrire ainsi : un cycle I' & support fermé quelconque dans Bt est transformé,
par la déformation induite par 5, en un cycle TI''y qulon peut s'arranger pour fai-
re coincider avec [ en denors d'un ouvert relativement compact de Bt s  la diffé-

rence I'-[' définit alors un cycle & support compact de B, .

Gridce & la factorisation précédente, le probléme de la monodromie est ramené a

un provléme local, celui de la détermination de 1l'homomorphisme Var.

1. Cas du point critique quadratique non dégénéré : formule de Picard-Lefschets clas-

sigue (voir [1], [2])

Ctest le cas ol le Hessien de f au point x, ne stapnnmule pas. On peut alors
choigir au voisinage de x, des coordonnées locales Zo9Z geesyZy (si dim X = n+1)
telles que

£=2 + 4 +ouut z

et telles que la boule B soit domnée jar
B:iz "+ iz f? o0t 12 |7 <2 (disons).

On voit alors facilement que B, =B N £'(1) est homéomorphe & un sous~fivré en

- oo z by N n By ’, .

boules du fibré tangent a la sphere S , par un homéomorphisme que l'on peut cons—
truire explicitement comme suit s

Re z

n n
; ™ &5 Im 2:T.S
v oo ’ ~ T
HRe 2y

(22 =1=>Re z2,Im 2 =0 , de sorte que 'gl =1 et ¢g.Imz =0).
Par conséquent, B, a le type d'homotopie de la sphere réelle Sn, de sorte que

Hi(BL) est nulle en toutes dimensions i £#0#n, et

H (8) - 3

*

Un générateur de Hﬂ(Bl) sera noté e , et appelé classe évanocuissante.

Formule de Picard~Lefscnetz : si heHi(ﬁ_),

(_1)(n+1)(n+2)/2 >

Var n = N e, avec N =

ol <e,D> désigne 1'indice d'intersection des classes d'homologie

O Hn(Bt) ® Hf;(Bt) - Z)a

Cette formule doit &tre complétée par la suivante

0 n impair
<eye> = n(n+1i

2 x (=1) 2 n pair
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d'ol 1'on déduit que

. n+)(n+2
n+ (1) 2  k<e,be , n impair
(n+1) (2)
cﬁ(h)= 3 n+ (=1) 2 <e,> e , k impair
n pair
N teecacesosocnsssencessssees k pair

2. Cas général du point singulier isolé.

Les résultats qui suivent sont essentiellement une adaptation du travail de
MIINOR [3] : on pourra en trouver des démonstrations dans la thése de 3e cycle de
I IING TRANG [4], ainsi que dans des notes de BRIESKORN [5].

S8i 1llorigine est un point critique isolé de la fonction f : Cn+1 -»C , 1llalge-
re C[[2 4% seeesz J1/(£} £} ;ueeyf! ) est de dimension finie comme C-espace vec-
[o] n Zo Zl. Zn

tomiel, Soit u sa dimension.

THEOREHE 1, B =BN £1(1) a le type d'homotopie d'un bouquet de spheres s™.

COROLLAIRTE, Hi(Bl) =0 pour i£0,n.

B () -2,

. Soit £ 3 ¢!

N - € une <déformation> de f , par exemple

(1) f =f+ T a, 3z,

THEOREIE 2, Pour un choix <génériquey de la déformation (par exemple pour une défor-

. . . n+1 .
mation du type (1) ci-dessus avec a pris dans un ouvert dense de € '), le point
critigue isolé se <xdésoud> en u points critiques guadratiques non dégénérés.,

Pour une déformation f_ assez proche de f , 1'espace BN f; (1) reste iso-

tope & lui-méme : nous continuerons donc a le désigner par B, . Soit alors fa une

C3formation dont les u points critiques quadratiques non dégénérés se projettent

sur f valeurs distinctes 1 455 9660, tusC. Choigissons dans le plan complexe C
u chemins ¢ ,C, ,...,cu joignant 1 & 4 ,% ,...,t“' respectivement

k!
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THEORET 3. Le sroupe libre H (B ) = 7

admet une base (el,eg,...,eu) telle que

de; = Ker(Hn(f&) - Hn(Bci)) s

o B, = {stgfa(x)zimage du chemin ec,} .
- £

1

Ia classe e, est appelée .clagse évanouissante associde au chemin c; >.
L

Soient alors Jl,3@,...,0@651(0-{t1,t?,...,tu},1) les lacets qui se déduisent

des chemins ©; ;C5  ee45C

, comne indiqué ci-dessous -«

En appliquant & chacun de ces lacets la formule de Picard-Lefschetz du & 1, on
trouve :

n+1 ) (n+2

$ ]
GaegN =10 + (- -
(2) Gieh = 1 (-1) <bish> e.

Ces formules permettent de connaitre la monodromie de f si 1l'on connait la matrice

d!intersection <bi,ej>. Connaissant la monodromie de fa9 on en déduit celle de f

par la formule o = cwdu q=e0s (vraie si les chemins c; ont été choisis comme sur

la figure).

3. Comment déterminer la matrice d'intersection <e;se> du §2-°

On ne connait aucune méthode générale. Une idée, avancée par THO.1, consisterait
a considérer une famille -universelle> de déformations (<déploiement universel de la
siggularité» dans la terminologie de Thom), et & exploiter les relations entre

Jp 3T25ees50 Qui découlent de la connaissance du groupe fondamental de l'espace des
- had

paramttres de cette famille universelle : 1'idée apparaitra plus clairement sur le

cas particulier calculé au § 4 (gui est en rdalité le seul cas ol je sache faire les
calculs).,

Ia notion de <déploiement universel:> ne semble pas encore avoir &été formulée

trés clairement dans la littérature . Dans le cas d'une fonction f a singularité

*) Voir cependant 1'ADDENDUIT ci-apris.
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isolée, 'LTHER m'a dit qu'il pensait pouvoir en donner une bonmne formulation, grace

aux méthodes de 6], et il m'a indiqué la recette suivante :

RECETTE DU DAPLOTEMENT UNIVERSEL.

Choisir un systéme de fonctions holomorphes ul,ugs...,uueﬂ{zo,z],9...,zn1 dont les

classes dans CEEZO,%_g...Szn]]/(f; ,f%.s...gf; ) forment une base de ce C-espace

vectoriel. Considérer la fonction F ¢ Gn+1

n

X C+ »C quia (z,a) associe
b

F(z,a) = £(z) + £ a.u.(z).
i=1 1t *

Ie morphisme & : F'(0) - @
(z,2) + a

est un déploiement universel de la singularité £ *(0).

° ' > - r d —
Remargue. On peut toujours prendre l'une des fonctions ug (disons uM) éga

le & 1 ; ainsi 1l'on voit que F *(0) est une variété lisse, admettant

(Zoszl seeesZy 9 A 8 9’”’8':,1,—1)

comme systéme de coordonnées locales.

4. Bxemple : le polynome de Brieskorn f = zi+1 + B Heeot i; .

L'iddal (f; yf;_g...,f; ) est égal a (zi9z1,...,zn). Le C-espace vectoriel
o n

CEEZOQZﬁ_ ,...,zn]]/(zf;,zl ,'szn)

admet une bvase formée par les fonctions

u=1 =2
Z.O ’Z.O goeey 1

Le déploiement universel est donc défini par la fonction

F = ﬁ ‘oot Zil + Pa(zo)

T I =2
Pa(zo) =2, Gt @z, +3pE teeta,

est le polynome uniteire générique de degré u+1 (sinplifié par la suppression du

terme de degré p). Le morphisme ~ & :F1(0) - C* ntest autre que le modéle canoni-

*) On me pardonnera peut-etre de donner la <recette> du dénloiement universel sans en
donner la définition !
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que de la singularité <de type (S, )*> de Thom [7]. L'ensemble A des valeurs ori-
tiques de ce morphisme est la <queve dlaronde multidimensionneller, lieu des zéros
du discriminant du polynome générique de degré p+1 (on obtient la queue d'aronde
ordinaire lorsque u = 3).

. W s o
Si D <€ aésigne llaxe fag, =85 = ves =12

!

-1 0}, la restriction de 2

au-dessus de Do gltidentifie a la fonction de départ £ Cn+1<+ €. Si Dc¥
désigne une droite proche de DO , la restriction de & au-dessus de D glidenti-
fie & une déformation de la fonection £ , et, pour un choix générique de D , D
coupe A en p points distincts, qui sont les yu wvaleurs critiques de la fonction

déformée. #n considérant 1'homomorphisme naturel ™M (D - 3N D) »m (€ = ), on

voit que les matrices de Picard-Lefschetz o, de <D (cf. }2) doivent satisfai-
re aux relations du_ groupe r&(m“ ~ A)e Or ces relations sont connues grice a
ARNOLD : ce sont les relations du groupe des tresses & p+1 brins (cf. exposé
TRESSES, relations (3) et (4). En imposant ces relations aux formules (2) du § 2,

on trouve par un calcul facile% que 3

i) 1a relation (3) de TRESSES implique
- 3!
<ei,ej> =0 pour  ji-j, > 1
ii) 1la relation (4) de TRESSES implique

<e,je. 4> = +1
i*7i -

(donc = +1 pour un choix convenable des orientations des classes évanouissantes
€ 1S su-,eu)o

Remarque. L'exemple traité ci~dessus a évidemment été choisi ad hoc pour exploi-
ter 1'idée dlarnold sur la monodromie des queues d'aronde. Dans un cas un peu plus
général, tel que le cas du polynome

o M W

f=ZO +Zl +...+Zln 9

jlignore si 1'idée du § 3 est encore exploitable (dans [9), la matrice d'intersection
de ce cas était calculée <3 la mainy).

¥) Ce calcul est fait dans [8] Chmap. V, ¢ 3.10 dans le cas particulier u = 2.
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ADDENDUM
(octobre 1969)

Ia notion de déploiement universel d'une singularité isolée d'espace analytique
est étudide en détail (avec des équations explicites) par

G.N, TURINA dans Déformations plates localement semi-universelles des singularités
isolées d'espaces analytiques, & paraitre dans les IZVESTIA, série Mathématique,
tome 33 (1969) (en russe).

On voit en lisant cet article que la <recette» donnée ci-dessus au § 3 ne donne
pas le déploiement universel minimal : pour trouver celui-ci, il faut considérer, au

lieu du @~espace vectoriel GEEZO,%_,...,zn]]/(fé , L1 ,...,fé ), le C-espace vec-
toriel ° n

G[[Zo,zl 70009Zn3]/(f9f; 91;1 n--yf; )
o} n
(ces deux espaces coincident dans le cas particulier du § 4).



