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Je donne d'abord un théoreme d'Algébricité de Support
Singulier d'Intégrale. Il est basé sur le théoreme d'Hironaka
d'existence d'une désingularisation d'un ensemble algébrique.

I1 est applicable aux intégrales de Feynman.
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I - UN THEOREME DE SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE

Soit une forme méromorphe qui peut €tre intégrée sur une
chaine qui rencontre la variété polaire algébrique de la forme. Alors,
sous certaines conditions simples, la fonction qui résulte de cette inté-

gration est ramifide autour d'une variété ALGEBRIQUE.

C'est le cas des fonctions de Feynman.

Nous donnons d'abord, sous la forme la plus simple, un théoreme

concernant cette question. Il suffit au cas de Feynman. Sa démonstration

utilise (et rappelle) les résultats de la désingularisation algébrique de

. 1 . , . . . , .
H. leonaka[ ], puis la théorie maintenant classique des résidus et

cobords composés et relatifs de J. Leray[2].

Des conditions suffisantes sont données par un lemme trivial

si la forme est non ramifide, mais faux si la forme est ramifiée.

Diverses extensions du théoreme sont ensuite étudiédes, notam-
ment si la chaine borde dans les variétés de zéro (qu'elles soient ou nor

de ramification) de la forme. On retrouve ainsi certains des résultats de

J. Leray.[3]
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THEOREME DU SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE

Soient

Y % T deux varidtés Y et T

Algébriques - analytiques,
complexes

non singulieres

et T un morphisme Algébrique - analytique,
complexe,
propre,

qui soit aussi une Fibration différen-

tiable.
4 C Y une famille Algébrique de Codimension un pour 7.
w une forme Méromorphe dans Y, dont les poles sont

portés par $.

n = degré w = dimension ¢ de la fibre X

On suppose en plus que
T est porteuse de partie réelle T(R)
Y est porteuse de partie réelle Y(R)

T est un morphisme analytique réel, donc si t € T(R) a pour fibré Yt
(pour n) alors
Y, est porteuse de partie réelle Yt(B) et YtﬂR) = (Y(m))t.

Chaque composante s de 8 est 1'équation réelle dans 1l'atlas réel de Y.

W est d'expression réelle dans l'atlas réel de Y.
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Si, dans ces conditions, il existe to € T(R) et un voisinage V(to) tel

que pour tout t € v(to) N T(R), 1'intégrale I(t) = [ w

i soit abso-
Y, (R)

lument convergente.

Alors I définit un germe de fonction analytique multiforme ramifiée autour

d'un support singulier algébrique dans T.

Avant que d'éclairer les divers termes qui se trouvent dans

1'énoncé, introduisons en un supplémentaire 5 et remarquons que si la

famille $ est en plus en position générale (P.G.) dans Y, le théoreme
devient presque trivial. En effet, le lemme facile que l'on trouve dans la
démonstration montre qu'alors la variété polaire n'a pas de point réel,
donc la chaine d'intégration ne rencontre pas la variété polaire dont elle

est totalement DEGAGEE, sous forme de cycle (relatif éventuellement) de

son complémentaire ;3 la position générale de B est encore invoquée pour

montrer que la fibre du couple (Y,$) et donc le cycle peuvent étre défor-

més grace a un théoreme simple d'isotopie ambiante au-dessus de tout

chemin de T issu de to et ne rencontrant pas 1l'obstruction a 1l'isotopie j

cette obstruction A étant la variété algébrique A © T définie par

A = {t €T | La contre image Qt=‘n_1(t)r]5 est en (P.G.) dans Y, = n—kt)}

Alors nous montrerons en employant les cobords composés de J. Leray que
1'intégrale I de o définit une fonction analytique (multiforme) dans le

complément T - A donc dans le complément T - L de 1l'hypersurface algé-

brique maximale L contenue dans A .

Toute la difficulté est donc concentrée sur le probleme suivant

peut-on se ramener a cette situation ou 8 est en (" .G.) dans Y et ou les
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hypotheses du théoreme sont encore vérifiées ? c'est ce que nous allons
résoudre grace aux résultats de H. Hironaka, et nous aurons de ce fait

dégagé la chaine hors des surfaces polaires.

RAPPELS PRELIMINAIRES ET DEFINITIONS

Définition 1 : FAMILLE POUR =

8 est une famille algébrique de codimensionun pour Y Lo

®|8 €Y est un sous ensemble algébrique (fermé),

i, . . .
chacune de ses composantes ~ 8 irréductible est de codimen-
sion un dans Y.

T : Y - T est tel que la restriction = i soit surjective
pour tout i. 8

Définition 2 : VARIETE ANALYTIQUE COMPLEXE PORTEUSE D'UNE PARTIE REELLE

. n . .o
Dans l'espace numérique ﬁ , considéré comme complexifié de
. n . . .
l'espace numérique R™, on a les notions de partie réelle canonique et

de l'imaginaire conjugué z d'un point z.

A toute application f : a - ¢r, dans ¢r d'une partie de ¢n,
on associe l'application (conjuguée) F. 3 - ¢r dans ¢r de la partie

conjuguée de (', définie par ¥(z) = f(z).

(1) On dit qu'une telle application f est réelle si f et f sont égales

(2) On ait qu'une variété analytique complexe X(f) de dimension n est

‘ porteuse de partie réelle, si l'on en a choisi un sous atlas analy-
tique (W,9) 9, *+ W, - d* < ", dont les applications de recollement
i

9. o @31 sont réelles au sens précédent. (ﬂ,g) étant de plus un sous-

atlas complet pour cette condition est appelé l'atlas réel de X = X(f£,

|
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(3) La partie réelle X(R) d'une telle variété est alors définie comme

. . . . . n
réunion des images réciproques des parties réelles canoniques R des

cartes de cet atlas :

X®) = Uo @) .
J

Cette partie réelle est donc soit vide, soit une variété réelle ana-

lytique et de dimension n

(4) Une application f : Y - T est un morphisme analytique réel,

si Y et T sont porteuses de partie réelle, d'atlas réel ¢ et ¢

si f est un morphisme analytique des variétés analytiques complexes Y
- . 1
1 £ ¢J et

et siAElg.Y T _* 4, , i.e. ¢j of o @;1 est réelle (au sens(1))

pour tout ¢j € ¢ et @j € 9.

Remarque : a) Deux variétés complexes differentes peuvent admettre la
"méme" partie réelle, c'est le cas de la sphec.o complexe affine ¥ comparée
4 la projective I .

b) Une méme variété analytique complexe peut étre munie de
parties réelles de deux fag¢ons non isomorphes :

c'est ainsi que sur la sphere complexe ISPRED 2+-z 2+~...+ z2 =1

1 2 n+l
On peut considérer que les points de l'hyperboloide défini par
. n
{z € 2%, 2z = (1X1, x2,...,xn+1), X = (Xl’ X2""’Xn+1) € R 1,
forment une partie réelle de .
¢) Tout choix d'une partie réelle X(R) d'une variété analyti-
que complexe X(f£), détermine une involution I : X(£) - X(£), (12 = 1) qui
est un antimorphisme analytique (en un sens a définir), dont les points

fixes constituent X(R). Et réciproquement.

d) Si f est réel analytique, alors 1'image d'un point réel e

un point réel. Si f est injectif réel, alors 1'image réciproque d'un poi;

réel est un point réel.
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Définition 3 : ABSOLUE CONVERGENCE

w et 8 étant comme dans 1'énoncé, 1l'intégrale Yt(R)Iw est abso-
lument convergente si la suite de nombres positifs . flwl reste bornée,

b
i.e. est convergente, lorsque les Kp =K SRS (Yt(R) - Qt) sont des

p+1

compacts réguliers dont la réunion est Yt(m) - Qt.

Remarque : 1'absolue convergence globale dans Y entraine 1'absolue

convergence locale, i.e. si Y est remplacée par une carte de son atlas.

Définition 4 : POSITION GENERALE (P.G.)

I1 y a de multiples définitions équivalentes de cette notion ;

en voici une : une famille 8 = U ig d'hypersurfaces (fermées) de Y est

en position générale en Y € Y,lsi toutes celles d'entre elles qui passent
par y forment les premiers hyperplans associées a une carte en Yo de
l'atlas de Y. |

Si 8 est en (P.G.) en tout point de Y, on dit aussi qu'elle est en (P.G.)

dans Y ou encore a croisements normaux dans Y.

i . L
On remarque qu'alors chacune des "8 est non singuliere.

La situation est celle du théoréme, mais ou T est le
Lemme fondamentallpoint ¢° = R°, $§ < Y est en (P.G.) dans Y, on ne demande
plus ni algébricité ni proprété de =.
(a) Si X est une variété analytique complexe de dimension n porteuse

de partie réelle X(R).

(v) Si S = U 'S est une famille d'hypersurfaces en (P.G.) dans X.
i
(c) Si chaque 1S est irréductible et d'équation réelle (dans l'atlas

réel de X).

(a) Si w est une forme méromorphe de degré max.mum (ie degré w = n),
(e) Si w est d'expression réelle (dans l'atlas réel de X).
(f) Si les pdles de w sont portés par S

(g) Si 1'intégrale X(R)Iw est absolument convergente.
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Alors la variété polaire de w est de partie réelle vide,

autrement dit :
(h) ! Si 1'intersection X(R) N 'S n'est pas vide,

(k) Alors 'S n'est pas une surface polaire pour w.

Preuve du lemme

(h) entrafne : il existe a € X(R) N g (on pose i = 1)

b) + (¢) entrainent : il existe une carte d'origine a de l'atlas
g

réel de X, pour laquelle 1'équation locale de 1S est x, = 0 et 1'équation

locale de S est X XgeweX, = 0 3 donc 1'équation locale de S au point a
de coordonnées réelles a = (0,82,83,...,€n) (e > €5 >0 V¥V j€{2,3,...,n]

est aussi celle de 1S soit S Xy = 0.

(d) + (e) + (g) entrainent : 1l'expression de w au voisinage de a dans une
sous carte est :

w(x) = 9£§% dx A dx, Aol A dxn oufn = dim X

1 al est un entier

et ou @(x) est analytique au voisinage de a et on peut supposer que

p(a) # 0 (en choisissant convenablement a, e et ej)

(g) enfin, entraine l'absolue convergence locale au voisinage

de a, donc il y a convergence absolue de 1l'intégrale restreinte a

J‘ o = J" ?E)_(Z dxlAdx AL A dxn

2
boule réelle centrée en a B(a) xlal

Mais m(a) % 0, donc finalement il y a convergence absolue de

J‘ N dx1 A dx2 A...A dx .
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Mais oy est entier, donc ay est soit nul soit négatif.

[P

Donc w est une forme analytique au voisinage de a € 1S 3 donc, pres de
1 1 .
a € "S, 'S n'est pas polaire pour w.

Mais ~S est non singuliére dans X et en (P.G.) par rapport aux autres

esaiiaal ki i~

surfaces 28,...,kS composant S, donc 1S admet un cobord de J. LerayEz]

1 . . .
S - X - 1S 3 cecl donne un disque (qu'on peut supposer analythue) dont

le centre décrit 1S, dont le bord reste situé toujours hors de]S et hors

de S lorsque son centre n'est pas sur 28 U 38 U...UkS 3 1'analycité de w

au voisinage de a, et la condition (f), entrainent (par le théoréme du

[4]

disque que 1S n'est pas polaire pour w, ou plus précisément que w
est holomorphe hors de 25 u 3s ... U ks, 1]

Si ay = 0 on peut effacer 1S

Si a; < 0, 1S est une variété de zéro pour le coefficient de w.

Remarque : Pour ce lemme, aucune hypothese d'algébricité n'a été néces-

saire ni pour X, ni pour S, ni pour w. La position générale et la réalité
sont les conditions majeures. ]

Remarque : ® est une forme fermée dans (X - S) d'aprés (d) et (f), si
X(R) est de plus compacte, alors l'intégrale ne dépend que de la classe

de X(R) dans l'homologie de (X - Pg) éventuellement modulo 2S - PS a

(si X(R) n'était pas orientable) ou S est la réunion de pS, les surfaces
effectivement polaires pour w, et d'autres hypersurfaces s, :

On remarque que wlz = 0 en raison des dimensions.
S

Remarque : C'est parce qu'il faudra l'adapter a d'autres situations,

que nous avons donné la démonstration de ce lemme dans tous ses fasti-

dieux détails.
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En contraste au lemme, voici un petit arsenal d'horreurs ou

(h) est vérifié, mais (k) en défaut, car une condition manque @

Cas non ramifié

f -5-~=-5 dx A dx2 ici (c¢) est en défaut
B(o) x]

I __% _____ 2 . 3 ici (b) est en défaut
B(o) x

sy ST E e kel (8) est en aétaut
*1

I d(i—) ici (d) est en défaut (la forme n'est pas ag

r -2 degré maximum) f

(h) est vérifié non suivant le chemin

I' = chemin issu de X; = x5 = 0

Cas ramifié

ssfw] = 8 : A, = O
1
dx1
J‘ ___________ ici (d) est en défaut car il y a ramificatio;
B(o)" x,%(1g x,)"
1 1
0 <a <1, (k) est en défaut en ce sens que

v quelconque les coefficients de w ne restent

pas finis sur S(R).
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DEMONSTRATION DU THEOREME

I - MISE EN POSITION GENERALE

Elle est assurée par H. HironakaEI:| qui nous permet d'affirmer

qu'il y a une désingularisation réelle TS Y du couple 8 = Y

i.e. : il existe une application f : Y - Y telle que le diagramme suivant

obtenu par image réciproque de $ et Y - $, présente les particularités que
voici
Alg
-1 .Reelle ~ _
£77(8) =% s Y «— Y -4
.Codim 1
. En (P.G.)
. Réelle
f ‘f;lg' ~ biholo.
. Propre -
. Surjective
~ v
8 o > Y «—2Y — 8

. Propre
. Réelle
. Alg.

. Surjective T

~

Y est une variété algébrique, analytique, complexe, non singuliére
et est porteuse de partie réelle.
f : ? - Y est une application, propre, algébrique, réelle, surjective.

nT = 7 o f est donc encore propre, réelle, algébrique, surjective.
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3 = f_l(é) est algébrique, réelle, de codimension 1 dans ?, en P.G. dans Y
Y

-1 . N .z
- 8=1f (Y - 8) est biholomorphe a Y - 8, ou, plus précisément, la

restriction de £ 2 Y - § est un biholomorphisme sur Y - $; et c'est le

biholomorphisme réel sur ouvert dense qui nous permettra de faire un

~

transport de structure de ¥ - $ a Y - $

Remarque : Il n'y a pas en général de désingularisation qui factorise

toutes les autres et ce de fagon unique.

lere épuration T - Nl’ pour retrouver la fibration que l'ona détruite 3

~

T :Y -T n'est plus un fibré au sens différentiable, cependant T est

réelle et algébrique donc 1l'application dérivée D T est réelle et algé-

~

brique, de plus 7 est propre, donc son ensemble critique N1 CT est fermé,
algébrique, de codimension plus grande que un, et d'expression réelle dans

Donc, ® : Y - T - Nl’ T restreinte a la contre image de T - Nl’ est diffé-

rentiable, propre, et de rang maximum, donc d'aprés le théoreme d'EhresmaL

c'est une fibration (au sens différentiable).

2eme épuration T - N2, pour retrouver la famille algébrique sur T.

8 = nul(é) a chacune de ses composantes de codimension 1 et est en (P.G.)

dans Y, mais n'est plus une famille algébrique sur T.

Mais il existe N2 C T, sous ensemble algébrique fermé de codimension plus

grande que un et d'expression réelle dans l'atlas réel de T tel que

~

§ - Y soit une famille algébrique, sur T - N,U N2. I1 suffit de prendre

pour N2 la projection (propre) par T des composantes de E'qui ne s'envoier

pas surjectivement sur T.

3éeme épuration T - N3, pour trouver la position générale dans la fibre.

Soit Ny © T 1l'ensemble des points t € T tels que la fibre E} = Eﬁl(t) n'eg
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ne soit pas une famille en (P.G.) dans Y, = %ﬁl(t).

N3 est encore un ensemble algébrique fermé, de codimension plus grande

que un et d'expression réelle dans l'atlas réel de T.
Posons N = N1 U N2 J N3 3

Proposition : hors de cet ensemble N algébrique, fermé, de codimension

supérieure a un et d'expression réelle dans T, § © Y est une paire fibrée

(différentiablement) sur T - N.
Autrement dit, localement en t € T - N, il existe une trivialisation diffé.

rentiable de ;’qui est aussi une trivialisation de §. (ie de ?fg)

En effet, il est trivial (en se reportant a la définition 4 de L

ik

position générale) que ceci est vrai localement en y € Y pour § -

Mais 7 est propre et $ est fermé et il résulte de [6]

[(par emploi d'une partition de l'unité dans la fibre et par superposition
de champs de vecteurs] que ceci est vrai au voisinage de toute fibre
globale de . 1]

Nous sommes ainsi ramenés a la situation suivante au-dessus de T - N

(qui est porteuse de partie réelle)

’:34(——-———)?
J fj’
S e 4 Y

Bl

Y —— 8

T - N

et fl(Y - E) est toujours un biholomorphisme qui donne un transport de

structure.
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Remarque : si t € (T - N), alors la restriction ft : Yt - Yt donne une

~ ~

désingularisation 8, “ Yt du couple 8, = Yt'

II: - TRANSPORT DF L'INTEGRALE. DEGAGEMENT DU CYCLE.

CONTINUATION PAR ISOTOPIE

0 . ~ ~ .
Transportons w par image réciproque : w = f*w, alors @ a vis-a-
~ ~ -
vis de 8 Y les mémes propriétés que 1'énoncé du théoréme confére a w
~ ~
vis-a-vis de 8 Y. (m est holomorphe uniforme dans Y - 8 et les seules
singularités de w dans Y sont polaires et portées par ).

Puisque £:Y-Y est réelle et biholomorphe sur 1l'ouvert dense Y - g, la

partie réelle de la fibre de W est la transformée stricte’ par f de la

partie réelle de la fibre de 7 ; en effet on a pour tl e(rT - N)(]l),

SE(mt1 = Y(R)N 77 (8,) = (§<n>t1 -9 = f_l(Y(]R)tl - a).

(cf. définition 2, remarque d).

De plus, pour tout t1 EV(to) N (T - N)(R) (qui est non vide), il y a

convergence absolue de 1'intégrale de W le long de ?(B)t ; en effet,

1
toujours par transport, on a conservation de 1'intégrale :

Y(R) Jw - Y(R) Jo = 1(t))
t t
1 1
[car si Ki est une suite de compacts réguliers de réunion (Y(R)t - 8)

alors f—l(Ki) est une suite de compacts de réunion (Y(Il)t - E) et les
1

deux intégrales sont les limites de la suite :

f'l(Ki)”rw ) K, [ ]

*La transformée stricte par f d'un fermé G de Y est la fermeture de

l'intersection de 1'image réciproque de G par F avec le domaine (dense)

de biholomorphie de f.
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Dégagement du cycle :

Notons ¢ i = E]Yt la restriction de ® a la fibre Y¥ = n—l(r)

Proposition

Soit t € v(to) N (T - N)(R), alors Y, (R) ne rencontre aucune
1

composante de E'qui soit effectivement polaire pour un adt tel que t E(T -N)

Preuve de la proposition

Les conditions du lemme fondamental sont satisfaites dans la

~

, pour X = Yt , pour S = Qt et ce pour tout
1 1 1

~

fibre de tl i.e. pour w!t

t, € v(to) N (T - N)(R).

Donc, fixons tl et supposons que la composante Izt ait une partie réelle
1

non vide, alors elle est non polaire pour wlt .
1

Mais 98 est non singuliére (P.G.) et porteuse de partie réelle non vide et
%'JE - (T - N) est une fibration et est réelle, donc JE; a une partie

2
réelle non vide pour tout t, € (T - N)(R), donc notamment pour tout

t, € v(to) N (T - N)(R), donc Ig est non polaire pour‘m Or ce lieu

3 t3 |t3
de tq est un ouvert non vide de la partie réelle de (T - N). Ceci joint
au cobord I8 5, (Y - Jg) permet d'appliquer le théoréme du disque a
1'application méromorphe y - Glt(y) et de conclure que J% est non polaire

pour Elt quelque soit t € T - N. 1]

Continuation par isotopie.
Puisque § S Y est une paire fibrée pour Y - (T - N), il existe une
trivialisation (dite réalisation d'isotopie ambiante) de cette paire
—
au-dessus de tout chemin c(tlt) de (T - N) de source tl et de but t.

Une telle trivialisation donne une correspondance (dite isotopie ambiante)
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chatne I'(t,c).
Soit P8 ©§ la réunion des composantes effectivement polaires pour au
moins un mlt' avec t' € (T - N) ; d'apres la proposition ?;1(m) ne ren-

contre pas Pg; donc F(t,c) ne rencontre pas pg; autrement dit F(t,c) est

dégagée des surfaces polaires de w

. , npr~— .
|4 et 1'intégrale F(t,c)J(w ) est bien

|t
définie et ne dépend que de la classe d'homologie de I'(t,c) dans (Y - Pg)
(éventuellement suivant l'orientabilité modulo les autres parties de $),

de plus (d'apres [6J) cette classe ne dépend que de la classe d'homotopie

du chemin c(tlt) dans (T - N) et pas de la trivialisation choisie. On a

donc notamment :

Corollaire : la formule I(t) = (4 c)f(mlt)
définit une fonction (multiforme)
I : (T-N)-c¢C

qui prolonge celle définie sur v(to) N T(R) dans 1'énoncé du théoreme.

IIT - ANALYTICITE ET SUPPORT SINGULIER DE I

La difficulté provient de ce qu'une surface polaire pour (]
peut ne pas l'étre pour glt, de sorte que F(t) peut parfaitement rencon-

trer une surface polaire de w sans rencontrer celle d'aucun w Et ceci

i
empécherait de conclure a la dérivation sous le signe somme.

On s'en tire de la fagon suivante

Dans l'espace numérique mr, soit Q(t') la réunion des hyperplar

passant par t' € ¢’ et paralléles aux hyperplans canoniques de coordonnée
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d'apres [2], on peut former :

le cobord r-itéré 8°{t'} du point t' : & {t'} - (¢*- Q(t')),

ou plus précisément &% : Ho({t'}) - Hi(mr - Q(t')) s

puis la r-forme canonique o de (Cr— Q(t')) dont le résidu r-composé

tl
en {t'} est 1.

res’ : HO({t'}) -« H'(¢" - Q(¢')) et ona 1 = 1 = [,
{t'} 8T (")
[si r = 1, on a tout simplement « = —17 _da_ et 8{o} = cercle trigono-
s p g

t! 211 z-t!

métrique ].

Remarque fondamentale : si on a choisi un représentant de ér[t'}, c'est

aussi un représentant de 8" {t"} pour tout t" pris dans un ouvert conte-

nant t'.

Nous écrirons symboliquement at' = {?ET'

Choisissons une carte locale de l'atlas réel de T, contenant t' et cons-

truisons successivement Q(t') et la r-forme @y = FIETe puis son image
inverse par T:Y - T, i.e. la r-forme Bt' = %*at, sur ?, puis enfin
?&, =w A Bt' qui est une (r+n)-forme sur Y.

Si de plus t' £ N, on peut tenir compte de la structure fibrée de la paire

soy pour © : Y =T - N pour former 8 (I'(+')) =T(+') x (8%(¢')).

Ces quantités ont les propriétés suivantes :

ﬁt' = WA Bt' est une forme méromorphe de Y

de degré maximum (donc fermée)

d'expression réelle

algébrique
dont les pbles sont portés par

*(Q(t')) et P¥
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De plus on a la formule fondamentale r due a la construction méme

res’ (ﬁt) = Elt

Yy

Les deux dernieres propriétés proviennent de 1'égalité évidente

G (v) = T (vot) = wly,t) &8y, (8) = (@ (r,8)) A By, (2) .

(ot y et t sont 1liés par t = 7(y) = t(y)).

Maintenant il ne reste plus qu'a remarquer que puisque F'(t') ne rencontr
pas les surfaces polaires de w pour aucun t € T - N, alors le r-cobord
composé 6r(F(t‘)) ne rencontre ;as les singularités polaires de ?%,,pour

tout t" assez voisin de t'.

La formule du résidu est donc applicable et 1'on a

~

I(t") = Jp wlt"

r(en) I

57 (I(t"))

I est donc analytique puisque 1'on peut dériver (en t" & droite) a cycle

d'intégration fixe (indexé par t') dégagé de toute variété polaire.

En conclusion : la fonction I : (T - N) - ¢ est analytique,
multiforme et ramifiée autour de N et sa valeur en t € (T - N) est donns¢
par l'intégrale. Cette fonction analytique se prolonge en fonction analjy
tique sur T - L ou L © N est la plus grande hypersurface algébrique coni

nue dans la variété algébrique N.

Ce support singulier L = ss[w] ©T est la variété de Landau

pour w.

J'ignore quand pour t € (N - L), I(t) s'exprime par une intégrale.

~URIER
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EXTENSIONS DIVERSES CUMULATIVES DES HYPOTHESES DU THEOREME

(1) La chaine initiale ' n'est plus Yt (R) tout entier mais
1
une partie (de méme dimension) de Y, (R) qui borde dans 8,, sous variété
1

algébrique fermée d'expression réelle de Y.

La méme démonstration tient et les conclusions du théoreme
restent valables si, au lieu de désingulariser le couple $§ - Y, on désin-
gularise le couple (8 U 61) - Y.

Evidemment, c'est 1'homologie relative de (? -3, 78

1~ Q)t qui intervient.

(2) w n'est plus uniforme mais reste analytique hors d'un sup-

port algébrique de ramification Sr[w] = $_,. On suppose de plus que

2
rn 52 = ﬂ, et que la détermination de w dont on part est uniforme dans

un voisinage de TI.

Méme démonstration, méme conclusion. (A condition de remplacer

$ par 8 U slugz).

(2bis) w est de ramification de type fini au sens N. Nilsson-
J. Leray. Alors si chaque détermination d'une base de détermination sur I

reste uniforme dans un voisinage de I', 1'intégrale I sera de type fini.
(2ter) Nous n'avons pas examiné le cas de la croissance lente.

(3) west (32 U 53)—ramifiée. r N 8 reste vide, mais I' N 8

2 3

3 . . . N
est non vide, mais les coefficients de w restent bornés (ou méme tendent

vers zéro) sur 53 qui est encore supposée algébrique.
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Méme démonstration, méme conclusion, a condition de remplacer

8 par 8 U 51 U 52 U 53 pour la désingularisation, et d'utiliser 1l'homolo-

gie relative de (Y - SU §_, S, U Sy - s U 92)t'

En effet, d'abord la propriété de finitude des coefficients de w au voi-
sinage de §3, se conserve par le transport de structure 1ié a la désin-

ularisation 3 ensuite, apres désingularisation, 1l'intégrale restreinte
9 9

~

a 1l'intersection de I' avec un voisinage tubulaire de Qa, tend vers zéro

avec le rayon du tube.

1]

(4) La chaine d'intégration yq est encore réelle, mais sa dimension ¢

est strictement inférieure a n.

On doit évidemment supposer que la forme ol est de degré q,

est fermée dans la fibre Yt de n : Y - T, et que sa restriction a $

laquelle elle borde, existe et est nulle.

1 dans

Si la chaine initiale yq est dégagée des surfaces génantes

(8 et 63), c'est alors un cycle relatif a €. et le probléeme se résoud

1

trivialement par l'isotopie associde a la désingularisation.

Le cas devient beaucoup plus délicat si yq n'est pas dégagée
des surfaces $ et 63 : 1'intégrale initiale dépend de la chaline elle-méme

et non seulement de sa classe dans une homologie simple.

Pour la méme raison, il faut préciser quelle chaine d'intégratio
on prend dans les fibres voisines de Yt pour la fibration (différentiable

seulement) n ¢+ Y - T, Si n était une fibration analytique, on aurait un

choix canonigque.

On doit donc préciser la dépendance en t € T de y%t) c Yt’ et cette
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dépendance doit €tre en quelque sorte analytique et méme algébrique.

Voici un cas ou les choses redeviennent simples :

Soit R © Y une famille de (n-q) hypersurfaces algébriques Rl""’Rn-q’

d'équations réelles et en position générale dans Y 3 soit

RY = Rl N R2 n...n Rn l'intersection de cette famille ; on suppose que

la chaine initiale y% est (portée par) la partie réelle de RY N Y, (et
borde éventuellement dans 31). Alors en restreignant la situation a Rq, on

se ramene facilement au probleme précédent. 17
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IT - ECLATEMENTS ET DESINGULARISATION

Dans ce chapitre, est rappelée la définition de 1'éclatement
que donne H. Hironaka pour les modules puis pour les objets plus struc-

turés tels que les sous espaces et les idéaux; est indiqué le liem avec

les transformations monofdales.

Ensuite viennent quelques exemples puis divers aspects de la

construction pratique d'un méme objet éclaté.

Enfin on énonce le théoréme de désingularisation d'Hisonaka.

1. Eclatements, notation et définition

(1) Catégorie g(R) des (faisceaux. de) modules sur des espaces annelés

.
locaux

On note un objet (M
X

)outout simplement M et

M——7L—)M’

un morphisme ou tout simplement M7‘M'
X — X!

Dans cette catégorie, on a

la notion d'objet inversible (ie module localement libre de rang 1),

la notion de monomorphisme relatif (au foncteur espace annelé de

base)
le lemme de Serre : (go f mono relatif)=f mono relatif.

L4 .
On omet souvent le mot faisceau.

. . . . . . 3 ~
Ce qui suit s'applique aussi aux modules sur anneaux variables grace

au contrafoncteur spectre qui est pleinement fidele.
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(2) catégories au dessus® Ae E(R)

un morphisme entre deux telles catégories se note

N parmi eux J(R) > g?(R)

Wz

T T citons:

u(R) u(r)

qui va de la catégorie des idéaux cohérents, ou quasi cohérents

a celle des modules cohérents ou quasi cohérents.

(3) Eclaté pour T (ou dans E pour T) d'un objet NEN

Définition : c'est un objet P_g,N'de N au dessus de N,
universel pour : T(P) est inversible
et

T(#) : T(P)->T(N) est un monomorphisme relatif.

Définition : T (ou E) admet des éclatements, si tout objet de N a

un éclaté (pour T).

(4) F est fermé pour les éclatements (ou N est fermé pour les écla-

tements dans g')
Si T et T' admettent des éclatements et

si F commute & ces éclatements.

*Ici N et N' sont deux catégories, T, T', F trois foncteurs tels que

-—

T=T'oF, alors on dit que T (ou par abus E) est une catégorie au

dessus de M(R), et F est un foncteur de T & T'.
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(5) Théortme : T=identité de g(R) (ie g(R) admet des éclatements.)

(6) Théoreme T' = foncteur oubli de la quasi cohérence d'un module

Ve
sur un schéma.
T' admet des éclatements et est fermé pour les écla-

tements.

(7) Théortme : T =foncteur module sous-jacent & un idéal quasi cohérent
sur un schéma.
T admet des éclatements mais n'est pas fermé pour les

éclatements.

(8) Propriété fondamentale : dans M(R), 1'éclatement commute aux
changements de base. [Faux dans J(R)]
[ie si f:X = X', alors 1'éclaté de 1'image réciproque par f d'un

module sur X' est l'image réciproque par f de 1'éclaté de ce module]

2. Relativisation et géométrie

Les définitions, notions et théorémes précédents subsistent quand
on remplace dans g(R) la catégorie de base R par la catégorie relative

R/S des fleches de R dont le but est un objet fixe S de R.

On se rapproche ainsi de la géométrie :
- algébrique plus classique si on prend pour S le corps des complexes

€ ou plus exactement l'espace annelé algébrique correspondant spec (.
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- analytique plus classique si on prend pour S le spectre analytique

des complexes : spec au (.
. . . , . s n

- moins classique si on prend pour S 1l'anneau (non 1ntegre) ¢~ somme

directe de n-anneaux identiques a C.
. . 1 n . Ve ’

- un peu plus classique si on prend pour S, l'anneau ¢ considéré
comme algeéebre sur €.

- un peu moins classique si on prend pour S, ne compactification

(a choisir) de l'espace affine ¢" (algébrique ou analytique).

Ces relativisations ne deviennent vraiment géométriques au
sens ordinaire du mot que moyennant certaines contraintes de finitude,
ou de cohérence, ou de quasi cohérence que nous ne préciserons pas plus

que la relativisation mais qui seront réalisées dans nos applications.

Dans la suite nous travaillerons surtout dans une catégorie
d'idéaux J(R) ou de sous variétés, et nous employerons le mot éclate-
ment par abus au lieu de celui de transformation monofdale qui va @€tre

défini.

Dans g(R) la propriété fondamentale (8) est fausse. (C'est
ce qui fait que T du théoréme (7) n'est pas fermé). Elle est & remplacer
par une propriété dérivée qui est lide a la transformée stricte qui va

étre définie.

L'existence des éclatements dans M(R) (ie le théoreme (5))

est un cas particulier de l'existence des grassmanniennes d'un module
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sur un annelé local, qui représentent certains foncteurs comme le montre
le critére de Gothendieck. Pour les grassmanniennes la propriété (8) de

changement de base est aisément démontrable.

3: Eclatements d'idéaux et transformation monofdale

Soit J(R) la catégorie des faisceaux d'idéaux quasi-cohérents sur des

Jy
espaces annelés locaux (resp schémas) on note un obje |)0u
X

simplement J.

Soit SS 1la catégorie des couples d'un espace et d'un sous-espace
annelé local (resp schéma, sous-schéma) on note un objet
D% X ou simplement D.

Soit An la catégorie des espaces annelés locaux (resp schémas)

Alors le foncteur J(R) ___f;___§§§

J
F(i) = (Do X) on (p, OD) = (support OX/J’ OX/J ID)

J
est une équivalence de catégories au-dessus la base ieentre &:(l)k‘X et
X

A: (D=X)w X,

Soit T : Q(R) le foncteur module sous-jacent a 1'idéal, on sait

=
—~

=
~
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que T admet des éclatements, mais T n'est pas fermé pour les éclatements.

3-1 Définition : 1'image par A, et (par abus) 1'image £ : P-*X par
J
AoF, de 1'éclaté de dans T est la :
X
Transformation MONOIDALE de X de centre D.

On notera que

- f : P-X est universel pour : [f—l(J) est un idéal inversible].

Z - 81 D-X est réduit sur €, alors
f : P-X est universel pour : [f—I(D) est de codimension un dans P
3-2 Eclatement d'un point d'un ouvert de ¢ S ¢

Pratiquement c'est l'opération de passage en coordonnées polaires
centrées en ce point a. Un tel passage est biunivoque hors du point
et transforme le point en l'ensemble des directions des droites

passant par le point.
L'éclatement de aGUCCn est la fermeture au dessus de U de

(U-a) ey Uan_l [x= (x) % (x-a)]

U
3-3 Eclatement de sous variété linéaire projective 51“‘—715[1
. . P = =n _
de codimension r, définie par Pr= {x = (xo,...,xn) (3 |x0= . =xr_1—0}
C'est la fermeture au dessus de P de
sn 5 =n -I;r—l

P—PrC‘__¢PX

N/

X = (xo,...,xn)Hx x(xo,...,x 1)



3-4

(a)

(b)

(¢)

(a)

(e)
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Propriétés

Localité et recollement

L'éclatement est une propriété locale; il suffit de savoir éclater

des sous affines d'ouverts affinés puis de recoller les morceaux.

Eclatement non singulier

I1 suit de (a), de 3-1, et de 3-2, que l'on sait éclater toute
sous-variété (analytique ou algébrique) fermée non singulidre d'une

variété non singuliére et que 1'éclaté est non singulier .

Eclatement singulier

Rappelons qu'on sait éclater une sous variété (fermée) d'une variété
singuliere (analytique ou algébrique) : c'est éclater 1'idéal qu'elle
définit.

[Plusieurs idéaux peuvent avoir méme support et si l'on éclate un
idéal qui n'est pas celui de définition de son support nous ne

dirons pas que nous éclatons ce support].
Unicité
L'éclatement est défini par une propriété universelle donc le résul-

tat est unique & un isomorphisme pres.

Image réciproque et transformée stricte

Nous avons déja insisté sur le fait que 1'éclatement de modules
commute aux changements de base mais qu'il n'en est pas de méme
pour les éclatements d'idéaux donc pour les tranformations monoi-

dales.

Soit VD-°V*JD , 1'éclatée d'une variété suivant une sous-variété D.
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On sait que VD-*V est un isomorphisme au dessus de (V—D) et que

1'isomorphisme réciproque est une injection dense (V«D)G*VD.

Soit f : V' =2V, un morphisme de variété.
Soit WD-*V'*°D' 1'image réciproque. par f du triplet précédent. Ce
n'est pas 1'éclaté de V' suivant D',

Soit V'Dr*V'*DD' 1'éclaté de V' suivant D', c'est la transformée

stricte de V' dans WD en ce sens que :

(V'-—D')‘—*WD donnée par

c'est la fermeture de 1'image

V! e (V! —D')%‘(V-D)QVD,

et la propriété universelles du produit fibré :

! 1 - -
v "WD-*VD de v A\ VD.

Récapitulant ceci sur un diagramme on a :

(vt-p') — 5 (V-D)

WD E—— VD
l cartésien l

v 5V
J cartésien J

D! > D

3-5 Diverses constructions pratiques d'un méme éclaté

Soit K= X une sous-variété (fermée) & éclater dans X, on sait

(par 3-4 (d)) que tous les résultats sont isomorphes; on sait (par

3-4 (a)) que l'on peut procéder par cartes puis recoller les morceaux.
On sait (par 3-4 (e) que l'on peut plonger X dans un plus grand
ambiant Y, puis éclater Y suivant un centre D de Y tel que“ D NX=K,

puis prendre la transformée stricte de X dans cet éclaté ?; le choix

.
au sens des schémas

X
en tant que schémas



(1)

0o

(2)

(3)

(1)
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»
de Y est arbitraire puis Y étant -choisi, le choix de D tel que
D 7X=K est arbitraire, les éclatés de Y suivant ces divers D ne
seront certes pas isomorphes. mais les transformées strictes de X

le seront.

Notons enfin que 3i X est songulier, deux sous-variétés différentes

K-X et K'=X peuvent donner le méme éclaté.

Exemple : éclatement du sommei d'un cone

Soyons précis pour notre exemple :
Pour cone, prenons un cone qguadrat .ue a deux dimensions dont la
seule singularité est le sommet.

Plongeons le cone dans l1'affine ambiant Cd§a(x_y,z) de telle sorte

, , . . 2 2 2
que son équation soit z = x + y .
Pour éclater le sommet du céne dans le cone. on commence par éclater

. , . 3

au choix dans l'ambiant € :
l'origine ie on forme la fermeture de

3 3 =2 :

¢ -{0})—¢€¢"xP x,v z) = (x,v.z,) x (x.v.z).
L'axe du cone ie on forme la ferme.ure de

((".'i —{X:y:O})éw C3jx§1 (x.y,z)Aﬂ (x.v,z) x (x.v)

Une gégégatricg ie on forme la fermeture dc

3

(63 - {x=0. y=21) — C:1<Fl (x.y,z)-*(x,y.z)x (x.y-2)

Puis on prend la transformée -tricte du coéne dans 1'un quelconque

de ces éclatements. ie on prend la fermeture de 1l'imape de
-)

.3 D) , )
{(X:y,Z)IZ_:=x_+y et x=0 et v#0o et z£o et y#z}

sous 1l'une quelconque des injections (3), (1) ou (5). Tous les

tant que schéma.



(7)

(8)
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résultats sont isomorphes entre eux.

Remarque : le 2-plan {z=o}c:®3 est une hyper surface non singuliere
de ¢3, donc 1'éclatement de Gg ayant pour centre cet hyvperp..n

est 1'identité (cf le propriété universelle des transformations
monoidales). La transformée stricte du cdne sous cet éclatement

est donc le cone lui-méme. Cependant 1l'intersection du cone et

de H est le sommet du cdéne. Mais il n'y a pas de paradoxe car en
tant que schéma cette intersection a bien pour support le sommet

du cone, mais 1'i1déal correspondant n'est pas celui de toutes les
fonctions sur le cbne qui s'annulent au sommet meéi1s seulement celui
de z, la fonction hauteur; cet idéal ne contient pas la fonction

x sur le cone (ceci est une illustration de ce qui a été écrit

en 3-4 (c)).

Remarque :
La droite D : x = 0, y-z = 0o de @3 correspond a 1'idéal

{Xsy"‘z) de C[XrySZ]
Le plan P : y-z = o de ¢? correspond a 1'idéal

(y-z) de Clx,y,z]

Le cdne K : 22—x2~y2 = o de @3 correspond & 1'idéal

(22 - X2 - \72) de ¢rx9Y9Z]

En tant qu'ensembles, les intersections DNK et PNK sont les memes.

En tant que schémas, ces intersections correspondent respectivement

. ’
aux idéaux :

I = (x, y-z, 22=x2~y2) et I = (y-z, z2~x2~y2) de ¢[x,y,z7.

Ces idéaux ont le méme support;
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Le deuxieme idéal JK est partout inversible sur K
et 1'éclaté correspondant est K lui-meme.

Le premier idéal IK est inversible sur K sauf au sommet et 1'éclaté

est différent de K. 11

3-7 Exemple : éclatement d'un point d'un multiprojectif

Soit QiéEFn le point dont les coordonnées homogenes X=:(§y X “Xn)

sont toutes nulles sauf Jla coordonnée X, Soit a éclater le point
QOX'QOX;..Xxn)E PPl BB x P nocons (x,y, ..,t) les
coordonnées r-multihomogenes.

(a) Une premiere méthode (la plus sage) est de procéder a 1'éclatement
dans une carte affine éventuellement dense contenant le point et
de savoir que le résnltat est ccmpatible a 1'identité de toute
autre carte ne contenant pas le point, pour donner un reccllement

global.

[Si on choisit pour carte celle caractérisée par

l'éclatement dans cette carte est ia [ermeture de

_ _ _ - —_ v 4+G-Tr-1
(CA 1x e e X CG L QOX ..... X QO) - CA 1X...x CG 1x PA+B+ '

(X, y..... Jt) K. y,....,t) x (i,i,......,t)

ou x = (xo,xl,....,XA) = (1,%) 1

(b) Une deuxieme méthode, démentielle, consiste a

s
o~

-

1. longer le multiprojectif dans un monoprojectif comme varle
2 J

de Segré

————— e
, FA—lx 58—1x....x§G_1L'FAXBX""XG—l

X veeo,t) 2 z=(2z. . ) = X.V .eoas t
‘(,y, ) (zi5. . p (x; p)

i1j...p € AxBx....xG
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=AxBx...xG-1

Prendre 1l'image Q =0Q de O xQ x...xQ dans P
0 000..0 0 0 o
C'est le point z = (Zi' ) € FAXBX'”XG_l
JeeeP j4...p€AxBx...xG
tel que zij.s.p=0 si i+j+....+p £ 0.
SAxBx...xG-1

Eclater QO dans P , c'est-a-dire prendre la fermeture de

(-P;AxBx .o xG-1 _ QO) o FAXBX. . .xG-1 x "I;AXBX. .o xG-2

z = (z.. ' = . . ..
( 1J""i)+j+‘__. 2"0 2x = ((zlg...z+j+ 20’(Z13...) )
e e, .50
—A - —B- -1
Prendre la transformée stricte de PA 1XPB 1x vee X f"G sous
cet éclatement. 1]

On peut évidemment faire toutes ces opérations en une seule fois

-1 =B- SAxB-1_ SAxB-2
1XPB‘«1~=»QOXQO...)‘—°PAXB xP¥

en prenant la fermeture de (FA
(x,7,..t) > (zx2")

On a un résultat encore isomorphe a 4 et 5 en prenant la fermeture

de

(FA'—leB-lx —QOXQO) i ﬁA—lx—ﬁa—1x XEAXBX"'XG_z
(x,y,....)&-‘(x,y,....)xz'

[ou sz(zij...) et B, X Y e Fi,jyeess

i€e{0,....,A-1}

jef{o,....,B-1}

itj+...>0 ].
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4, Relation entre 1'éclatement et le théoréme de désingularisation

d'Hironaka.

1. Lorsque le couple (YoM) est formé d'une variété non singulidre
et d'une sous-variété non singuliére fermée, alors 1l'éclatement
de Y centré en M fournit une solution au probléme de désingu-

larisation d'Hironaka.

2. La relation générale entre la désingularisation d'un couple (Y,M)

et 1'éclatement est donnée par le théoréme suivant d'Hironaka.

Théoréme 2 d'Hironaka

Soit (Y,M) un couple formé
- d'une variété algébrique non singuliére Y et

- d'un sous-ensemble algébrique M ;

alors il existe une désingularisation
~

Y - Y de ce couple qui peut se factoriser en une suite finie

d'éclatements intermédiaires :

f.
i
Y. 1Y i f=f_o0of jo....0of ... 0 f) ;
Ys+1 = Y
Y = Y
0

tels que

(i) chaque f. est un éclatement de Yi ;

(ii) Yi est non singulier ¥ i ;

(iii) le centre D, de f, est une sous-variété algébrique fermée sans
singularité de Yi H

. -1
(iv) Dic(fi-l o fi—2 0....0 fo) M ; DJ:M 17.
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IIT - GRAPHES ET FONCTIONS DE FEYNMAN
.
I - GRAPHES

: |un GRAPHE est une DOUBLE FLECHE d'ensembles finis pointés.

o
[}

<
i

$(1)
B(1)

$(0)

L(G)

V(G)

€V

€V

$
G : (L,0) —=(V,=) .
B

est l'ensemble des LIGNES du graphe G

est l'ensemble des VERTEX du graphe G

est le vertex distingué dit vertex a 1l'infini, qui sert

4 pointer la réunion disjointe V U {»} = (V,=)

est un point supplémentaire qui sert a pointer la réunion
disjointe L U {0} = (L,0).

est la source ou vertex initial de la ligne 1 € L

est le but ou vertex final de la ligne 1 € L

= B(0) = =

L admet une partition canonique L = E U J définie par :

.

- B(6)

= J(G)

-1 -
LN (3 (=) UB 1(oo)) est 1'ensemble des LIGNES EXTERNES

It

LN (s‘l(v) N B‘l(v)) est 1l'ensemble des LIGNES INTERNES

Ici ne sont introduites que les notions strictement nécessaires a la

définition et a la manipulation des fonctions de Feynman. D'autres

considérations peuvent étre trouvées en annexe.
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Remarque 1 : Notons que (L,O)::(J,O)-+(E,O) comme somme directe d'ensem-

bles pointés.

Définition 2 : wun MORPHISME entre deux graphes,

f = (f,,f,):6-G"

. . . ¢ -
est un morphisme intérieur de doubles fléches d'ensem-

bles pointés, ie c'est un couple d'applications pointées

rendant commutatifs les diagrammes

S
G (L,0) —=(v,»)
B
f ]fl f2
S
G! (L',0) —/—=3(v',»)
B

et tels que f1 et f2 n'envoient que le point distingué

sur le point distingué ie f‘11(0)= {0} et f"gi(oo)= {=}.

Un SOUS-GRAPHE est un monomorphisme, (ie un f tel que

f1 et f2 soient des inclusions).

Définition 3 : par exemple, par suppression des lignes externes de G,

ie par restriction de $ et Ba (J(G),0), on obtient un

soustfgraphe qui est le plus grand parmi ceux qui n'ont

.
Cette restriction sur les morphismes a été introduite pour que 1l'asser-
tion (a) de la proposition soit vraie. Il n'est pas sfir qu'il soit bon

d'imposer que f2 soit intérieur.

**Ici f, est 1'identité de (V,»), £ est 1'inclusion (J,0) = (E,0).
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pas de lignes externes, on le nomme le

0 $
; GRAPHE INTERIEUR G de G : (J,0)— (V,=)
! B

¥
€
i

0
On peut aussi le dépointer‘ et 1'écrire G : J—=—=V.

- un sous-graphe est PLEIN si chaque fois qu'il contient
deux vertex il contient toute ligne dont la source
est 1'un et le but est 1l'autre.

- on note G' le sous graphe plein de G engendré par

un sous graphe G'< G.

Remarque 2 : nous venons de définir la catégorie des graphes comme
sous catégorie de celle des doubles fléches d'ensembles
pointés finis. Elle hérite de cette derniére les opérations
connues, notamment celles de somme amalgamée e et de

produit fibré.

Proposition 1 : (a) Les morphismes de graphes sont compatibles a la

partition canonique en lignes internes et lignes

externes.

(b) Les limites inductives et projectives finies

existent dans la catégorie des graphes.

.Une caractérisation des graphes sans lignes externes est qu'ils sont
dépointables, ie qu'ils proviennent de double fléche d'ensembles non

pointés par adjonction d'un 0 et d'un «,

L X . s .
C'est ainsi que G appparait comme la somme de son graphe intérieur et
de son sous graphe des lignes externes amalgamées le long du graphe

commun obtenu en les vidant de toutes leurs lignes.
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Preuve:
Pour (a), il suffit de se rappeler que les morphismes
de graphes n'envoient que les points distingués sur

les points distingués. ‘
|

Pour (b), il suffit de remarquer que les produits fibrés
et les sommes amalgamées sont celles des doubles fleches

d'ensembles pointés. ]].

Graphe relatif associé a un sous graphe sans lignes internes

Soit G'S& G un sous graphe san; lignes externes de G. Nous lui

|
associons le graphe relatif G /G' (encore appelé contracté de G suivant l
i
|

G') par les constructions que voici

G' (L',O)i—:ﬁ,(v',w)
! I\
G ’

(L,0) 0= (V

¢ (L1,0) 2= (V, =) (V,)
N L
Yo/a (L,0) == (V=)

ou (L,0)=(L',0)+ (L",0) somme directe

ou T, est le conoyau de la double fleche (o,B)

ol le grand diagramme est commutatif.

. .
On peut lever cette restriction si 1'on admet que dans un morphisme

f = (fl’f2)’ f, ne soit pas intérieur.

2
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Remarques
.
| 1- cette construction ne marche que si 12 n'envoie sur le point
1
| distingué que le point distingué, ie que si G' n'a pas de lignes
Y 1
externes.
!
i 2- G" est le graphe G auquel on a effacé les lignes de G',
Ty oS .
3- si G'  est le diagramme composé : (L,0) —ob (V,0) alors G
2
est la somme amalgamée selon G" de G et G/G', et G" est leur
produit fibré au dessus de G'"'.
o
Définition 4 : GRAPHE EXTERIEUR DE G c'est G/G, contracté de G suivant

0
son graphe intérieur G.

La relation d'équivalence sur V(G) donnée par le conoyau 1 (de la double

fleche) du graphe intérieur s'appelle V-connexité intérieure de G

o T .
G (7,0) —=(V,®) —— (V,=) gre ohe intérieur de G
G (L,0) ==(V,=) graphe G
[ |
0 .
G/G (E,0) === (V, ) graphe extérieur de G

(L,0) = (J,0) + (E,0)

|Le graphe extérieur de G est donc déduit de celui des lignes externes

en identifiant les vertex d'une méme classe de V-connexité intérieure.

. . T
Graphe contracté par une surjection V=V des vertex de G : L =V

L X

C'est l'adjoint“au noyau de (T()G) : L %%%%% V, ou le note G(T) ou

‘G(Q).]

L4 . . . .
Ce qui donne alors certaines constructions intéressantes:on pourra
Ve

examiner le contracté "(G/E) de G suivant le sous graphe plein Eengendré
par celui des lignes externes.

¢+eVoir annexe.
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IT - ESPACES ASSOCIES A UN GRAPHE

La succession des trois foncteurs :
Y 4 GROUPE ABELIEN LIBRE
N NOYAU DE DOUBLE FLECHE DE GROUPES ABELIENS
€4 PRODUIT TENSORIEL PAR 64 (sur z)

est appliquée aux GRAPHES pour donner les ESPACES dont nous aurons besoin.

Soit donc un graphe G

o0

(L,0) = (V,=)

(7,0) == (V,~)

(o]
de graphe intérieur G

90

o
de graphe extérieur G/G (E,0) = (V,>)

e

On associe a G :

. .
par Z, la double fleche de groupes abéliens libres

z(L,0) =% 2(V, )

'
puis, par N, le noyau de cette double fleches de groupes,

0— N(G,2) — Z(L,0)=%12(V,~)
XX
4
puis, par € , la suite exacte (de ®4—modu1es) du NOYAU TOTAL & G

x.0 1 0—>N(G,C4)—>034(L,0) z®4(v,m)

Rappelons que le groupe libre sur l'ensemble pointé (L,0) n'est autre
que le groupe libre sur l'ensemble non pointé L.

Le foncteur 7% identifie L a la base canonique de Z(L,0) et 1l'on a
1=1x1 € 2(L,0). 4
Un elément de 1'anneau ¢ s'écrit r = (rl,r2,r3,rn) € ¢ avec r. €C,

alors l'unité de l'anneau C4 s'éerit O = (1,1,1,1) ;3 et le foncteur ®4

identifie L a la base canonique de €4(L,0) et 1'on a

1=0x1E€ 64(L,0) et r x 1 s'éerit r,

oo
Ce noyau est le noyau ordinaire de la fléeche différence Z(3) - Z(B)

oo
La prise de ce noyau traduit la “loi de conservation des moments."
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De méme, a partir des graphes intérieurs et extérieurs de G, on forme

la suite exacte (A) du NOYAU INTERIEUR de G et la suite exacte (x) du

NOYAU EXTERIEUR de G et

A 0 N (6,6%) —¢%(5,0) — ¢t(v,0)
{ ) |

A 0— N(6,¢%) — ¢*(1,0) — ¢*(v,0)
l J :

X O—ﬁNX(G,CzL)———awél-(E’O)'—)a:‘L(VsO)
0 0

.
Lemme 2

X
(1) Le diagramme commutatif ci-dessus est exact .

(2) Les NOYAUX intérieur , total, et extérieur sont libres.
(3) Les relations dont NB(G), N(G), NX(G) sont les noyaux, sont a coef-
ficients dans {-1, 0, +1}

(4) NB(G)=N(G)ﬂ(]:4(J,O) , 0=N “N=N_=0 est exacte. ie le noyau

. . S
extérieur est le quotient du noyau total par le noyau intérieur.

Preuve

(2) est évident; un sous-groupe abélien d'un abélien libre est libre.

(3) Les doubles fleches de m4—modu1es proviennent des doubles fléches
d'ensembles pointés; pour chacune des suites il y a une relation

de base par vertex et pour ce vertex chaque ligne a pour coefficient

+1 ou -1 suivant que S seul ou B seul l'envoie sur ce vertex, et le

.Remargue:On a le méme lemme relativement & un sous graphe interne quel-
conque G' et & son quotient G/G'.

‘0 4
de € -module ou de C-espace vectoriel, et aussi si ces objets sont

considérés comme des variétés, N(G) est alors aussi isomorphe au produit
NB(G)XNX(G).
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coefficient est 0 dans les autres cas.

[ie ¥ ve (V,=) on a Lz (s $(1)-6 B(l)).1=0.
e, v v

(4) et (1) découlent de la construction et justifient la notation G/G'.
Remarque - Le foncteur module-libre commute aux limites inductives (ici
aux sommes amalgamées).

4
- Dans les groupes abéliens, (les € -modules etc...), les limites
projectives finies (ici prises du noyau) commutent aux limites

inductives filtrantes; or la somme amalgamée n'est pas filtrante. 31

Définition 5 et notation

. .
La coutume est de donner des noms aux espaces que l'on vient
d'associer & un graphe, et d'adopter des notations pour leur point

courant

.

Le noyau extérieur NX(G,€4)9‘t est 1l'espace des PARAMETRES. .

Le noyau intérieur NB(G,®4)5 z est 1l'espace d'INTEGRATION.

Le noyau total N(G,¢%) > (z,t) est 1'espace TOTAL.

(Ee) € 074(E,0) est l1'espace des moments externes r, € 014, e €F

(Ej)€E€4(J,O) est 1'espace des moments internes £j€E$4, MGRER

(Ij’xe) 6@4(L,0) est 1'espace des moments de G.

. N . 4
Ces espaces ont encore a la fois toutes les structures (sur € ou )
de module, de variété amlytique, de variété algébrique, d'ensembles

. ’ . . . A N . s
analytiques, d'ensembles algébriques, mais ils pourront €tre modifieés
en des espaces n'ayant plus qu'une partie de ces structures; notamment
ils pourront perdre leur nature linéaire, puis leur nature non singuliere

*0 . . .
Nous aurons a 1'étendre quand nous introduirons les masses.
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Remarque :|c'est surtovt la suite A, ie le noyau intérieur et sa position

Y | dans l'espace des moments internes qul reti >7ra notre

attention.

Remarque FONDAMENTALE sur la (P.G.) dans le noyau intérieur.

0 0 0
I Y b _
0 H, —y C (9-{i},0) == C (V,=)
{ { |
A 0-—)NB(G)‘-—'C4(J;O) = C4(V.5°°)
!
c*({i1,0)
0

Le diagramme exact ci-dessus, correspond a divers aspects de la fonction'
r., c'est-a-dire a la projection sur ¢4({i}30).

Son noyau, défini encore par la nullité du moment internelgi, est 1'hyper-
plan‘ EQLI_{iL O)de C4(J,0). Son noyau dans NB(G) est Hj intersection

de NB(G) et @4(Jr~{il,0). Hj est donc soit NB(G) tout entier soit un

viritable hyperplan de NB(G).

ORDRE SUR J

Soit |Bl==dim NB(G) on peut toujours trouver un nombre lF' ZlB‘

. X
et numéroter les points de J en

J = {1,2,....0B|,... 1]+, 1],

¢ 4
L'anneau de base est ¢ elle-méme algebre sur ¢ par @"¢4 x**(x,x,x,x)

’e . . . .
Ceci donne une fibration croissante BcTcJ.
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i1(1) Les |B| premiers Hj : H,,H_ ,H "'H‘B

‘ solent des hyperplans en (P.G)

de NB(G).

soient des hyperplans

(2) Les ‘F‘ premiers Hj : Hl’H2""’HI

BI ,...Hy,H'r.l

tous distincts de NB(G).

(3) Quant aux autres, ¥ j’:>|Fl, Hj' est confondu avec un des précédents

ou est NB(G) tout entier.

Dans la suite nous supposerons que J est toujours ainsi ordonné. 1]

Ces hyperplans, puisque distincts, sont deux a deux en (P.G) mais leur
famille ne 1'est pas si |F|>>|B| le si F%]S.

Or la fonction x, (a valeur dans @4) est la dérivée de la fonction £§

[

(2 valeur dans ¢) qui jouera un rdle fondamental dans la suite puisque

1'intégrand de Feynman 1'aura pour pbdle.

INous aurons donc sous une forme ou sous une autre a les mettre en position

générale dans NB(G).
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ITT - RELATIONS D*INCIDENCE

Les espaces N(G), NB(G), NX(G) sont en biais dans 1'espace

4 Ve < 7 - Y «
1y (L,O), on préfere les paramétrer fidelement comme suit :

Cas du noyau intérieur NB(Ql

On choisit un sous® ensemble[_£C:J lde celuli des lignes internes

tel que dans :

64(B,0)
q 7
P
O=--->NB(G)¢_...,.,(II4(J,O)_—;—_::‘,(]34(V,00)

le diagramme commutatif ci-dessus, la projection q soit un ISOMORPHISME
.4B)

de NB(G) sur ¢4(B,0) (”

Définition 6

- Choisir BCJ, c'est choisir une base de BOUCLES'® dans le graphe.

La matrice g(B) sur J xB qui représente l'application

-l
=2 PN \
[|doa :@ (B,0)-¢ (J,O,iest la MATRICE d'INCIDENCE INTERIEUKE de G

(relative a B).

- On note z==(gb)65¢4(B,0)==Z(G{“!et on appelle Z(G)==¢4B cette parame-

trisation de l'espace d'intégration.

- La fonction coordonnée £j’ vaut sur le noyau intérieur NB(G) :

b bt _ ,
Ej ;i 4y s et de plus N = 6bb' pour b et b' € B.

™

‘L'inclusion (B,O)“*(J,O) d'un ensemble pointé dans un autre admet une
rétraction canonique et @ transforme la somme directe B= - =B -J en

la somme directe @4(B,O)=°€4(J,O)*JG4(B-J,O) et associe aux rétractions
canoniques, les projections du produit

¢t(8,0) - at(5,0)~e*(J-B,0).
o
**ie une base de 1'homologie (sur Z) du graphe intérieur G de G.
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0
Cas du noyau extérieur NX(G)==N(G[Q)

A A . L N
On choisit de méme une base de lignes externes indépendantes

|(E-—C)C:E telle que dans
¢*(E-¢,0)
S

0—N_(6)e—att(£,0) ==30¢*(v,=)
e

1
‘|
\

le diagramme commutatif ci-dessus, la projection p soit un isomorphisme

de NX(G) sur ¢4(E-c,0) (=¢4(E"C)).

IOn note t==Be€EC4(E-—C,O)==T(G) et on appelle T(G)==Q4(E-C) cette

Ireprésentation de 1'espace des paramétres.

La matrice g(C) sur Ex (E-C) qui représente 1'injection

-1 4 4 . . . -
. Vo « ’
eop ¢ (E-C,0)=¢C (E,0) est la matrice d'incidence extérieure de G

(relative a C).

Les matrices ¢ et ¢ ne suffisent pas a décrire la situation du graphe

total.

Cas du noyau total N(G)

Proposition 3 :

(1) Les choix précédents de BcJ et de (E-C)CE étant faits,

04(BlJE-—C,O)

J

0-——-aN(G)c—T~aw4(L,0) e ¢4(V,m)

N

@4(J,0)

*0n devrait dire une base de boucles du graphe intérieur.



D. Fotiadi. Désingularisation et graphes de Feynman.

- 46 -

jalors la projection y (dans le diagramme commutatif ci-dessus) est un

ismorphisme.

(2) La matrice Q(B,C) sur Jx (BUE ~C) qui représente 1'application

‘ @()y_1 : G4(BLJE=-C,O)-*E4(J,O) s'appelle matrice d'incidence

‘ TOTALE de G (relative a B et C).

(3)

[[fens

restresnte &4 JxB n'est autre que E(B)'

(4) f restreinte a (Jx (E-C) est une nouvelle matrice nommée Q(C)

(indépendante de £ et Q)

-1
(5) Pour étre complet disons que la matrice représentant loy est @

nulle sur ExB, et Bx (E-C), § sur Jx (BUE-C), ¢ sur Ex (E-C).

(6) Toutes ces matrices sont a4 coefficients dans {-1,0,+1}.

(7) J étant ordonné comme il a été dit, alors :

- les lFl premiéres colonnes de g(B) sont 2 a 2 indépendantes.
- les lBl premiéres colonnes de g(B) sont indépendantes.

- chacune des colonnes au-dela de |I'| est proportionnelle & 1'une

des |Fl premiéres.

(8) Sur le noyau TOTAL N(G), la fonction coordonnée zj j€J vaut done :

= g + 1% ou (j,b,e)€IxBxE-C |
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Preuve de la proposition

Compte tenu du choix (BUE -C) de la base totale,

(1) est corollaire du (1) du lemme

(3) est corollaire du (4) du lemme

(6) est corollaire du (3) du lemme

(8) traduit le (3)

(7) +traduit la numérotation particulieére de J et la filtration Bcrcd

associée.

(5) (nullité sur ExB) car la graphe extérieur est sans lignes interns ]

Remarque y = (z,t) = (’gb’Re) € @4(BUE -C,0) = Z(G) b T(G) est (une représen-

tation paramétrique de) 1'espace total.

Remarque
Pour que (E‘—C)c*E soit une base de lignes externes, il faut et

suffit qu'il ait un et un seul élément de C qui aboutisse dans chaque

. . . *
classe de connexité V-intérieure de G.

* . L. . .
déja définie comme le conoyau du graphe intérieur.
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IV - DEFINITION DE L'INTEGRALE DE FEYNMAN ASSOCIEE A UN GRAPHE

Soient

G : (L,0) 3 (V,») un GRAPHE

E c E une BASE' E de lignes EXTERNES

0 - N(G) - C4(L,0) 3 c4(v,w) Le noyau ou ESPACE TOTAL
J={1,2,...6, . |B], . T, |J|} ses lignes INTERNES NUMEROTEES
B={1,2,...b, . [B|}cJ la base de BOUCLES

8 sur J x (B UE) la matrice totale d'INCIDENCE

£ (= restriction de fadx B) 1la matrice d'incidence intérieure
il la restriction de ] adJxE

Rappel : Sur Bx E, §|BxE=17|BxE=0; sur Bx B §|BxB=¢|BxB=1

Soit

4 . . .
(gj) €C (J) 1les coordonnées canoniques des moments internes 3

z = (gb) € 04(B) = Z(G) 1les coordonnées (de cette représentation) de
1'"ESPACE D’ INTEGRATION ;
t=(p) € C4(E) = T(G) 1les coordonnées (de cettg,représentation) de
¢ 1'ESPACE DES PARAMETRES.
Alors 8

(1)

b ’
: ¢4(B UE) - ¢4(J), (g%,ge) - (gj =gyt ﬂg Ee) représente

4
la fonction "moments internes" N(G) = Z(G) x T(G) - ¢ (J) (définie

o

sur l'espace total).

.
ct. §8 précédent
X .
plus généralement, tout nombre quantique particulaire v (spin, spin

isotopiques, charge, etc...)} donne une extension de l'espace des
paramétres v = (vJ,ve) €v(L) = A(L) ou A(L) est un A-truc libre sur L.
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(2) 1a MASSE m = (mj, me) € M(L) = ¢(L) = G'Ll étend 1'espace des

parametres.

.
(3) ¥ j € J, le PROPAGATEUR Qj est la fonction polynomiale définie

sur N(G) par Qj = E? + m? + ie
< 2 2 2 2 2 , s _ 4
ou r =r +r,+rg+r, est le carré euclidien de 3-—(rrr2r3r4) €C

(4) ¥ j €3, ¢ oN() = 2(G) x T(G) est la gquadrigue (cylindrique
ou dégénérée) fournie par les zéros de Qj,
. J _ b e 2 2
i.e. g8J = {(z,t)|(8j a, * ﬂj Be) tmy o o= 0}

X
(5) L'intégrand de FEYMAN w(G) est la (4B)-forme méromorphe sur

N(G) = Z(G) x T(G) définie par
4 4 4 4B
d'g,A...A 4 gbA...Ad ap d (31’92""ﬂﬁ
W(G) = —eeEemmmme ST = —m-e-l- g- -
Q --- Q|BI...Q ...Q|J| (J)

on note que ses surfaces polaires sont précisément les gJ

(6) L'intégrale de FEYNMAN est 1'intégrale

- sur la partie réelle Z(R) = m4(B) de 1l'espace d'intégration
z2(G) = m4(B)

- lorsque le parametre reste réel, ie lorsque (t,m) € T(R) et m #

- lorsque la convergente absolue (et localement uniforme) est

assurée en un point

- de la forme méromorphe de degré 4B de FEYNMAN w(G)

*0n devrait introduire la fonction Q : @4(J) X (1) M(J) - €(J)

€(J) - €(I) - ¢ (projection sur €(I), puis produit;.)

X N .
Pour une théorie scalaire ou tous les nombres quantiques autres que

(r.,m.) - 124—mg-+i£ €C puis ¥ I ©J, ses composées I Q et (I)Q avec

la masse sont zéro.



D. Fotiadi. Désingular:sation et graphes de Feynman.

- 50 -

. d4(ﬂl 1991w ﬂb: eoe aELB)
Rl i(6)(t) = [ o(6) = e S e M1

J g
r*(B) B (B) (7)

Remarque : Il est bon de remarquer que pour (t,m) € T(R) et m # O,

1'intersection B4(B) N {(J)Q = 0} est vide.

Théoreme

Liintégrale de FEYNMAN est a support singulier algébrique
Preuve

Liobjet w(G) ;5 8 ¢ N(G) = T(6) 3 t €T(R) satisfait toutes

les hypothéses que le théoreme du support singulier algébrique forme

sur 1'objet :

w 5 8 —=Y-T ; t_ € T(R)

hormis la propreté de m.

En effet, m est la projection n : Z(G) x T(G) - T(G) du

produit N(G) = Z(G) x T(G) ;3 or l'espace Z(G) = $4(B) = ¢™ esi affine
donc non compact (si B % 0), donc © n'est pas propre.

I1 suffit de trouver une variété algébrique, analytique, complexe, non-
singuliére, et compacte X(G), porteuse de partie réelle, et une inclusion
7Z(G) — X(G) qui soit une carte dense de l'atlas réel de X.

(Ce que nous abregerons en disant : il suffii de trouver

une compactifi-

cation algébrique non singuliere X de Z).

Alors la situation se prolonge a l'objet :

w(G) 5 %< N(G) ZT(G) ; t_ € T(R)

tout en respectant les hypotheses déja acquises.
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[ici N =X x T et 8 est la fermeture de $ dans N, plus éventuellement

certaines des composantes irréductibles de N - NJ.

> °

L'intégrale I(G)(t), t € T(R) est la méme pour ces deux objet= : le

théoreme du support singulier s'applique au deuxieme donc au premier

La fonction sur T(R) définie par I(G)(t) t € T(R), est le

germe d'une fonction analytique multiforme, ramifiée autour d'un support

singulier algébrique dans T. 1]

CHOIX DE LA COMPACTIFICATION

La détermination du support singulier L ©€ T, la détermination
de la ramification, ie le calcul du nl(T - L) et son action sur le groupe
d'homologie HiB(X(tO) - §(to)), sont autant de problemes qu'il sera plus
aisé de résoudre que le couple 8 < N(G) sera plus prés de la Position

Générale ; ie que la compactification X(G) de Z(G) aura été mieux choisie,

c'est a ce choix que nous devons nous employer.
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IV - GRAPHES A UNE SEULE BOUCLE

COMPACTIFICATION EN POSITION GENERALE

I - EXAMEN DE LA SITUATION AFFINE. PARABOLISATION. P.G.

QUESTION : Avant toute compactification, les composantes s de la
variété polaire de 1l'intégrale de FEYNMAN w(G) sont elles en Position

Générale de 'espace AFFINE total Z(G) x T(G) = m4(B)x;c4(E) > (gb,Be) ?

.
Autrement dit ici, existe-t-il une valeur du parametre

(Ref’m) € (134(E) x C4(L) telle que les hypersurfaces‘. Qj(to) CZG)=(E4(B)

soient en Position Générale dans ¢4(B) ?

Proposition : Si B = I', donec notamment si le graphe n'a qu'une seule
X i
boucle , la réponse a la question précédente est OUL : les $J sont

en P.G. dans 1'AFFINE Z(G) x T(G).

Preuve 3 Pour valeur spéc ale t = (R ,m) du paramétre, on prend
B, = 0 ¥e¢ € E, m reel, m £ 0, m # m, ¥i = j. Alors SJ(tO) est d'équa-

tion réelle gb-rmj = 0, ou 9 € C . C'est la sphere affine centrée a

l'origine de @4{b}7dont le rayon est imaginaire pur et vaut -1 mj.

Les SJ(tO) sont non singulieres et leur intersection deux a deux est

vide dans G4{b} = ®4, elles sont donc en P.G. dans ®4{b}.

Les $J sont donc en P.G. dans Z(G) x T(G). 1]

.
rappelons que m € ¢(L) est la masse.

.o
sections de &9 par Z(G) x {t } €7(G) x T(G).
alors B =T =

Xy
{b} n'a qu'un seul élément.
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La preuve de la proposition a mis l'accent sur le fait suivant :
les variétés polaires QJ(t) € Z(G) sont des quadriques en général non
dégénérées, dépendant du parametre t = (Ee,m) et indexées par j € J. Ces
quadriques ont entre elles (lorsque t et j varient) des relations bien
particuliéres que met en évidence la parabolisation (ou 1'inversion) de

. 4
l'ambiant € :
Au lieu de manipuler des quadriques variables dans un affine fixe, nous

.
préférons manipuler des variétés planes variables dans un plus gros

affine ambiant et considérer une variété analytique fixe dont la famille

e
des sections par ces variétés planes soit précisément isomorphe a la

famille des quadriques précédentes.

La parabolisation ¢4 - Z+ c Cs de 04.

Elle consiste a transporter @4 (et tout ce qui nous intéresse

de ¢4 = ¢4{b}) sur son image biholomorphe 24 dans ¢5, donnée par

l'injection "réelle"

¢testcd® ar (g, o

a®)

Cette image est le parabolotide 24 d'équation ¢ = g2 3 le biholomorphisme

, , . 4 4 . s e . .
"réel" réciproque € < ¥ est la restriction a % de la projection

¢* - ¢® (q,0) ~ (a).

On devrait dire linédaires affines.

e
analytiquement, ou au moins différentiablement.

xx
24 = 24(G) est ainsi munie d'une partie réelle 24(R)
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La représentation graphique est
gl\
=z 24 s O = 32
0 > O
(1) Le grand affine ambiant est ¢®

-’} > (q,0)

(2) La variété fixe est ce paraboloide zé{b} c Cs{b}

(3) Les variété: polaires QJ(t) dont nous avons a examiner la position

4 C . .
relative dans € {b]} étaient les quadriques :

jed

L ¢ 4

QJ = (EL + Rj)z + m? ou q S {b}
1

RJ - T]J‘Re

Elles deviennent, sous l'injection A /

4 ) 2

e p} < ¢ {v} g » (4,9 =14d"),

les SECTIONS de la variété fixe &F = T {b} par les C-hyperplans

variables de @5 d'équation s

o

|
o
(=}
‘_-"/
ct+
I
~
|®
B
N

k() = o pias (2 emd) = 0], "

.
par_abus, nous considérons souvent que les p. = ﬂ§ P, € c(J)

sont indépendants et nous notons t = (Bj’ m, le parametre.
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(4) L'intégrale garde la méme valeur mais son expression devient :

I1(G)(t) = R ———
stw TS0

N . , .
ou Z (R) est la partie réelle dont est munie st - 24(0).

4 4
24(’11) est 1l'image biholomorphe de R° < € {b}.

Remarque : Comme nous l'avions annoncé, les variétés polaires sont
remplacées toutes a la fois par des sections hyperplanes, d'une variété

4
non singuliere fixe (ici une hypersurface) Y d'un affine ambiant fixe.
L'hyperplan variable Kj(t) a pour coordonnées homogenes
2 2 5
2 a., 1 . +m,) €P
(2a;, 1, pj + m))

donc balaye un ouvert dense @5 de ce projectif P5 lorsque (Bj’ mj) €€5

balayesnt @5.

Les hyperplans (Kj(t))j ¢ g varient donc indépendamment les uns des autres,

ce qui montre que les hypersurfaces de C5 x T(G)

(J)K = .U K. ; 24 x T(G)

sont en P.G. dans €° x T(G).
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IT - LA COMPACTIFICATION EN POSITION GENERALE

L'analyse de la situation affine nous a montré qu'avant toute
compactification il y avait P.G,
Alors la démonstration du théoreme du sipport singulier algébrique. montre
qu'il existe une compactification (réelle, algébrique, etc...) de la pro-
jection m ¢ 2 x T = T [ie une compactification Z — X qui dépend avec une

certaine régularité du parametre t € T] telle que dans l'objet ainsi

obtenu

o(6) 5 3 e N(G) - T(E) ;

- X ~
$ soit a croisements normaux dans N (non singulier 1u1~m6me) et donc

aussi (en raison de la convergence supposée) 8 soit de partie réelle

vide.

Nous allons exhiber une telle compactification en (P.G.) pour
le cas de graphes suffisamment convergents. Elle est liéde a l'aspect 24
de la situation affine. Nous aurons a la modifier par éclatement pour
donner une autre compactification aussi en (P.G.) valable aussi dans le
cas des graphes moins convergents. Elle est lide a 1l'aspect 24 X @4 de
la situation affine. Par ces compactifications, N(G) sera encore un

produit N = X x T.

Nous comparerons les diverses compactifications.

.
jointe au fait que 84(B) N {(J)Q = 0} est vide pour une intégrale de
Feynman si t est réel et r £ 0 ¥j.

.o
ie en P.G.
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1. La compactification en SPHERE PROJECTIVE c* < §* c p°

Dans cette compactification, la chaine d'intégration, ie la
partie réelle de ®4 ou de 24, se trouve compactifiée par un seul point

supplémentaire, et devient donc une sphere réelle de dimension 4 qui est

une variété orientable.

Cette compactification est la fermeture dans le projectif

o]}

de la situation affine sous son aspect de parabololde 24 L*GS.

)
Autrement dit nous considérons la situation affine @4(0u 24)

comme une carte dense d'une variété analytique complexe compacte iG = 2

(1) L'image bijective bi-réelle de la carte dense est le parabolofde

32 = 0 plongé dans ®5 > (g,9),

la carte est donc 04 “ C5

2
q H(.QJG:Q.)

(2) La variété analytique complexe compacte est la quatre-sphere

complexe compacte 24 = XG fermeture de la carte dans la compacti-

5
fication naturelle de $5 en le plan projectif complexe P~ de

dimension 5 :

C - 24 CI_)S > (Q.sd’T)

2
a - (g,0=4g", 1t=1)

N , < =5
ou (Q,G,T) sont les coordonnées homogenes de P .

4 4
B=1,¢ =¢{b}=06"(B) =%G) >g = (q,, a;, 45, 93)

2 2 2 2 2
(" =q,” +q;" +q," +q37) €€
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On remarque que cette fermeture est non singuliere, que sa partie réeile

. 4 . U, .o, , .
est bien le R™ d'origine compactifié par un point supplémentaire seule-

ment :
=4 =5
Q, = (g=0,d;éO,T=0)EReZ c?
(3) Commentaire
- dans la carte 0 + T = 1, la représentation de la partie réelle de
5t est
q 4 z4
e////// Carte

- la fermeture S4 de R4 est une sphere réelle affine, il suffit

de deux cartes affines de 24 (ou de ?5) pour la recouvrir,

on prendra la carte ©

1]

1 qui contient Qd

et la carte T = 1 qui contient Q_

Ve

-~ la variété a 1l'infini (24 - 24) est 1l'intersection de 24 par

son plan tangent en Qd , c'est le cone Ag = {(Q,G,T)|T = 0, g?==0

Q, est caractérisé par le fait que a part 0 toutes ses coordonnées

homogenes dans P° sont nulles.
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Transformation de 1'intégrale sous cette compactification

B

1, le graphe a une boucle est décrit -7it (pour
simplifier) :
Jo={1,2,...5,[9]} s B = {1,2,...e, |E|}5 [E] = | J]
€ sur J x B telle que 83 =1 ¥j
7] sur J x E telle que “; =85,
z =q €¢¥®) = ¢* = 72(8)
L= p € m4(E) = T(G)
(gj) € @4(J) donc I; =4+ p; et donc
2 2
. = + . + m.
Q (a + py) ;
4 J
w(G) = aq/ TQ,
1 J
- . 4 =4 55 1 2
Sous l'injection € %*Z CP 3 q H,F(g, c=gq , 1)
¢ . =4
- la forme numérateur devient (sur ) :
1 a)'(.‘ls"'—) 1 L_D'(ﬂ. 6)
4 4 ’
d g [ d (g/’[) = —4 —— e = I e o m e o ——
T T T 9]

ie polynome Qj devient

2 2 2, 2 2 2
.= + . + R T + 2p.. T + R R
e = (g BJ) my - g / P a/7T + py + my

ie (1/7) [o

- 1'intégrale devient donc

Mj = 64—2Bj
w'(q,0)/c Moo=t
——————————— ou _
Re 5% I M aM1M2“.MJ f4‘ 4 - g
L= {(9,567
.
Cf. le rappel différentiel : 6’(h0,h1,".hp) =2

+2p;.q ¥ (pi + m?)f]

i

o 2
.q+ T .+ .
a (BJ mJ)

T) €P5|9_2=0‘T}

h,
i

ahi dhoA".A dhp
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3. Graphes suffisamment convergents | & |83' > 4
J

Proposition 1 : Si le graphe a une boucle est suffisamment convergent,

o . 4. 4
ie, si avec nos conventions |J| > 4, alors la compactification € < ¥

de Z(G) est en (P.G.) en ce sens que dans l'objet obtenu

w(G) 3 3 e stx1() - T(6)

8§ est a croisements normaux dans st x T(G) et la chaine d'intégration

Re 24 ne reuncontre plus les surfaces polaires Mj(to) = 0 et est donc un

cycle absolu et orientable de st _ (J)M(t)

4,4
L'intégrale ne dépend que de sa classe d'homologie dans HC(Z - (J)M(T)).

Le support singulier est compris dans {(t) € T(G)l(J)M(t) o 24 n'est

pas en P.G. }.

Preuve : Il suffit de remarquer successivement que
0°/ M n'est pas polaire puisque o = (4 - 19]) <o

1°/ L'égalité w'(q,0)/c 4= w' (gq,7)/7T 4 entraine que cette 4-forme
= by

est holomorphe sur tout Re(24) puisque 0 = 1 ou T = 1 suffisent a

recouvrir la partie réelle. En fait, l'emploi d'égalité, analogue

pour les couples d'autres cartes montre que cette 4-forme est holo-

holomorphe sur tout %

Cette 4-forme est donc fermée sur 24

2°/ Les variétés Ml’ M2, M3, M4, MJ sont des hypersurfaces qui, lorsque
le parametre t = (Bj’ mj) est fixé, sont les sections de 24 par les

hyperplans :

2 2
M. = ¢+ 2p..q + T(p. + m. = 0.
; p;-q (BJ J)
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3°/ Si mj % 0 est réel ¥j si Bj = 0 ¥j, alors aucun de ces hyperplans n'a

de point réel sur 24.

(En effet, MJ.(p_j =0, m, # 0 réel) o+ T m? = 0 or m? >0 et

0T = 32 est positif si g est réel donc on devrait avoir o =T = 0

et 32 = 0 et g réel donc g = 0 qui n'est pas un point de 24]

do it = .,in.) est réel et << |m.|, ¥j M.(t 'a pas de
ne si t (P_J J) é IP_J| |J| j J( ,) n'ap

point réel, donc ne rencontre pas la chaine d'intégration.

4°/ En choisissant to = (pj,mj) tel que, de surcroit, les directions

des Bj soient 4 a 4 indépendantes, alors les Mj(t) sont en Position

Générale en to.
tenefale

5°/ w(G) est une forme fermée hors de (J)M = U M.,

jes d
o . =4 4 s , . 2y 2
6°/ Enfin Re = S est une 4-sphere réelle donc est une variété non
singuliere orentable, et, comme elle ne rencontre pas les M., la

valeur de 1l'intégrale ne dépend que de la classe de
4 =4 4, =4
§° = Re & dans H_ (£ - (VJ)M(t)) 1]

4. Graphes convergents mais insuffisamment T |€?| =3
J

ie Graphe triangulaire A.

o . , 4 = =
La compactification précédente C Cv24 CP5 n'est pas assez

bonne :

Les conclusions précédentes restent valables pour les trois surfaces Ml’
M2, M3, mais pas pour la surface polaire supplémentaire Mo =71 =0.

. . , <=4 .
Celle-ci a un point réel dans T : Qd =(qg=0, 0 % 0, T =0) qui est

unique donc singulier puisque dim(M0 N 24) 3.
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Les Ml’ M2, M3 sont en P.G. entre eux et avec Mo’ mais M0 a une singu-

larité : Q.
En fait M_ est le cdne (aréquation réelle) Ai = {(q,0,7){g" =2, T =0}

intersection de 24 par son plan tangent en Qd'

Pour détacher ce cdone de Re 24 = 84, tout en le désingularisant, il

suffit d'éclater dans 24 son origine Q_ € 24.

c
=4

On notera que ceci dégage bien M0 de

. =4
[car, QG £ %

étant un point, son éclatement transforme 24 en §4 non
singuliere 3 transforme Re i4 en Re §4, que l'on peut décrire comme

formée des couples d'un point de S4 et d'une direction toujours réelle

. 3 =3 . .
associde 3 transforme A en A" transformée stricte, que 1l'on peut décrire

3 . . .
comme formée des ~ouples d'un point de A et d'une direction toujours

non réelle associée ]

De plus, la transformée strictke Mo de M0 est non singuliere : les points

situés au-dessus de QG forment la quadrique projective non dégénérée de
dimension deux dont 1'équation est celle des directions des génératrices
A 3
du cone A.
o
Enfin nous aurons a vérifier que dans cette transformation, la transfor-

mation de la différentielle elle-méme n'introduit pas de surface génante.

_ f
Passons a la réalisation : éclatement de Qd € 24. 24 -2, 24

Toutes les transformations monofdales de 24 de centre QG sont

équivalentes. Mais il y a plusieurs fagons de la réaliser qui sont diffé-
rentes dans 1'ambiant B° qui contient gt $

Prenons celle qui évite de prendre des cartes locales de 24, parce qu'elle

permet de tout traiter dans un méme systeme de coordonnées homogenes.
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Le point Q. = (g = 0, ¢ £0, T =0)¢ 5% < % est caractérisé dans P°

par 1'idéal homogéne a cing générateurs (q,7) = (qo,ql,qz,q3,T). Pour
1'éclater dans FS on prend la fermeture 55 de l'injection
4

(135 - Qo,) - P" x f’s définie par (_g_,d,T) - (l_f_,p).(g_,c,‘r) avec (li,p) = (q,7

Pour éclater Qd dans 24, il suffit de prendre la restriction a 24 - QG
de cette injection et de prendre la fermeture de 1'image

* - ) © pt x B0

{(9.’611)'.‘12 = o1} (Q:G’T) Land (Q.’T)'(Q.’G’T)

En paraphrasant ce qui vient d'étre dit, 1'éclatement

£f §4 st
o

s'obtient en restreignant la deuxiéme projection g

£ F4 x 5% - p° successivement a :
=5 =5 RN
P° = {(k,p)A(q,7) = 0} - P°, Puis & son sous-ensemble
= tk.g=op} 3 2
0

Par cet éclatement fo’ les Ml’ M2, M3 restent isomorphes a elles-mémes

. . . 3
et peuvent garder leurs anciennes équations ; par contre Md ie AG’ est

modifiée, elle devient non singuliere et sa transformée stricte est

d'équation 52 = 0 (4 joindre a celles de B° et de §4) et coupe f;l(Qd)

2 . . , . .
en g =7 =20, E = 0 qui n'a pas de point réel car ce serait 5 = 0, mais

1'équation de 24, k.q = op, entrainerait alors op = 0

, ce qui est impos-

sible car 0 = 0 est incompatible a8 ¢ = T = 0 dans 5

’

et p

It

0 est incompatible & k = 0 dans B%.
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Finalement, il ne reste plus qu'a transformer la forme en se

servant du rappel différentiel . On trouve pour nouvelle forme de

1'intégrale :

ol ® est la restriction a 24 de la 4-forme

5 = [(®/K%) @' (k,0) + 5 o a(a®/K%) A B (k)]

el

. S . 2 .
est réguliere excepté précisément sur k- = 0, ie sur la transformée
: . . 3 S
stricte (non s1ngu11ere) de A 0" Toutes les vérifications sont donc

c
achevées et on peut énoncer :

Proposition 2

Si le graphe est triangulaire, la compactification ®4C~ §4

de Z(G), donnée par la fermeture de l'injection ¢4 C*F4 x PS

. 2
q - \_‘l:l) X (_(lsd = 9q 71)

est en (P.G.) en ce sens que, dans 1l'objet obtenu :

4

w(G) ; 3 o T xT(6) - T(G)

= ‘\ . =4:
- 8 est 2 croisements normaux dans ¥ x T(G),
- et donc la chalne d'intégration Re §4 ne rencontre plus les surfaces
polaires §(t0) de 1l'intégrale transformée et est un cycle relatif qui
-1 =3

borde dans f_ (Qd) =P, (p = 0).

o ’, » N 4=4=—=
- L'intégrale ne dépend que de sa classe d'homologie dans HC(Z —QGQPH:SGQ)

- Le support singulier est compris dans {t ET(G)|§(&<:§4 n'est pas en P.G.
1]
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5. Comparaison a une autre compactification

p* x P° admet deux projections intéressantes
4 & _ 5
pt O Pt PP - P

-4 -5 -

%4 est situé dans P° x P ei se projette par f sur 24 $ sur quoi se

projette-t-il par g ? La réponse est évidente : il se projette sur la

4

fermeture dans DT de l'injection ¢t e B k b (k,1). Ce que 1l'on obtient

ainsi est la compactification de ®4 en le projectif ?4 :

Elle compactifieIR4 c C4 en une variété, non orientable il est vrai, qui

ne rencontre pas les nouvelles varidtés polaires (méme pour G = 4).

Malheureusement, ces variétés ont une variété commune de dimension deux

N

a 1'infini :

vV = {(ko)lp = o0, x2 = 0}cp®

[ee)

et 1'on serait géné pour le probleme du calcul de composante d'isotopie
ambiante de to pour 8 (ie du complément du support singulier) 3 c'est
pourquoi un éclatement supplémentaire de ?4 le long de V cette fois est

nécessaire pour mettre ces surfaces en Position Générale, lorsqu'on

4

[l

1'exécute on trouve précisément la fleche P4 E

On retiendra de ceci que si on a deux compactifications Vi et

Vo de Z ayant chacune un avantage :
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On en déduit une troisieme par la diagonale Vio

Py
\/

par fermeture de z + (V12(Z) = vl(z) X vz(z)) € X, X x X, qui peut pre-

sente les avantages de chacune des deux premieres.
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V - GRAPHES A PLUSIEURS BOUCLES
I - EXAMEN DE LA SITULTION AFFINE, PARABOLISATION

Question : Avant toute compactification, les composantes irréductibles
¢ de la variété polaire de 1'intégrale de Feynman w(G) sont-elles en

(P.G.) dans 1'AFFINE TOTAL Z(G) x T(G) =¢4(B) x¢4(E) > (gb, Be)?

Cette question a déja été formulée au chapitre précédent;
nous connaissons la réponse si le graphe n'a qu'une boucle et plus

généralement si ['=B,

Ces hypersurfaces sont des quadriques dégénérées et particu-
lieres. Comme dans le cas d'une seule boucle, nous préférons manipuler

des variétés planes variables dans un plus gros affine ambiant et

considérer une variété analytique fixe dont la famille des sections

par ces variétés planes soit précisément isomorphe 3 la famille des

quadriques précédents.

C'est 1'objet de la parabolisation qui suit.

1. La parabolisation par ¢

5

Nous rappelons la filtration croissante ¢%:'24**¢5“*§ définie

par (Z’_)H (E’ G=£2)H (&, o, 1).

. Lo, 4 S
Nous avions considéré ¢ comme un foncteur sur les ensembles finis a

valeur variété (sous-jacente au ¢4—m0du1e libre sur cet ensemble).



D. Fotiadi. Désingularisation et graphes de Feynman.
- 68 -

On peut procéder de méme avec ¢5, puis grace a la filtration qui précede,

~ 4 . -
on peut procéder de méme avec ¥ qui apparait comme un foncteur.

Seit y€r = {1, 2, ...b, ...B,...'}cJ et pour tout yOGT soit

I(y,)="{jeq| sj=teyo}-

[J(yo) est donc l'ensemble des lignes internes qui ont des colonnes

égales a celle de v, dans la matrice d'incidence intérieure ¢.]
On forme donc ¢4(F)G‘Z4(F)‘*¢5(F).

(1) Le Grand affine ambiant est ¢5(F)

(2) La variété fixe cherchée se note 524(B),e11e est située dans 24(F),

Id

elle est isomorphe comme variété a 24(B), elle est obtenue en

prenant l'image de ¢4(B) (ou 24(B)) partiellement diagonalisée sous la

matrice d'incidence intérieure

e

824(B) est la sous variété de 24(P) image de
5
go(r)

J
#0) 22 24r) L (g)pep = (2, = Py 0

_ r2)
y Ty'y€r

A tout ICT est associée une projection =n(I)

@y g5y

]

sty (D 5%(n)

2

#*(8) —,en*(8)
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Notamment si I =B, alors n(B)o e(B) n'est autre que l'isomorphisme
canonique ¢4(B)°*Z4(B) de notre construction fonctorielle, et donc,
la mise en place ¢ de 24(B) dans 24(F) sous la forme 524(B), apparait

ainsi comme une section réguliere de la projection n(B) :24(F) §£E§324(B)

Comme dans le cas d'une seule boucle on montre que e(B) est un isomor-

phisme de variété non singuliére sur son image.

(3) Les variétés polaires g(t) dont nous avons a examiner la position

relative dans ¢4(B) étaient les quadriques

2 L
= + +m. ou €d
Q; (ry B) ; i€d(y)
r = sb_g
=y y b
_ e
ie
2 2 2 .
. = .+ 2p. . +p.+m. 0o e€dJd
Q Iy+2p, . 4 pymy n oyed(y)

Elles deviennent, sous l'injection

e(B) : ¢*(B) = £°(r)

les sections de la variété fixe 524(B)C:24(F) par les ¢—hyperp1ans

variables de ¢5(F) d'équation :

2 2
K. = o +2p. . r + .+ m. = 0
i yrepjor, + R+ ms)

Rappelons que par abus nous considérons souvent que les B n?.B <§¢(J)
J *e

sont indépendants et nous notons t-(E R m ) le parametre.
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. 4
2. La parabolisation par § loh 6% (BUE) remplace 524(3)].

Au lieu d'examiner la situation dans l'espace d'intégration
¢4(B) a valeur fixée du parameétre ttﬂh=¢4(E) (ie fibre par fibre).
I1 est équivalent de la regarder tout de suite dans 1'espace total
¢4(B)X¢4(E)"’¢4(E)=T au-dessus de T,
[Par exemple la (P.G.) dans 1'espace total = ¥ teT-L 3(P.G.) dans

l'espace d'intégration].

La parabolisation utilise alors la matrice d'incidence totale § (déja

rencontrée), au lieu de la matrice d'incidence intérieure ¢ :

Le grand affine ambiant devient ¢5(JUE) = ¢5(J-B)UBUE). I1 contient
la variété non singuliere 24((J-B)LJBLJE); qui contient lui-méme la
variété totale 624(BUE)1aquelle se projette sur les parametres 24(E)
et sur l'espace d'intégration 24(B), et contient les surfaces polaires

totales Qj dont on aura a examiner la (P.G.) dans 624(BUE)

La situation totale s'illustre par la diagramme suivant :

s*r-B)uBUE) = s*uw)
LY

e(BUE)/ J
4 o2} (BUE) — = z*(B)

=t (®)

ot 8(BUE) : ¢*(BUE) — s*(JUE) est 1'injection

2\ 2
(ﬂb,ne)beB Pz, o =x0)x (R, 0, =0, )
e€E
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. b e b e
[ou r;=e, ﬂb+'ﬂj B, = ej _qb—ej P,-]

_ 4
et ou 2% (BUE) est 1'image de 8(BUE).

Proposition d'équivalence entre § et ¢

iOn remarque que l'équation de Qj dans 624(BUE) est simplement GJ. +mj2=0.

Par conséquent 1'examen [de la (P.G.)] des (Qj)jéJ dans 1l'espace total
624(BUE) est équivalent a 1'examen® [de la (P.G.)] des (Qy(to))'él‘

- . 2 . .
[pour la valeur spéciale (du paramétre) to= (O,mJ.) mJ. £ 0 ie p_J.:O ¥j]

dans l'espace d'intégration 524(B).

[I1 n'est pas étonnant qu'il en soit ainsi car faire Rj=0 ¥j c'est

faire comme si le graphe n'avait pas de lignes externes; ce qui est

équivalent a considérer comme un vertex ordinaire le vertex a 1l'infini =],

Nous ferons un abondant usage implicite de cette proposition.

3. Examen de la (P.G.) en affine

(1) Le ¢—hyperp1an KJC¢5(1’") a pour ¢—norma1e le vecteur’.

(2p,, 1) x y (1)

.
Les divers‘.. Kj(t) , J€J , formeront donc une famille”.

(KD g (r)

en Position Générale dans ¢5(F) drs que pour tout yoer les Qf-hyperplans

de ¢5({yo}) définis par les équations

.
Eventuellement pour un autre graphe.

**Voir 1le rappel de ¢n—géométrie

.’.Nous assimilons ici T(G) a ¢4(J)x¢(J) 3 (Bj,mj)=t

.‘..Si jJE€J alors la famille K_, se)- note encore J K, qui désigne aussi
la réunion des K., (tandis que‘] (J K est l'interéeztion).
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2 2
K.(t = o0 +2p.. + . +m, = 0 ¥jed
;(¢) oty -r  *+(pS+ms) j€J(yo)

seront en P.G. dans ¢5({yo}).
I1 en est ainsi pour t0==(0,mj) tel que Ej==0 Vj’ et mj tous différents
réels et non nuls (superflu) et plus généralement pour t= (pj,mj) dans

un certain ouvert dense de T(G) que nous ne précisons pas.

T1 est immédiat, d'apres toujours 1'étude faite pour une boucle, que la

trace sur 24(F) de la famille (J)K(t) est encore en P.G. (dans 24(F)).

(2) En d'autres termes (J)K est une famille en P.G. dans ¢5(F)X'T(G)

|
' et sa trace sur 24(F)X'T(G) est encore en P.G.

l(3) Par contre il reste la question plus délicate, de la position

générale des Q. eux-mémes, ie reste la question de la P.G. de la

N 4
trace de la famille (J)K sur la variété non singuliere e X (B).

" En effet, nous pouons en examiner la projection isomorphe par w(B) sur
;24(B), qui est

Q. = (r -+B.)2 + m? ou Y = Y(:\ » T = Eb_g
j ot A j (i) " =y 7 =D

N 4 . B, .

La ¢—normale a Qj(t) dans ¢ (B), au point (ﬂb)bEBE:Qj est

) e € ,4 B "24 B}
(_r_},+23, x e, ¢ (B) (

ou
b b r:
= - x b B
G (g - TG xmedtm)
et
_ _b 4 B :
x, €y G eg® , et y = y(j).

.
Voir le rappel de ¢n—géométrie.
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Les divers vecteurs sy€E¢4(B) ne sont certes pas ¢4—indépendants
4 ' : ,
dans ¢ (B) lorsque y parcourt I'. Nous laissons comme exercice a résoudre
que pour presque tout t:=(Bj9 mj) bien choisi, les divers Qj(t) passant
par le méme point ( ) €¢4(B) sont en P.G. en ce point quel qu'il
4 'beB
soit. La proposition d'équivalence entre ¢ et 8 qui suit montre qu'il
suffit de vérifier le (P.G.) pour ndtre % = (o,nﬁ) particulier.
I1 est facile de le faire dans le cas ou B=2 quel que soit [, ou dans

le cas des monovecteurs quelque soit le graphe.

[Si au lieu d'avoir n=4, on avait n=1, ie si les quadrivecteurs r, gq, p
étaient remplacés par des monovecteurs, alors les Qj seraient des cylin-
dres ayant pour base des spheres de dimension zéro non dégénérées

(ie deux points distincts) et les Qy(to) formeraient des réseaux d'hyper-

plans en (P.G.) dans Zi(B) :

en effet
Q (t) = 0e eb = + im q E¢
Yy o y b - y 7 b
or les vecteurs e = (8;) € ¢(B) ont leur extrémité dans le réseau Z(B).

La distance a l'origine des plans Qy(to) normaux a ces vecteurs est
mesurée par + imy; hors d'un choix particulier des valeurs des my, les

plans Qy(to) sont en P.G.]].

Remarque : sur la filtration BSCTCJ et la matrice g sur JxB.
Une base B de boucles du graphe étant choisie, on rappelle
que l'ensemble des lignes internes J a été numéroté en sorte que
Bcrcd = {1, 2,..b, ....B, ..., T, v.... , I},
b 4
= ' =
£ 5bb' (%,b GB) et ¥ y€Tl les Ey (Ey)bEBe’z’( (B) sont deux

UNIVERSITE DE GRENOBLE |
LABORATCIRE

“TATHEMATIQUES PURES
INSTITUT FOURIER
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a deux ¢4—indépendants et ¥ jed, (3!) y €T tg £j= 87' Comme £ est a
coefficients dans {-1, 0, +1}, 1la ¢4=—indépendan0e deux & deux donne une

borne sur ‘l‘| qui augmente treés rapidement avec B.

B
Cette borne est |1"| < [Hom (B’ {1’22’ 3}) - 1] = 32=1 ceci donne :
B = 1, 2, 3, 4, 5, 6
Ir| =< 1, 4, 13,| 40,| 121, | 364

Cette limite pour ‘I"[ n'est pas atteinte, car il y a des contraintes
sur ¢ pour &tre la matrice d'incidence intérieure. C'est ainsi par
exemple que dans le cas de deux boucles, le tableau ci-dessus permet,

pour B=2

S

™
|
—_

1
7_0)

Mais si dans un graphe, tous ces ey sont présents, alors le grphe posséde

au moins trois boucles indépendantes (ie B>2)

1]

[[Rappel de ¢ -géométrie

¢n est une ¢-algebre;
n
Le produit de deux éléments o= (al,...,an)€¢n et B= (BI,-°-;BH)€¢ est
(alﬁl,.....,anﬁn)€¢n et se note ax Bj;
L'unité de ¢% est donc 2= (1, 1,00.,1);5

. . . . . n . .
L'inversion o= & pour le produit scalaire dans ¢ , est la colinéation
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définie sur ¢n—A telle que a.&=1€¢. C'est un automorphisme de an—A.

Le produit scalaire dans ¢n est CX,.B=ZaiBi s le czrré ccalaire s'annule
sur Ac¢n N A={Ocl(x2=0}.

Le foncteur an identifie T a la base du ¢n—modu1e libre ,(Tn(l") et si1

y €T, on a par cette identification : y=1x y€¢n(F) et si OLE¢D,

axy s'éerit ocy.

¢n est une Qf—alg‘ébre par le morphisme diagonal Qf-'ﬁfn , X (x,x, ..... x);
un ¢n-—hyperp1an est, lorsqu'il est considéré comme un ¢-objet, de codi-
mension n sur £. ayant pour normale vy eg™(T)

Par exemple le ¢n—hyperp1an de ¢n(1") est 1'intersection des n ¢=—=hyperplans
de ¢n(]f’) ayant chacun pour normale a, x yE¢n(F) ou i€f{1, 2,....,n} et

“ = 0' - n
ol o, (0, 0,..0, 1, 0,..,0) (8,1 Bipreevesd, JEL,

On peut encore dire que le ¢n~hyperp1an de Q(n(l“) ayant yE¢n(1") pour
n . . . n n

¢ -normale, aura une ¢=n0rma1e de dimension n qui est ¢ x y€¢ (r).
Lorsque y € 1" varie, les ¢n—=hyperp1ans correspondants de ¢n(I‘) sont en
¢" Position Générale, donc des ¢ -hyperplans qui les contiennent sont
en P.G. si et seulement si pour tout y, ceux relatifs a ce y sont en

P.G. entre eux. |].
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IT - &g-COMPACTIFICATIONS SINGULIERES MAIS A CHAINE

D'INTEGRATION DEGAGEE

Nous ne voulons pas perdre les résultats acquis pour une boucle
seule, par une compactification arbitraire de l'espace d'intégration

de plusieurs boucles.

Revenons a la filtration BCTcJ des lignes internes et a la matrice

3 o s 3 . .
d'incidence intérieure associée ¢ sur JxB

et ¥ y€T posons J(y) {jE<J| Ej = €

Y

et ¥ IcT posons I J(1) = U J(i)cJd

i1€1

Nous voulons que ¥ ICT telle que les (Ei)i sont indépendants, alors

€l

les (I')Q se trouvent compactifiés en (P.G.).

Nous savons qu'il en sera ainsi pour BC B' si nous compactifions
q

2 (B) en THB) = 1 TH{b}).
b€EB

C'est une compactification non singulieére.

Mais par cette compactification, ¥ y€T -B , Qy est singuliére; de plus
gsi t est réel Qy(t) a des ponts réels donc coupe la chalne d'intégration;
et a fortiori en sera-t-il ainsi pour les (I)Q et (I')Q dont nous venons

de parler.

!

. b .
telle que e, = 6., ;5 ¥ je&d (31 et 1 seul) yEI"tqej =¢
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1. La compactification 824§B)

Pour ces deux raisons, il est préférable d'opérer comme le
: Y P

laissait présager le travail sur la parabolisation en employant

- 1la filtration ¢4-§4-F5 définie par (r)w (r, o = 32, 1)

- et le foncteur §4 sphere projective en sandwich entre ¢4 et 55 ie

on forme
¢t (r) = THr)= PP(r) *

(1) Le grand ambiant est le multiproiectif‘ 55(F) (Non singulier)

(2) Le petit ambiant est le tore ou multisphere E%LF) (Non singulier

(3) La variété fixe est §_§4(B) (singuliere en général)

C'est la fermeture de 1'image de ¢4(B) par

Bo(r)

]

¢4(B) e(B) 54(r)

‘?5(F) est le produit des projectifs 55({y}) o y €T.
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Comme précédemment, on obtient pour ICT, un diagramme

) . O ()
i !
d . v
(B)/*'_T}(F) --~-v7—t‘(-1-)-~- -» TH(1)
s
¢4(B)°c.____) 824(B)

Mais la restriction de 7 a E§4(B) - 54(1) présente de 1'éclatement, et

notamment pour I =B, on a :

Proposition

?La projection m(B) I 554(1) : 324(3) - E4(B) n'est plus en ~*ud-al un

. . o ’ . .
| isomorphisme mais un éclatement singulier.
H

Preuve

(1) On sait déja que (e 24)(B)C4 524(B) est un ouvert, affine, non

singulier, dense, "réel", irréductible.

(2) On sait déja que la restriction de la projection a cet ouvert est

un isomorphisme sur son image :

n(B) : 624(B) — 24(3) est un isomorphisme.

(3) Par construction E§4(B) est une variété compacte, irréductible,

de méme dimension que 824(B), éventuellement singuliere.

(4) De (3) résulte que 534(B) - 524(3) est de codimension au moins un

dans 524(3).
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(5) En fait cette codimension est un, en raison de (2) et du fait que
c'est 1'image réciproque de (;‘4(B) —24(B)) qui est de codiw:zrnszion un

dans 54(B).

(6) De plus m étant propre, T_[(B)lt_';‘4(B) est bien 1'éclatement (singulier
d'un idéal) d'une variété (singuliere) de E[L(B) qui dépend de la matrice

€ et (dont le support) se trouve dans (54(B) -2(B)).

(7) On note que si I'=B ie si §=_1__ est trivial, alors 54(B)=§4(B)

et © est 1'identité.

17.

2. La compactification £5 (B)

Nous avons déja associé a la fermeture

= - = 2
¢4"'24"”P4XP5 de g*-*(ﬂeﬂx(g,d:g . 1),

= . . , , . 4
le foncteur 24 en sphére projective éclaté en sandwich entre Qf et

-1-541(?0 . On forme

¢ ()= ZHr)=FHr) x P ()
(1) Le grand ambiant est 1le multiprojectif‘ 54(1"))(55(1")

(2) Le petit ambhiant est la multisphére éclatée 54(1")

(3) La variété fixe'. est ?54(B) c'est la fermeture de 1l'image

054(1“)}(55(1“) est le produit des 54({)/})1(-}_’5({)/1) ou y €T

o0 . .
En général singuliere.
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e ¢*(B) par
PH(r) x PP (r)
¢ty =B Ftr
z | (gb)bEB'-'(_I:y=€;gb,1)x (z,. 6y=£§, 1)

Comme précédemment, on obtient pour ICT, un diagramme commutatif

-1;4XP () ;(I) ,F4x55(1)

E(B) l
4, < _—
Q‘( (B)<———>i"-‘ (B)
Lo =, ==4 =4 , , .
et la restriction de m a4 €% (B) » ¥ (I) présente de 1'éclatement,

notamment pour I =B.

Proposition

".-4(B)->T' (B) n'est pas en général un isomor-

lLa projection = (B) I S (B)
11.

|ph1sme mais un éclatement singulier.

Théoreme 1

Soient G, BuI'cd, ¢ sur Jx B, un graphe, une filtration admis-

sible des lignes internes, et la matrice d'incidence associée

. b
£=8"5b =6bbv5¥J€J),(3) tgg’y"—ng’b.
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. .
](1) Si ¥ beB, J(b) a ggatre‘. éléments au moins, alors la compacti-
. . 4 —=4 = . . . .
fication ¢ (B)= £% (B)‘*?4(F) laisse libre la chaine d'intégration
ie sous cette compactification, la chaine d'intégration Re e5 (B) de

1'intégrale transformée ne rencontre pas les surfaces polaires (J)K(to)

de son intégrand. C'est un cycle, réel, absolu, orientable et singulier
de la variété non singuliére §4(F)-—(J)K(t0), il est porté par la

variété (singuliere) E§4(B). L'intégrale ne dépend que de sa classe

d'homologie dans Hﬁ?(€§4(B)-—(J)K(tO)).

'(2) Si ¥ b€B, J(b) a au moins trois' "’ éléments, alors la compactifi-

cation : gX(B)= = (B)=i(r)e (P*xP°)(I') laisse libre la chaine

d'intégration.

L'intégrale ne dépend que de la classe de (Re(g§4(B)) dans le groupe

XXX .
d'homologie relative :

HO(ENB) -s(v) , (PPxa)(M).

*Déja définie par J(y)={jeJ| €, = gy}

“ie si le contracté de G suivant les lignes J(F-—B) est sufisamment

convergent.

**%ie si le contracté de G suivant les lignes J(F -B) converge mais

insuffisamment.

‘.‘.S(t) est 1'union des fermetures dans 254(B) de (J)K(t) et dans
(=0, gy #okyep

P*xP°>F’xa. = {(K,0)(a,0,7)]0=q=7=0])
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Preuve du théoreme

I1 suffit de regarder ce que devient 1'intégrale de Feynman

w(G)

Reg*(B)

(1) Dans le premier cas, le rappel différentiel’ et le calcul déja

fait pour une seule boucle montrent qu'elle devient

row' (g, 0.) /o

4 J Eg% Ry X " Tb!J(b)|_4 X T TlJ(Y)I.
Re % (B) Y>J('V) J b€EB y€T-B Y
Mais J(b) >4
et K. (t)=o0 +2p.. r 7 (22.+m2.) , 3€J(y)
J Y J -y Y J J

Kj est d'équation réelle, montrons que Kj(t)==0 n'a pas de point réel si
t est notre t0==(pj==o R mj:>0) (par compacité, il n'en aura pas pour
les t voising de t0)3un point réel dans 5§4(B)C:§4(F)C:§5(F);9(£y,dd,ry)

yél"
doit avoir toutes ses coordonnées réelles.

or s'il est dans 54(F), 1'équation £$==6y TY entraine que s'il est réel

c T =2 0.
¢
donc |K (t ) =0 = 0 =1 =0 en un point réel.
J o Y Y
jed(y)

’Cf appendice A.
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Mais alors (£i==0 et £Y réel) = r =0, mais il y a contradiction
car on ne peu£ avoir a la fois dans la composante 54(y)C:§5(y) ,
(x =0 =1 =o0).

Y Y Y
(2) Dans le deuxieme cas, le rappel différentiel et le calcul déja
effectué pour le graphe triangulaire montrent que 1'intégrale devient :

a3 Iy

b

w(g, ,k, ,o0
'bEB yer-B Y (8 0k, 0 %)

4

Re e% (B) 2

SETO I b

g, ko) = (a%/,2) 8k, o)+ 5 o a(a /) n b (K)

. =1 =4
a déja été définie et est régnliere sur Re I (r) donc sur Re ex (T');

gi = 0 est sans point réel dans §4(F) donc dans 254(F); et est la

. =t P
transformée stricte du plan tangent en 06 ax (b)-‘Z (b).
Entin J(b) =3 par hypothese.

L'assertion est donc vérifiée. 17.

Remarque

par 8, donne une Q—compactification et

Le remplacement de

£
un éclatement 524(BLJE) H(BUE);§4( ))(54(E) mais 1'image réciproque

—_ A _ 4
de 24(B)X2f (E) n'est autre que le produit 524(B)1(2 (E).
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IIT - DESINGULARISATION DE ex-(B) - =°(r)

Le théoreéme 1 la proposition d'équivalence du chapitre précédent
montrent que le seul probleme de désingularisation qui subsiste est celuil

du couple EED(B) - fn(B).

Westwater en donne une solution partielle : il trouve un

couple EZn(B} - Zn(F) dont un voisinage de la partie réelle est non
singulier et dont la partie réelle est une désingularisation de la par-

tie réelle du couple précédent.

De plus, si la dimension n des n-vecteurs tombe a n =1 ,

cette désingularisation devient valable dans tout le domaine complexe.

Nous n'avons pas encore réussi a mieux faire, c'est pourquoi
nous reportons en appendice E notre étude qui aboutit au méme résultat

que Westwater.

Ici nous exposons, dépeuillé au maximum, le ceeur du probleme.

NOTATION
Bc T ensembles finis.
€ matrice sur (I'-B)x[ a coefficients dans Z%.
n - . .
z= (zl,...,zn) €g¢ espace numérique complexe de dimension n.

2 s n
z =z1-+...-+zn€§¢ carré euclidien sur ¢ .
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Ag= {géﬂm I 52 =0} C¢n cone isotope de ¢n.

inversion euclidienne,

Vv jer , ¢n(j) copie de ¢n indexée par j.
Z., = (z.). € ¢n(F) = T ¢n(j) produit des ¢n(j).
=T =j’jer .
. Jer

Qd(j) = {_z_r e ¢*(r) I_Z_J. = 0} c¢™(r), ¢n-£1_g_ri de la coordonnée j.
AG(J) = {EF € ¢n(F) lgi = O}C:¢n(F), cone de la coordonnée j.
A= Ua(j)c ¢n(F) union des cOnes de coordonnées.

I'o . o

Jjer

Q.= uUual(j)c ¢n(F) union des plans de coordonnées.
I'o jer o]

2% (¢7(r) - o) = £0(0)

. n
Inversion des ¢ -coordonnées.

2r=(25) jep = 2p= (2)) jer
€ ¢n(F) - ¢n(F-B) linéaire associée a la matrice .
eZn(B) c (¢n(r) - FAO) contre image de 0 par e()Zn, ie
n n . n
e (B) = {EFE!L( (F)—FAG|§(_Z_F) =o}lc¢ (F)—FAO .

EEH(B)CI¢H(F) fermeture naturelle dans ¢D(F) de aZn(B).

Ceur du probléme : désingulariser le couple Efn(B) - ¢n(F).

Remargues

1. Le couple ex(B) © ¢?(r) est tout simplement le transformé d'un

¢n—sous plan oblique de ¢n(F) par l'inversion des ¢n-coordonnées.
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2. Le fait que ¢ soit a coefficient dans % et non dans ¢ est irrélevant.
3. Le fait que ¢ soit de rang maximum est irrélevant.
4. Le fait que £ ne soit pas carrée est irrélevant.

Solution partielle (cl. 1'appendice E)

(1) -

(2) -

(3) -

Les singularités de ce couple sont dans _A_ et portées par les

I'c

intersections trois & trois des cbnes de coordonnées.

L'éclatement de Westwater est 1'éclatement du drapeau des inter-
sections des ¢n—hyperp1ans de coordonnées.

De fagon plus précise, 1'éclatement irois ie 1'éclatement successif
des transformées strictes des intersections p a p des ¢n—hyperplans
de coordonnées de ¢n(F) lorsque p décroit de lF‘ 4 trois, désin-
gularise déja la partie réelle de e (B).

Dans le résultat :;n(B) = En(r) de cet éclatement, ;n(F) est
évidemment non singulier et les singularités sont patées par les
intersections trois a trois des transformées strictes des cOnes

de coordonnées.

Ces "cOnes" sont sans point réel (dans En(F)), ils ne sont pas

en (P.G.) aprés 1'éclatement trois, mais aprés 1'éclatement de

Westwater‘, 1ls sont chacun non singuliers et en (P.G.) entre

ie 1'éclatement total ou p décroit de iFl a zéro.
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eux dans ¢n(F).

(4) - C'est 13 que s'arréte la résolution que nous savons faire : on

(5) -

peut songer a éclater dans Zn(F) le drapeau des intersections

" " = =
des cdones de coordonnées. Le résultat ¢n(F) - ¢n(F) de cet
éclatement est bien sfir non singulier, mais la transformée stricte

eZn(B) de eZn(B) reste trés singuliere.

Une autre porte de sortie non encore explorée consisterait a
batir la désingularisation cherchée, autour d'un voisinage non

singulier de Re sZn(B) dans EZD(B).
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APPENDICE A

Rappel de calcul différentiel

Soit W une variété différentiable et

h = (h b ,...,h ) : W~ cP+1
P } deux morphismes différentiables

A W -C
On pose
dA. = différentielle de A
Z2 | @®'h- anAab A..Aadh
_ _ © p E A p h,
w'(h) = ®(h ,.,h ) = £ (-1)" h, dh A.Adh A.Adh_ = T ---
o P . i o i .
i=0 i=o0 dhi
dh = (dho,dhl,...,dhp)
On a alors les formules suivantes
(1) @ (an) = AP*' @ (n)
N h hy h
(1) -==2 ®'(h) = o' (=) = d(-=)A...n0da(:®) [si h # 0]
p+l h o
Y h h )
0 o o
(2) B0 (ny,eh Ky, K) = @ (0) Aa e (21)PT aP e A @ (K)

(2) @ (h,A) = @' (n) A ar + (-1)P*t A aP™ln

(2) '(n,1) = (-1)P*1 gP*1 y

(3) a*l(an) = AP[A a®*th o+ ar A B (h)]

(4) (h.an) A &' (n) = n2aP*'n  (on b® = (h.n) = % h2)

aP* 1y
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Application a W = 24 = fermeture de ¢4 L9§5 qt (q,0 = 32,1)

(%) 92 = 0T est donc 1l'équation de 24 si (q,0,7) € $6 sont les coor-

données homogenes de ?5.

Alors
1 - 1 -
(5) 7 0'(q,7) + 3 ' (g,0) =0

[Ceci provient de (2'), de la différentielle de (%)

2q.dg = d(o7), et de (4)].

= — _ 2
Application a W = 24 = fermeture de C4 C*P4 x Ps, q P (g,l) X (ﬂ,d = q ’1)

, . = 5 6
(**) K.q = p6 est donc 1'équation de 5t ei (K,0) x (q,0,7) €€ x €

N = =5
sont des coordonnées homogenes de p* x P°.

Alors

w'(g,0) ' (g,9) w(g,X,0)
(6) ------= = -5 = ——-—5---

oT §4 q §4 K §4

ou 1l'on a posé

= 2,2y - 1 -

5(q.K,0) = [(a®/K%) 8'(K,0) + 5 0 a(a®/K) A &' (K)]

=4 , . . 4 4_ 355

Preuve : Dans la carte de ¥ donnée par 1'image diagonale C P xP

2
il existe A € C tel que ¢ = A K, de plus g = 0T,
d'oh déja A° = (gz/gg),

4

mais (3) = a*q = 22[x%a’ K + % a(rx®) A o' (k)]

. -
avec (K,p) A (g,T) =0 (Equation de Ps).
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maintenant
u)'(_q_,o') (I)'(g,d) 1 w'(g,o‘)
ot g_2 Eg ?\2
mais (2) =
o - 4 - 4
0'(q,6) = @'(g) Ado + od°q = ' (AK) A do + cd g

et pas (1) = x4(&'(g) A do + od4g) + 22 san o' (K)

® %1 (K,0) + 3 0a(x®) A ' (K)

2
= A°[A 3

= }\2 ;(Q’E;G)
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APPENDICE B : SPHERES COMPLEXES

SPHERE _COMPLEXE AFFINE Iz c¢

C'est la sous-variété algébrique non singuliére £ de codi-

. s +1 . .
mension un de l'espace numérique complexe ¢n dont 1'équation polyno-

miale
n 2 2 2
by z1+z~2+...+zn+1 = 1
. - n+1
ou z = (Zl’ Zgy e Znﬂl) €¢

Proposition 1

La sphére complexe " de dimension complexe n est difféo-
morphe au fibré tangnet T(Sn) a la sphére réelle s™ de dimension

complexe n.

En effet, si Zj= (Xj+iyj) €Ef=R + iR, alors les équations

dans IP+1X'IF+1 de la variété différentiable réelle sous-jacente a

=" sont
2 2 . 2 2 2 2
x -y =1 (ie X Feeet X 4= Yy Teeem Yo < 1)
Tt et
x .y =20 (ie Xy¥q oot X 00¥ 4= 0)

. p S 1
D'autre part, les équations du fibré tangent a s™ dans I?+1 b'¢ IP+ son-

T(Sn) : {(x',y'") € FP+1x]Rn+1|x'2 =1 et x'.y' 0}

et un difféomorphisme : Zn-*r(sn) est défini par
2
(x,y) + (x' = x/1 =¥, vy = y)

2_’
X

dont 1'inverse £" « 1(S") est défini par
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/ 2
(x =x'Vi+¥s , y=y') =« (x', y") 1]

x'2

Représentation vectorielle

Il est commode de représenter un point z = (x + iy) € ¢p de
1'espace numérique complexe ¢p, comme un vecteur de 1l'espace affine
réel RP

l'origine du vecteur étant : x = partie réelle de z € RrP

: y = partie imaginaire de z € R

0

le vecteur étant équipollent

SPHERE PROJECTIVE COMPLEXE s < pn+l

Si =z = (zo, . zn+1) sont les coordonnées homogeénes de

1'espace projectif complexe §n+1’ alors 1'équation de la sphere

projective complexe S% est :

1 + 2z

n 2 2 2
£ o 1

La section d'une sphére projective complexe de dimension n par un
hyperplan projectif complexe en position générale est une sphere

1

projective complexe $"7" de dimension (n—l). Le complément de cette

section est 1a sphere affine complexe =" de dimension n.
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HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES DIVERSES

n

SPHERE REELLE

n . c
La sphére réelle S~ est compacte, son homologie compacte H,
. . , F R .
colncide donc avec son homologie fermée H, ; de méme sa cohomologie
compacte Hﬁ cofncide avec sa cohomologie fermée H¥ .

F

En fait on a :

i (s™)

I
~

H (S
P( )
Z si p=0 ou p=n

et

0 si q#0 et q % n

q n
nd(s")

I
~
.

Hg(Sn)

La caractéristique d'Euler-Poincaré de la sphére réelle s est donc

0 pour n pair
x(s") = =(-1)" aim HO(s") = {
P 2 pour n impair
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SPHERE COMPLEXE AFFINE &"

D'apres la proposition 1, la sphere complexe affine bk
se rétracte par déformation sur la spheéere réelle S™. Leurs homologies

compactes sont donc les mémes et leurs cohomologies fermées sont donc

les mémes, ie

Homologie H;(Zn) H;(Sn) pour tout p

Cohomologie H%(Zn) = H%(Sn) pour tout q

La dualité de Poincaré-Cartan permet alors le calcul de 1'homologie

fermée Hi et de la cohomologie compacte Hg

_ Z pour p =2n oup =n
Homologie H. (") = Hi?:“ Py = {
P 0 autrement
q/en c n 2 pour g = n ou q = 2n
Cohomologie HC(Z ) = Hzn_q(Z ) =

0 autrement

Parité
Le générateur de 1'homologie de 2™ est essentiellement la
sphere réelle de gorge S” canoniquement orientée.

La self intersection de la sphere de gorge est :

- nulle pour les spheéeres complexes de dimension impaire

- différente de zéro pour celles de dimension paire.

En effet puisque x(Sn) n'est nul que si n est impair, le
fibré tangent T(Sn) a la variété S" n'admet de section non triviale

que si n est impair, autrement dit la self intersection de la sphere
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de gorge de =™ n'est nulle que si n est impair.

SPHERE COMPLEXE PROJECTIVE £"

- De la suite exacte d'un fermé pour la cohomologie, et de

1'égalité =" = =" - fn_l, on déduit les triangles exacts de cohomo-

logie compacte :

B (S —— m*(E")

[

B (z7)

que 1'on symbolisera en :

=}
[

=}
|

[y

N

ou la fleche barrée est le cobord qui augmente le degré d'une unité.

=n . . .
- De plus, comme & est une variété compacte, de dimension
réelle 2n, on a, si les coefficients sont dans un corps,

P(sn 2n-p/=
() - ch PE™y).

€ p
- Notons (Oa, 16,..., qQ, ...) un groupe libre gradué ayant
@ générateurs de base en dimension zero

B générateurs de base en dimension un

€ générateurs de base en dimension gq
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- Tenons compte du fait que H:(Zn) = (n, on) et du fait que
$° - % = deux points.

Alors la suite de triangles exacts :

— [4)
I S o S U I, | ;"/2

permet le calcul par récurrence de Hﬁ(fn) .

2 L 02
(2p) @ (0,2,...,4p) - (0,2,4,...,4p-2)...(0,2,4,6) = (0,22,4) - (0,2) ~0

b ] AR Ay

(2p,4p) (2p-1,4p-2) (3,6) (2,4) (1,2)

En conclusion

Hﬁ(izp'l) - (0,2,4,..., 4p-2)

et

¥ (57P) (2p) @ (0, 2, 4..... 4p)

(0.2, .. ,2p-2,(2p)%,2p+2,...,4p)

= =q+1
Remarque : L'inclusion fermée canonique §4 « pd donne les

triangles exactes de cohomologie compacte

§q+1 sd

I/

pa+l_' sa



D. Fotiadi. Désingularisation et graphes de Feynmai.

- BT -
et, de ce qui précede et du fait que

B*(P1) = (0,2,...,2q)

on déduit facilement,

H:(sz- £2P-1y  _ (4p)

H* (PPP*1 £2P) = (2p+1, 4p+2)

d'ou, pour 1'homologie :

By (P?P- 2227 - (o)

gE(FZPHL_ £2Py - (0, 2p+1)

ANTIPODIE ET ISOTOPIE

Proposition (Y. Fary)

La transformation antipodaire z » - z de la sphére complexe
affine T sur elle-méme, est isotope a un difféomorphisme qui est
1'identité hors d'un compact et qui est la transformation antipodaire

au voisinage de la sphére réelle de gorge.

Preuve

Pour n 0 ie pour £% = 8% c'est évident

Pour n = 1 ie pour 21 (I [)
i@ y
si (x,( )'§ 21 CIR2 le2 = ¢ x ¢, 1'isotopie est (x,y) -» (x e ¢ )
i0 y
y e t \), ou Ot t:/R - R est une fonction Cw, monotcne constamment

égale a 7 quand 1'argument est inférieur a n, =0,

et constamment égale a (1-t)n quand 1'argument est supérieur a Ny > No-
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Pour n quelconque,

on vérifie qu'il existe bien une telle isotopie qui induise 1l'isotopie
précédemment décrite sur la sous sphére complexe canonique de dimension 1
n
Z%x v) < 5" passant par l'origine et par le point (x,y) € s cR® x R
?

lorsque ce point varie dans =" et que y £ 0.

UN ATLAS REEL POUR 3" (¢)

[L'atlas réel que nous choisissons pour % est 1l'atlas induit

’ D 1 ~ . . . .
par l'atlas réel de p apres que ce dernier ait subi l'automorphisme

"non réeln P°TL _ ptl

z = (Zo’zl""’zn’zn+1) ~z= (z,0,7) = (zl,...,zn,G,T)
N . . .2
ou ¢ =z + iz 4 et T=-z + iz 4 (i =1) ]

=n+1

Autrement dit, nous considérons que 5 (C) <P 5z = (z,0,7) est défini

par 1'équation homogene :

in(c) 52 = T (ie zi +oeoot zi = 51)

et prenons alors pour atlas réel de in(c), celui induit dans ce plonge-

ment par l'atlas réel ordinaire de §n+1

> z.
Alors la partie réelle de 5 est En(m) = Re 5" =

st = {7]22 = o1, 7 réel} € P i(m) < B2t l(0).

C'est une sphere affine réelle de dimension n sur R.

Elle porte les deux points particuliers

s

9

T

{z dont seule la coordonnée G est non nulle}

{z dont seule la coordonnée T est non nulle}
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que nous prenons comme pdles antipodaux de cette partie réelle. I1 suffit

de deux cartes de l'atlas réel de in(m) pour couvrir EN(B). En voici un

couple intéressant :

La carte Eg centrée en Qd et la carte C? centrée en Q.

i i
0, €€ e 9, %) : () " ¢T3 q
et
z2 ——3 (z,0=1, 1= gg) (z,0 = gz,l) - z

s . . . 2
Le passage de &d a CT ge fait par inversion [car (5,1,3 ) et
(5/52, 1/22, 1) (22 # 0) représentent le méme point].

De fag¢on plus précise :

$™(R) est la compactification, par le seul point Q., de idGRn)

EP(B) est la compactification, par le seul point Qd’ de iT(mn)

Z:'l(m) = [E%e) - id(Gﬁ)] est le cOne projectif de sommet Q
(section de in(m) par son plan tangent en QT)

et ¥7(C) est la compactification, par le céne Z?‘l(m), de id(mﬁ).

0} ©C_ est le cone contre image par i_ de A

ny 2
A= {z € ¢T|£ T

n
T
z € Gglgg =0} ¢ Gg est le cone de sommet Qy, contre image de Zd

[>g
1l
-

par i .

Alors les contre images de id(mg) A iT(mg) par i _ puis iT sont

(o]

(6% - a) = {z €e|z® 40}
(€ - 5) = {z €c?|z” 40}

L'isomorphisme traditionnel de changement de carte

e
T
[we
1l
—
&
e
[\
~
I
(-
I
[y

. n -, n ' . .

z € (Gd Ad) (QT AT) 5z est l'inversion :
£ s . -1

sa réciproque est zZ =z

— z
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[z et 2 sont dans des espaces différents ; ils peuvent néanmoins étre

considérés comme les coordonnées de points différents d'un méme troisieme

c"- A5 alors, s'ils représentent le méme point de 3, ils catisfont
la relation involutive d'inversion : z = (z)—l = z]

Voici une représentation graphique dans la carte ¢ + 7 = 1

de 1'ambiant

IIN

\

e

G U T'= 7
Z .
Z 1(5
A
o]
ch\\\\\—’/////
< 16
n o
md 1T I\
/_\O
T QT
v i'l.’
c1'1



D. Fotiadi. Désingularisation et graphes de Feynman.

- B11 -

Produit de spheres complexes in(F)

La situation précédente se fonctorise sur les inclusions

. . N = =11 .
d'ensembles finis : la sphére 8 P , munie de ses deux cartes centrées

aux antipodes :

(*) Q. € @g 9, et
est un foncteur qui appliqué a l'ensemble T = {1,2,...y,...lf|} donne

1'objet

r r
0,(1) € ef(r) L. () > (D) 3 al(r) ,

produit, dans la bonne catégorie de variétés, d'objets identiques a (%)

et indexés par .

- Les cartes 'y et T  de l'atlas réel de T (I') sont centrées respecti-

vement en QG(F) = le X «00 X er et QT(T) = QTlx...x QTr.

- mg(r) est un vectoriel de dimension n|F| sur ¢, ses coordonnées se

notent : zr = (&y)yéf € ¢g(F)

- 2“(?) < ?n(F) 3 EF = (Ey)yér est une multisphére dans un multiprojecti:

eB(r) L% TUr) est 2= (2),p > 7p = (B) = (2,0, = 1, 7T, = 2))

Yy Y Y
y €T
Soit An’l( ) € ¢2(T) le céne dégénéré An’l( ) = {z |22 =0}
- ol s Y G e con egeéne » Y zrlz,

- Soit (F)Ad c ¢2(F) la réunion ( %p Ad(y)) c €2(F) de ces coOnes.
Y

- L'isomorphisme de passage d'une carte a 1l'autre

€ (€5(0) - (o) = (D) - (8T 3 zp

. /.2 . y—-1
est 1'inversion gr = (zy)yer - EF = (EY/EY)YEF = (Er)
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Toute filtration d'ensembles finis donne une suite composable d'épimor-

phismes des objets correspondants ; ainsi a i € I €T est associée la

suite de projections : 7n(i,I) o n(I,T) = n(i,I)

[encore notée n(i,I) o n(I) = n(i), I étant considéré comme initiall].
r r
(T) a(r) € s (r) € eS(r) s TH(r) > ¢2(r) > a.(T)
O R Lo

(1) Q (1) € 8 (1) ceo(1) ep THI) — ¢3(I) > o (T)

L 7(i,1) l l l L l l

(1) 0 (i) € 8 (i) €eL(i) s T(i) «— €3(i) > a, (i)
Notation : la projection n(J) : Gn(F) - mn(T) se note encore ZpP 7= zg

L'image inverse par n(i) de Qd(i) € Ad(i) c i?i)

se note encore de méme Qd(i) c Ad(i) (e )

L'intersection de ces images inverses lorsque i parcourt I, se note

par abus  Q(I) < 4_(I) (< %))

ou, sans abus, (I)Qd = (I)Ad = in(F)
La réunion de ces images inverses lorsque i parcourt I, se note
c c¢® 5
(0% € (1)% () < $(r)

Inversion partielle (dans la I-projection)

: r
Soit zZr € mg(r) - (I)Ad alors zZy = 2y = n(I)(gP) € Qg(I) _IAG

. -1
et a donc dans cette méme carte un inverse que l'on note z :

I

. _ n -1 _ -1 _ 2 n
Si oz = (z))ier € 06(0) - 185 5 zp = (27 )¢ = (23/2)) ¢ € G(T) -1 8
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APPENDICE C : LA DECOMPOSITION HOMOLOGIQUE

C.I Le lemme d'évanouissement

Soit Z un espace topologique et soit 1<% 7 un sous espace de Z,

Si, & tout compact K on peut associer une isotopie Z-ambiante

GK de X', qui envoie L' hors de K : GK(Z')==KZ'C:(Z-K) alors c'est

l'application nulle : Hq(Z)gj.Hq(Z') ue l'inclusion i donne par
— " ¢ c 1

pPassage aux groupes de cohomologie a support compact.

Preuve

Si h est une classe quelconque de la cohomologie & support
compact dans Hg(z), il s'agit de montrer que i*(h)=0. Soit w€h="h(w)
un cocycle représentant h. w s'annule donc en dehors d'un certain

compact Kw . Par hypothése il existe un isotopie Z-ambiante de de

)=:Kw

1 ! ' -
L' telle que GKw(Z s'c? - Kuw.

CL . . . K
! . '
Soit igw 1'inclusion ipyt L'e 7.

Alors le diagramme commutatif d'applications continues

! 6Kw|2' sz,

N g —

de

donne le diagramme commutatif de groupes de cohomologie compacte en

dimension q :
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c 3¢
Hq(ﬂ'), ( leZ') Hq(KUJE,)
(¢} < (o]
i# i%w
q q
B (Z) nd(z)
.3
Kw

dans lequel

(a) La fleéche de droite annule la classe h(w) de w puisque sz,
ne coupe pas le support de w : ie iﬁwh(w)=(h

(b) Les deux fléches horizontales sont des isomorphismes car de
est une isotopie (cf. Prop. 1; (4)).

(¢c) La fléche horizontale du bas est 1'IDENTITE de HE(Z), car l'isotopie

0] est Z-ambiante (cf. prop. 1. (4')).

Ka

On a donc

i*(h)

. -1
(cKw|2')*01§wo (o;;w) (h) =

(deIZ')*()iﬁwo (h) =

(op [E1)*(0) = o
Kw 17

Le fait que l'isotopie soit Z-ambiante est fondamental.

Remarque : La cohomologie Hg a support compact dont il s'agit est
a coefficients dans un faisceau constant de fibre G quelconque; on

sait qu'elle cofncide alors avec la cohomologie singuliere a support

compact a valeur dans G.
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C.ITI La décomposition homologigque

Le lemme précédent, un théoréme d'isotopie simple . 3 la (P-G-)
le théoreéme de désintégration d'Hironaka, puis la dualité de Poincaré
et la théorie du cobord composé de J. Leray, permettent de montrer pour
1'homologie ordinaire & coefficients dans C [et aussi pour la cohomologie

a4 support compact] que l'on a la décomposition suivante :

Théoréme

1!
Soit {s' , Si} (i',i) €' x Jc ™ une famille de sous-variétés

ialgébriqnes complexes de codimension un et en Position Générale dans
1 . . . .

| 1'espace numérique affine complexe de dimension n. Posons :

!

- |
7 = nst et I, = ZNS, ¥iedJ.

alors 1'homologie (resp la cohomologie) admet la décomposition (non
canonique) en somme directe :
c h ¢
Ho(Z- U %) = P 5 H*_M(z n =)
i€ed heR(J) i€h
ou Sh est la cobord h-composé de J. Leray (et se trouve ici &tre une

injection).

]
;oh P(J) est 1l'ensemble de toutes les parties de J.

Idée de la preuve

(1) La situation affine est en P.G. et admet donc une compactification

en (P.G.) d'apres H. Hironaka. Soit e" = K" cette compactification

et soit (p)i==§n-cn et gi les fermetures de 7Z et Si'



(2)

hors

(3)
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La (P.G.) dans K" entraine 1'existence d'isotopie K" -ambiante

laissant fixe (p)K’ 7 et Si sauf une gj au choix qu'elle envoie

de tout compact de c™. Cette isotopie restreinte a Z est Z-ambiante.

Le lemme d'évanouisdement montre que la suite exacte de cohomologie

compacte pour le fermé Sj se trongonne en triplets.

Par récurrence simple sur |J| ceci montre le théoréme pour la cohomolo-

gie a support compact.

(4)

L'isomorphisme de Poincaré valable pour une variété non singulieére

entre 1'homologie et la cohomologie & support dans ure méme famille,

donne le théoréme pour 1'homologie. Le transformé du cobord de la suite

de cohomologie du fermé est précisément le cobord d'homologie de J.

Leray (au signe mouvant pres).
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APPENDICE D

I - CATEGORIE DES GRAPHES ABSTRAITS

a) Monomorphisme unitaire de graphes

C'est un morphisme u==(u€, u2): G'>G tel que

Ky est une injection et lo est 1'identité

G' (L',0) === » (V1)

|

!
N N, injection | identité
G (L,0) s (V, =)

b) Les monomorphismes unitaires forment une sous catégorie G < G de

celle des graphes.

¢) Monomorphismes unitaires ADJOINTS

Si N : Fo G est un monomorphisme unitaire, on dit que

p¥ : F*e G est adjoint de p si

(1) u¥ est un monomorphisme unitaire

(2) si le produit fibré F*){GF de u© et p¥* sur G, n'a pas de lignes

ie si c'est le graphe (G,@#) déduit de G en supprimant toutes les lignes

L'adjonction est une invodlution.

d) Noyau d'un graphe

Le noyau d'un graphe G : (L,O)':%=XV,m) est le monomorphisme

unitaire v : F& G défini par le diagramme commutatif suivant
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F (L',0) ::::gizzi (V,=)
§

f Y 4 1.

G (L,0) ::, (V,=)

ou v, est le noyau de la double fléche (S,B) de G et o1 0 = S o Vi

e) La classe I' et la classe I'*

I' est la classe des NOYAUX de graphes, c'est une classe de monocunitaires,

I'*est la classe des adjoints aux noyaux, cdest une classe de monounitaires.

f) La catégorie des graphes abstraits G = I'*\E¢E

C'est la catégorie G des fractions a gauche de la catégorie des graphesG,
relativement a la classe I'* des monomorphismes unitaires adjoints aux

noyaux.

II - LA CATEGORTE DES FONCTEURS : Hom(. =2 ., ensembles pointés)

La catégorie des doubles fléches d'ensembles pointés est la

catégorie des foncteurs Hom (. 3 ., ensembles pointés).
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Or la catégorie des ensembles pointés admet : des objets nuls, des

sommes amalgamées et des produits fibrés, elle admet donc des limites
inductives et des limites projectives finies, (et méme infinies). Il
en va donc de méme de toute catégorie de foncteurs a valeur dans' cette
catégorie, de plus les limites peuvent se calculer point par point ;

autrement dit les foncteurs valeur en un point commutent a ces limites.

On a donc la proposition suivante :

Proposition

La catégorie des doubles fleches d'ensembles poingé s admet

des objets nuls

des limites inductives

des limites projectives

De plus :

Le foncteur "1""ensemble des lignes" ie G +~ (L , 0)

Le foncteur "2" "ensemble des vertex" ie G - (v, x)

Le foncteur "3" "Source des lignes" ie G - 8 et

Le foncteur "B" "But des lignes" ie G -~ B
commutent aux limites inductives et projectives. JJ

Parmi les limites inductives citons les sommes directes, et les sommes

amal gammées.

Parmi les limites projectives citons les produits et les produits

fibrés.

~
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Corollaire
Dans la catégorie des doubles fleches d'ensembles pointés,
comme dans celle des ensembles pointés,
Toute fléche admet une fléche noyau®.
Toute fleche admet une fleche conoyau.
Toute fleche noyau est un monomorphisme strict.
Toute fléche conoyau est un épimorphisme strict.
Tout momorphisme est une fléche noyau d'une fleche conoyau, et est
une injection.

Toute fleche conoyau est comoyau d'une fleche noyau.

Malheureusement un épimorphisme n'est en général pas une fleche
conoyau, (mais est cependant une surjection).
Tout monomorphisme admet une fleche noyau qui est une fleche nulle.

. Tout épimorphisme admet une fleche conoyau qui est une fleche nulle.

C'est en raison de ces belles propriétés qu'il n'y a pas

lieu de démolir cette catégorie mais au contraire, de l'utiliser au

mieux.

Rappel
- une fleche nulle est une fléche qui se factorise au travers d'un

objet nul (ie & la fois initial et final)

Un monomorphisme est une fleche qui n'égalise jamais deux fleches
différentes qui la précedent ie a monomorphisme (af = a g) = (f = g).
Un épimorphisme T est une fléche qui n'égalise jamais deux fleches
différentes qui la suivent ie T épimorphisme (fT = gt) = (f = g).

Un monomorphisme FAIBLE, est une fleche dont le noyau est nul, ce n'est
pas un monomorphisme.

Un épimorphisme FAIBLE est une fleche dont le conoyau est nul.
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Ici les objets nuls sont (0) = (x).

une fleche noyau est un noyau N - G d'une double fleche G

oLl

de la catégorie, dont l'une est une fleche nulle.

une fleche conoyau est un conoyau G' — K d'une double fleéche

dont 1l'une est une fleche nulle.

Gl
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n
¢ — -
APPENDICE E : DESINGULARISATION DE &3 (B)< ¥%(I)

Pour désingulariser ce couple, on en rappelle la construction,

dans la notation et la cartologie adaptées décrites a la fin de 1'Appen-

dice B, on donne les équations pour n = 1 puis pour n > 1, on exhibe ses
singularités et on donne sa désingularisation pour n = 1 puis n > 1

1. La construction de ez (B) « I%(TI)

R X
A 1'inclusion B € T puis a la matrice d'incidence intérieure

£ = (e:) € {-1,0,+1}FXZB, on associe : la projection n(B) : ¥°(I') - $7(B)
n

de multispheres, puis la fermeture eI (B)Cﬂ in(F) de l'injection composée

e(B) = r, o e,

T
g2(B) — ¢o(r) — ()

< . _ _ b
ou € ¢ .Z_B = (‘Z"b)bEB g EF - (Z.,Y - 8')’ .&b)yer et
ou L, est la carte centrée en QT(F) = Otlx...x QTF € in(F)
2. Les notations
Bcr = {1,2 B p), e = (£°) e? € {-1,0,1)
9 g e e ey 9 ° ey ’ 'y 'ybEB’ 'y ’ ’ ’
Posons ¥y€erlr,¥1E€Er
e(r) | = {yJu b eBled Foler, [ef = -1, e = U e(y)
Y Y y€I

n est le nombre de composantes du multivecteur z € ¢n.
Le cas interessant est celui des quadrivecteur n = 4,

le cas plus facile est celui des monovecteurs n = 1.

LX)
ou totale § (Cf. V.1) °
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Rappelons - ¥1cJeacr, V'_Z_J E¢n(J), ¥ t, €¢(J)
j
nos fI) - gNT) 2] = n(zy) € £7(D)
2= (1) €E(I) 5 ¥, € fRI) - 0
Zy 25/5¢e 3 Zy Jo e
. 1 Zy Zj
zy = Z;, © B~ (-5) € g7(J) .
25 2j je
Définissons
nos BN S par wot = n (e %) €47
e(y)NI e(y)NI i€e(y)NI
Définissons
o gD < par oz - (T e €f”
e(y)NI e(y)nI i€e(y)NI

n
3. Les équations de ¥ (B) dans les deux cartes les plus intéressantes

¢2(F) et ¢2(F) de in(F) se déduisent de la construction.
(T) Dans ¢2(F), ce sont celles de 1'image de ¢, soit :
—=" n n b
ez (B) NL(1) = lzp €£2(Dlz, = ez, ¥ €T)

Cette image est isomorphe a ¢$(B), c'est un n x |B|—p1an._

n
Avec les notations précédentes, les équations de eI (B) N ¢2(F) sont :
n
(%) |z (z) = 0, ye€T, zp€g (D)

n
ex (B)ﬂ¢2(F) a notamment les qualités suivantes : c'est une variété
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algébrique, irréductible, "réelle", de dimension |B| (sur ¢n).

Elle est de plus non singuliere.
n
[Sa fermeture T (B) dans in(F), aura les mémes qualités, mai: sera

en général singulieére].

n
], 1les équations de ¢% (B) sont données en composant

Dans [¢2(F) -~ FAd

les précédentes a 1'isomorphisme de changement de carte, et sont :

Z (g) = 0, y€rTr, oz, €MD) - &, i = ;}ew‘(r)
e(y) -

. . . . n
Cette variété est donc non singuliere, mais sa fermeture dans ¢6(F) ne

peut €tre singuliere que sur FAG'

n
Pour obtenir 1l'équation de sa fermeture X (B)f7¢g(r) dans ¢§(F), on

commence par chasser les dénominateurs, ie on forme le systeme d'équa-

. n .
tions ¢ -vectorielles :

2
(e(¥) ], er n (zp) x T

(2.) = o0, €T, z. € £5(I)
e(y) e(y) T ! r~e

Ces équations sont insuffisantes, il faut adjoindre d'autres équations
pour éliminer les composantes parasites qui ne font pas partie de la
fermeture. Pour tout y € T - B, on adjoint au systeme vectoriel précé-
dent le systeéme scalaire obtenu en faisant le produit scalaire des deux
membres de [e(y)] = 0 tour & tour par tous les éj’ ou j parcourt e(y) CT.
[On note que éj'zj =1 €¢]

Ce qui donne le systeme supplémentaire scalaire :

(e(y)].2; = © y ET - B, jece(y)er.
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Ceci ne suffit pas a éliminer les parasites, cependant par prise de
déterminants et substitutions linéaires entre les équations de ces sys-

< . . 2
temes, on doit arriver au but (qui est d'éliminer les facteurs g.).

1 . 2
D = .
ans ¢6(r) (ie n 1) la simplification t = %; conduit tout de suite

au bon systeme et la fermeture le(B)fwﬂé(F) est l'intersection des hyper

surfaces :

e(y)f : (n t)x (% }L) =0, y €ETr-B, t €¢1(F)
r r
e(y) e(y)
[On vérifie que cette intersection est irréductible].

Remarque : hors de (F)AG dans ¢g(F) le susteme vectoriel entraine le

systeme scalaire. Il n'en est plus de méme sur (F)AG :

Exemple : B = {1,2} €T = {1,2,3}, £q = (e;, eg) = (-1,-1)

_—n —
alors ez (B) < I%(I') est, dans la carte ¢§(F) :

T (B) N - gy gy gg) € £001,2,3])

tels que l'on ait cumulativement :
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(n), Ml @) x @) x (D) x (H+2.3) o
4 42 43
( a4
(), |le()I.5 (@) x (&) + (ay-0,)(a)) + (g3-0,)(a,)® = ©
4
q
{le(1)]. 5 (aF) x (gg) + (9.3‘9.2)(9_3) + (ay-9,)(a3) = 0
42
a
e(1)1. = (@) x (d) + (a,-05)(a2) + (ay-05)(a}) = O
L 43
(ng) (9.1+9.2)(gl-g.2)(g§) + (a,+a4) (g, -a4)d5
+ (ag4+ay)(ag-05)a = 0.
(n4)d 3 x (3 + n) matrice suivante :
(9.2 - 9.3) *9q (9.1'9.3) "(9.2‘.‘11) a4,
- 95-9, (a3-494)-9, (25-9;) a4,
+ dg-9, - (g4-45) (al-gé)-g3 4

n
est de rang 2 [sur eX (B)].

. . 2 2 2 y o aps s .
On voit que si 94 = 99 = 0 et a5 = 0, alors (nld) est vérifiée, mais
(ng)d se réduit a -9y = 0, donc n'est pas vérifiéde. De méme si

2 2 2 Y .
(%) a; = 9, = 43 - 0, alors (nl)d est vérifiée (n et (n aussi.

2)6 3)6

Ce qui montre l'insuffisance de ces équations puisque notre ex ({1,21})

est de ¢-codimension n, tandis que (*) est de ¢-codimension 3 dans

¢g( {112a3})'
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2

La matrice (n est celle des coefficients de 33 X Gy,

o
Qi x gg, et gg X gi de (nl)d et dencombinaison de (n2)6°

Cette matrice est de rang 2 sur ex {1,2]} hors de A§{1,2,3}.

Une_autre méthode (que nous utiliserons éventuellement) pour

n
rouver la fermeture de ¢ (B) dans ¢§(F) est de chercher explicitement

n
les limites dans (F)AG de suites de points de ¢ (B) N (¢§(F) - (F)Ad)'

1
4. Les singularités de & (B) N ¢§(F) et la désingularisation dans ¢§(T)

1
ex (B) N ¢;(F) est la fermature de 1l'intersection des hyper-

surfaces a(y)fcr¢2(r)= indéxées par y €T -B.

rls
Examinons d'abord les singularités de chacune d'elles, puis ensuite leur

position relative.

4.1, Singularités de chaque hypersurface e(y)f CA¢§(F) 3 exemple

On prend : B = {1,2,...,p-1} ST = {1,2,..p}, ap=eg=—(1,1,1,1).
1
Alors % (B) N ¢é(F) = e(p)f est 1l'hypersurface de ¢p définie par 1'équa-

tion

- . 1
£(t) = f(tltg..,ti...tp) =0, o t =t = (tl,,..,tp) € g () = ¢P

, 1 , .
Les hyperplans de coordonnées de ¢p = ¢ (F) ont pour équation globale

. S ° °
tltz...tp = 0, et forment un cornet 1..A centré a l'origine dont ils sont

les (p-1)-faces.

[Les faces de ce cornet sont indexées par les sous-ensembles I € T :

r

F, = {tF | tp = 0} € ¢(T) est la (p - |I|) face d'indice I.

. R .
polyedre dont on a enlevé la face opposée au sommet situé & l'origine.
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Elles sont partiellement emboitées :

(123 = F C:FJ) ;5 Fp NFp = Flug
Autrement dit
(union des (p-1)-faces) = {tfltl"'tp = 0} = o= b
(union des (p-2)-faces) = {tFI} k #j €T, te =ty = 0}

(union des (p-3)-faces) {trlﬂ k #jAi€Tl, t, = tj =t = 0}

(union des 1-faces) {trlﬂ au plus un k € T, ) # 0} = (les arétes

O-face = Origine. ]
Notre surface f - 0 passe par chacune des (p—2)—faces du cornet.
On sait déja que hors de FA’ (ie si ¥i €T t? # 0), ie hors de s

ie hors de notre cornet, il y a régularité de f = O.

A A

R R T
1] p

La dérivée partielle est df/dt, = byt

i€r-j 2

cherchons les conditions sur t € FA pour que t soit singulier.

On a cumulativement, en réordonnant au besoin les indices :

(¢ € 8=t =0); (£(t) =0 =ty =0) ; (%%ét) =0 =t = 0)

En_conclusion : Les points singuliers de f = 0 forment exactement

1'union de (p-3)-faces du cornet,

r
ie (tF € ¢1(F) est singulier pour f = 0) ® (3 I < T, 1| = 3, tI =0).
[Ainsi, si IFI = 3, f est un cdne quadratique non dégénéré passant par
les arétes et dont la seule singularité est le sommet j si |F| = 4,

f = 0 est singulier sur chacune des quatre arétes de coordonnées ; etc...
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1
4.2, Singularités de X (B) ﬂA¢;$F!

En plus des singularités individuelles des hypersurfaces.
E(Y)f, Yy €T - B 3 on doit chercher leurs singularities relatives.
thy eyt S g(e(y)) x £(T - e(y)

et la projection #(e(y)) x (I - e(y)) - £(e(y)) induit sur e(y)f une

On sait qu'elles ne sont pas dans ¢6(F) -

fibration de fibre £(I - e(y)).

Soit t. € A, si b £ (8(Y1)A n S(YQ)A), alors e(y )f et

€(y2)f sont en (P.G.) en t_ dans £(I'). Si t_ € E(Yl)A n e ( 2)A alors :

r r

(tp€ely)ENe(y,)e) = (3 (i), (1,5) €ely)Nely,), tet; - tg = 0).
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