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ÉCOULEMENT D’UN FLUIDE RIGIDE VISCO-PLASTIQUE INCOMPRESSIBLE

par ,

Jacques-Louis LIONS

On expose ici le contenu d’une note aux C.R. Acad. des Sciences, Décembre 1969,
par G. Duvaut et l t,Auteur.

L’écoulement fluide rigide visco-plastique incompressible (fluide de Bingham)
est régi par un système d’inéquations variationnelles (contenant comme cas particulier
les équations de Navier-Stokes) .

On donne aux i~° ~ à 5 les énoncés des résultats principaux obtenus.

donne les idées essentielles de la démonstration du Théorème 1 , qui est

à la base de tous les autres résultats.

1. Formulation du problème.

Si u est le vecteur vitesse de l’écoulement dans un domaine Q de R du flui

de incompressible, on a : 

1

sera pris égal à 1 dans la suite) y tenseur des contraintes de composan-

tes a et où f est une densité volumique de forces donnée.
ij

La loi de comportement du fluide rigide - visco-plastique de Bingham [8] est s

où

1J étant les composantes du déviateur du tenseur des contraintes) ,
ij

g = constante positive représentant un seuil de contraintes, au-deçà duquel le fluide

se comporte comme un matériau rigide et au-delà duquel il flue de façon voisine d’wn

fluide de viscosité u, y à (3) on ajoute
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On pose :

On vérifie la 
~ 

’

Propriété s l’écoulement d’un fluide de Binglam satisfait à

tel que Div v = 0, v ~ 0 sur r p à quoi on ajoute (1), (5) et la condi-
tion initiale

(7) u~o~ : 0 .

On a un résultat analogue pour le cas stationnaire.

On prend alors (6) (et son analogue stationnaire) comme définition du modèle
(avec (1), (5), (7), qui est donc gouverné par une inéquation varia tionnelle.

2. Existence solution faible en dimension quelconque.

On introduit :

= adhérence de dans ~~~;’~~ ~~ 9 cr &#x3E; 0 quelconque,

V1 == V , V 
0 

.- H (produit scalaire ( , ) ) .

TEÉORÈME 1. On suppose que Il existe une fonction u telle que
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v v telle que

es t ouverte, sauf si n = 2 ; cf. N° 3 .

3. Existence et ’unicité d’une solution faible et d’une solution forte en dimension

deux .

THÉORÈME 2. On Il existe alors une fonction u et une seule véri-

fiant (8)~ (9) (avec o = 1), (10) t (au lieu de (11 ))

Pour les solutions "fortes" on a le

Il ,

3. n = 2 et que

Alors la solution u dc (13) vérifie

4. Comportement 0 .

Notons d’abord que les résultats précédents sont valables si g = 0 et redon-

nent alors certains des résultats connus sur les équations de Navier-Stokes ([4]»
[3], [6].

La solution u de (13) dépend évidemment de g , posons u = u g 9 alors :g

THÉORÈME 4. On n = 2 . Lors ue y - 0 on a

ou u est la solution des équations de Navier-Stokes.

Si n &#x3E; 2g on peut extraire une suite de g telle que u 
9 

converge vers

une solution de Navier-Stokes.

(1) Il s tagit d’une formulation faible de (6).
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5. Cas 

On suppose n~4. Pour tout L~ 0, il existe uiv tel ue

(si n &#x3E; 47 le résultat subsiste en prenant dans (18) VEV s = 17 - 1).
Si X = 0~ u est unique, y soit u = u ; le résultat est alors une variante

de E 73

Dans le théorème 5 on peut trouver une famille de solutions u. A. telle que
~ ~ u dans V faible lorsque X --&#x3E; 0 .

Par ailleurs, pour X fixé, on peut trouver une famille de solutions u9de
(18) telle que

(19) uNS dans V faible lorsque g ~ 0 ,

où

uNS = solution du système stationnaire de Navier-Stokes. 

6. Principe de la démons trati on du Théorème 1

6.1. Idée générale

La formulation (11) est une forme "faible" de (13) ; on commence donc par es-

sayer de résoudre (13). On note que si j 
. était différentiable alors on pourrait

remplacer (13) par une équation

Alors l1idée est d’approcher j par JE s

On cherche alors à résoudre, au lieu de (20) :

(22) est une équation du type Navier Stokes avec en outre la non linéarité
correspondant à j (u). Il faut alors , comme dans [5] (Cl1apitre 2, N° 5) y uti-

E E

liser à la fois des méthodes de compacité et de monotonie. Il est alors utile de

régulariser encore une fois (22) (double régularisation) s on introduit T) &#x3E; 0 et

on cherche 1 solution de
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avec

6.2. Résolution de (23)~ (24)

Par les Chap. 2, ?5, 9 on montre l’existence de u solution de

(23) (24) avec

(25) u En E borné de (lorsque F- 0)

(26) borné de (y, =Dy Dt),
(27) u a borné de 12 (O,T?V ) .

E q

6.3. en E et N

Diaprés (25) (26) on peut supposer, par extraction d~une sous-suite encore
notée u que

E N

U EN -u dans et dans faible étoile,

dans faible ,
EN 4 

, 9 
0 

,

et il faut montrer que u satisfait à (11) .

Pour cela ox1 introduit, pour v donné avec ( ~ 2 ~ p

Utilisant (23) (où l’ on remplace v par v-u ) on trouve que

D’après la convexité de la on a :

et donc
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ou encore

Mais

dloù

Alors

et (30) donne

dlcù (11).

7. Remarques 
’

7~1, Les autres démonstration utilisent le même genre de techniques. Dans

l’unicité (pour le Théorème 2) la démarcl1e est analogue à celle suivie dans le
cas des équations [6] : si u" est une deuxième solution éventuelle de (13)? on
prend v = dans (13) et v = i; dans l’inéquation analogue pour u*. Par ad-

dition on obtient, si w = 

et c’est exactement l’inégalité dont on a besoin pour arriver à l’unicité dans le

cas des équations 9 cf. [6].

7.2. Dtautres problèmes d’inéquations variationnelles intervenant dans divers

points de la ;.iécanique sont donnés dans [1], [2].

7.3. L’analyse numérique de ces problèmes est en cours par ailleurs.
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