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HYPERFONCTIONS BT VALEURS AU BORD DES SOLUTIONS
DES BQUATIONS ELLIPTIQUES

par Pierre SCHAPIRA

Introduction

Nous nous proposons de monbtrer comment les hyperfonctions s'!introduisent natu-
rellement dans 1!étude des "valeurs au bord" des solutions des équations ellipti-

ques.

Clest dlailleurs comme valeurs au bord de fonctions holomorphes qulelles
avaient été introduites par M. Sato [14], mais la construction (par "recollement"
de fonctiomelles analytiques) quien a donnée ensuite A. Martineau [13] est plus
naturelle, et clest elle que nous commencerons par rappeler. Nous montrerons que
si P est un opérateur elliptique dlordre p sur une variété analytique réelle
non compacte V et S une hypersurface de V , on peut représenter les p=uples
d'hyperfonctions de S comme "valeurs au bord" des solutions de 1l'équation Pu = O
dans V-S. Nous utiliserons pour cela un théoréme de dualité de A, Grothendieck

[4] et des techmiques de la théorie des faisceaux.

Nous utiliserons ce résultat pour démontrer, en reprenant une méthode due a
Ge. Bengel [1] dans le cas des opérateurs & coefficients constants, que les solu~
tions hyperfonctions de 1ltéquation Pu = O sont analytiques.

1. Prélininaires

Soit V une variété amalytique réelle dénombrable a 1'infini et S une
hypersurface amalytique de V. On supposera V et S orientées et munies de

mesures analytiques positives dv et ds .

On désignera par U, ¢, §', B les faisceaux sur V des germes de fonctions
analytiques, de fonctions ¢*, de distributions, d'hyperfonctions ([143, [13],

[(15]). Ce sont des faisceaux dlespaces vectoriels complexes,

~r ~

On désignera par OC, 2, $ ', 3 les faisceaux analogues sur la variété S .

Les espaces H(V) et 2%(V) sont définis dans [19]. Rappelons [13] comment
est défini le faisceau 3,

Soit X wun compact de V. Ltespace OL (K) des fonctions analytiques au
voisinage de X a une topologie naturelle du type %8 [5] et & (V) est dense
dans O (X).

On munit (V) de la topologie
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oL(V) = 1in OL(X) .
KcvVv
Son dval, 0Ct(V), est 1'espace des fonctiomnelles analytiques sur V,

Si usOLt(V) on dit que u est portable par un compact K si ucOC'(K), On
démontre que si u est non nulle, il existe un plus petit compact, o(u), qui
porte u. On llappelle le support de u . On démontre alors :

THEORMM:E 1. I existe un faisceau @ d'espaces vectoriels complexes sur V tel
gue :

1) @ est flasque (i.e. : les opérations de restriction sont surjectives) j

2) pour tout compact X de V ona s

r(va) = ot (x) .

™

(I“K'(V,bb) désigne 1l'ensemble des sections de O sur V & support dans K .

Nous renvoyons a [3] pour ce qui concerne la théorie des faisceaux).

Remarquons que ® est uniquement déterminé car étant flasque on a, pour tout

ouvert o relativement compact dans V , wun isomorphisme :

IzV8)  au(3)

:F—aw(v,c@ T ot (ow) *

(B(w)

Le premier isomorphisme, valable pour tout faisceau flasque de groupes abéliens

sur un espace localement compact entraine s

IEITME 1. Soit X un espace localement compact, F et G deux faisceaux flas-
ques de groupes abéliens sur X , u un _ morphisme de F dans G. On_suppose

que pour tout compact X de X , u induit un isomorphisme

~

T (X,F) =z N (X,6) .

aAlors u est un isomorphisme et en particulier induit un isomorphisme

r(X,F) S r'(x,G) .
u

DEFINITION 1 Soit @ un ouvert de V . On appelle hyperfonctions sur w les

&lénents de ®(w).

Signalons que @' est un sous—-faisceau de B
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2, Valeurs au vord.

Soit P un opérateur différentiel (lindaire) sur V & coefficients analyti-

ques, tel que S soit non caractéristique pour P .

Soient Pj (3 =1 ves p) des opérateurs frontidres, normaux sur S , a coeffi-
cients analytiques, dtordre Jj=1 « Soit vy 1'opérateur de "trace" sur S , qui
& une fonction définie au voisinage de S associe sa restrictiona S ., Les opé-
rateurs l’j gsont de 1la forme vy Rj ol Rj est un opérateur différentiel dAédfi-
ni au voisinage de S , dlordre Jj-1, et o S est non caractéristique pour

R. e
J

Pour tout compact K de S, un opérateur frontiere Pj opére de OL(K) dans
bp . de OLH(K) dans OUC'(K). Par suite tPj se pro-

longe en application lindaire de &(S) dans (BS(V) (espace des hyperfonctions

OL(K) et son transposé

de V & support dans S ).

Désignons par 0. (V-5,0L) 1tespace des fonctions analytiques de V-S dont
les restrictions aux composantes connexes de V-5 se prolongent analytiquement a

travers S .

Soit (S"')ieI les composantes comnexes de S (Vi) des voisinages
L

ieI
connexes des S, tels que
L

- i;éi‘——»ViﬂVi,=¢
- 8, sémre V. en doux régions, V‘J.f et Vg .
De tels V. existent car V et S sont orientables.
L

On définit les opérateurs P,;’ (j =1 ees p) en posant, si £OL(V-S,00) :

P = X
€

1 E ottt -
3 ) Pj(.L{Vi - :E'iVi)

I
On sait (11) qutil existe des opérateurs frontidres Qj (3 =1 vee p) normaux
sur S & coefficients analytiques dlordre p-j tels que si fcOL(V-S,00) on
ait la "formule des sauts's:
P S
—_ : a el |
_(fo) = (Pf)o + z @uj(i jf)

o f e 1(V) est le prolongement canonique de f défini par :

<L > = f fpdv ¥ e (V) .
V-5
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IENT 2, Llapplication P s

B5(V) x B(s)? - 84(V)
P

(w,w)? ) > Pu+ % Y.
37 3=1 j=1

u,
J

£st un isomorphisme.

Démonstration. Désignons par @S le faisceau des germes de sections de ®
a support dans S . Clest un faisceau flasque sur S ., L'application § définit
un morphisme de faisceaux :

et dlaprés le lemme 1 il suffit de vérifier que pour tout compact K de S, P
induit un isomorphisme de OC!'(XK) x OT*(XK)P sur OUCY(K) . Ihis clest alors llap-

plication transposée de 1llapplication (continue)
oL(K) - ot(x) x ot ()P
£ - (Ppr,@.0)° .)
A I B

et cette application est un isoworphisme vectoriel topologique dlapres le théoréne
de Cauchy-Xowalewski et le théoreme du graphe fermé.

Dégignons par OlP le faisceau sur V des germes de solutions analytiques de
1téquation Pu = O, Soit feGlP(VLS). Comnme le faisceau B est flasque, il existe

F:3(V) qui prolonge f. D'aprés le lemme 2 on peut écrire de manidre unique :

uﬂBS(V) , ujdi(S) J=71 eee Do

Les hyperfonctions f~-u et us (3 =1 ees P) ne dépendent que de f et pas du
prolongement cinoisi.

DEFINITION 2, §Si fGOLP(V—S) on_pose

f = T=u
(o]
Pf = u.
3 3
p(£) = (P'r)®
(£) = ( 3 )J=1

fo stappelle le prolongement canonique de f et b(£f) 1la valeur au bord de f.
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THEORELE 2., Soit V" une composante connexe de V-S. Supposons S adhérent

~

+ . . +
v" ., Soit feOIP(V-S), mulle partout sauf éventuellement sur V'. Supposons
que o(f) =0, Alors £ =0,

Ce théoréme résulte de 1llextention aux hyperfonctions du théoréme de Holmgren
([8], théoréme 5.3.1), extension qui se démontre & 1l'aide du théoréme de Cauchy-
Kowalewski [17].

3. Dualité

Nous ferons lthypothése 3
(H) V est sans composantes connexes compactes et l'opérateur P est

elliptique
Le transposé de P tP , sSera lui aussi elliptique.

Rappelons ([8], [12]) que :

feDI(V) , Pec(V) (respe OL(V)) = fec(V) (resp. OL(V))

et que :
POHI(V) = H(V)

et donc
Pz(V) =e(V)
P oL(V) = ou(V)
}%(V,OLP) =0 .

Ces résultats sont évidemment cencore vrais pouxr tout ouvert de V .

Si X est un compact de V on munira ltespace OLtP(K) de la topologie in-
duite par OL(X). Clest un espace du type D% S et son dual est l'espace
oL (K
POCI(K) °

8i w est un ouvert de V on munira ltespace OLP(w) de la topologie indui-
te par 2(w). Ctest un espace du type % S. Son dual, O(é(w) , slidentifie &

5’5&2 .
1 (w)

On définit une apwnlication

U(P(V—K)

° ‘ Tr
A s —O-'C;(TTT- - GC_bP(A)
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en posant, si f€O'LP(V—K)
A(£) = classe de Pf modulo P OL!(X)
ot fe®(V) est un prolongement de f .

THEOREE 3 [4]. Sous 1tiypotidse (H) llapplication A est un isomorphisme.,

Dénonstration. Définissons llapplication

u 3 m-t (:{{) - %w.{)._
P PE1(V-K)

de 1o maniére suivante : soit geott_ (K) ; il existe un ouvert ¢ > K avec

gf(f.tP(w). Soit 9ed(w)y ¢ =1 au voisinage de K . On pose :

uw(g)

classe tP(cpg) .

It

Soit fecx.P(v-K). On a
< AME),g>

il

< fou(g) >

<Pf,g> = <P(1-8)f,g>

v 0ed(w),8 =1 au voisimage de K .

Si ¢ =1 au voisimge du support de 6 ona :

< P(1=8)f,8 > = < P(1-8)f 08 >

it

1

< (1—6)f,tP(:pg) >

1l

t
Pour montrer que la suite

0 - o-cP(v) - 0T, (V-K) ; 0]8 %P(K) - 0

est exacte il suffit, dlaprés des arguments classiques d'analyse fonctionnelle, de
montrer que la suite "transposée"

oaott(zgew_,m%o
P v

ps 1 (v-x) bpe 1 (v)

est exacte, ce qui est laissé au lecteur.
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4. Théoréme A!isomorphisme

THEORﬁEE:4- Sous 1'iypothdse (H) ltapplication
. 0T, (V=5)

- &(s)P

est un isomorpihisme.

Démonstration. A tout ouvert o de S associons le groupe H%(V,OLP). On
définit ainsi un préfaisceau sur & dque l'on note H%(O(P). Si w est un ouvert

de V coupant S suivant & on a par définition
I%(VSOLP) = %(w!mP)

et on a la suite exacte de cohomologie :

dfol un isomorphisme
P
Sigtar = )

Considérons alors le préfaisceau H%(O(P). Clest un faisceau : cela résulte
de ce que Hg(ozP) =0 [3),[6]. Ce faisceau est méme flasgue. Soit en effet o

un ouvert de S . On a la suite exacte de cohomologie & support :

0 - I‘%_&(Vsor-]?) -> H:'é(V,O‘LP) - I%)(V,O’(P) - HQS_&.)(V,O(P) "~ ese
et H%~Q(V3C[EJ =0 d'aprés la suite exacte :
0 = B (V=(5-%),0t;) = I—%_E)(V,OLP) - He(v,mp) =0 .
Ltapplication b définit alors un morphisme de faisceaux flasques sur V :

Dtaprés le lemme 1 il suffit, pour démontrer le théoréme, de vérifier que pour tout

-,

compact ¥ de S , b induit un isomorphisme :

TS, () 5GP .
Comme on a un isomorphisme
07, (V-K)
FK(S,I%S(O'(P)) = O(PZVS

le théordme résulte du théoréme 3 et du lemme 2,
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5. Théoréme de régularité

THﬂOBﬁEE}B. Soit 7 un opérateur elliptique & coefficients amalytiques sur un

ouvert 0 de R” et soit ue®(Q) vérifiant
Qau =0.
Alors w0 (Q) .

Démonstration. En remplacant éventuellement Q par QQ on peut supposer la

partie principale de Q a coefficients réels. |
Plongeons R~ dans R™ Lar
x = (X,O)

et soit (x,t) les coordomndes de RZH!,

Soit
V=aQxR S =q x {0}
V"= xR - vV =Q xR
P=Q+ i(g%)P (p : ordre de Q)
_ 3 _\P-J < .
Qj-yo(at) J=1..0p

(Y : opérateur de trace sur S).

Soit Pj des opérateurs frontiéres tels que 1l'on ait la formule des sauts :

»

P(f) = (Pf)  + 5 JGQ.,(P‘:E‘)
o) o . Jd 3
ol
n A il
ng = P(£[V - £V .
Soit
b
= Pto s v *
b= (P

81 fe® (V-5) ona
p(af) = ab(f) .
En effet, si Te®(V) désigne un prolongement de f

- m
Pf = Pu+ Z

tQ.(P{f)
=t 93

- oo
QT = P+ n Q.(Qr'r)
=1 9 J
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t/\

puisque PR = 0P , Qj% =0 %j . Comme QF est un prolongement de Qf R
Qrlr = Plor .,
dJd J

Soit ued(l) avec Qu = 0 et soit fEOLP(V-S) avec

b(f) = (u,0 «v. 0) .

Un tel £ existe dlaprés le théordme 4, et QfeOIP(V) . Soit hj€Ot(Q) avec

On, = 4.(af) .
f—uﬂa lJ(Q)

Soit h la solution amalytique au voisinage de S des équations :

[Ph = O
o= h. j = 1 ese P o
QJ 5 J P
On a
Qh = QFf

car ces deux fonctions vérifient 1'équation Pu = 0 et que de plus 3
Qj(Qh) = Q(-\»‘&jh) = by = Qj(Qf) .
Par suite
P(f-h) = O Q(f-h) =0
dtol
(2)P(e-n) = 0 .
ot
Cela entraine que les restrictions de f-h , donc de £ , aux composantes
connexes de V-5 se prolongent analytiquement & travers S .

On en conclut, grice & la formule des sauts, que b(£)e® ()P donc que
ueOt (Q) .

COROLLATRE, Soit R wun opérateur elliptique sur un ouvert Q de R° , P un

opérateur elliptique sur un ouvert V voisinmage de S =0 X {0} dans Q xR .

~

On suppose P et R A coefficients analytiques (dans V et dans £) et on

suppose que PR = RP . Soit vi-vn (@ xR, feo(v') satisfaisant les
équations

Pf =0 Rf =0.
Alors f se prolonge amalytiguement & travers a x {0} .

Démonstration. Soit p ltordre de P P’j et Qj les opérateurs frontieres
définis précédemment

£ (V-5) Rf =0 .
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Soit uw = p(£)ez@)?
Ba =0

donc uEOZQD)p, dlapres le théoréme précédent.-

I1 résulte du théoreme de Cauciiy-Kowalewski que 1l'on peut trouver nglP(S)
tel que si 1'on désigne par g 1a fonction qui vaut g dans Q X R et 0 dans

Q xR onait L+
b(g’) =u .

-}~

Alors b(f-z') = O et par suite f-g', donc f , se prolonge & travers S .

6., Résolution flasque du faisceau O(P

THRORRITE 6. On a la suite exacte de faisceaux sur V :

0 - OEP - @ - ® -~ 0.
P
Démonstration. Ltexactitude de la suite
0 - o - 6} - )

P
résulte du théoréme précédent. Soit « un ouvert relativement compact de V ,

V étant supposé sans composantes connexes compactes (ce qui est licite puisque le

théoréme est "local).
Dlaprés le théoréme 3, si ueB(w) , il existe feO[P(V—G) avec 3

ol -

Pt =P +u
o e 1(G) est un prolongement de u , £e®(V) un prolongement de f et ol
0€0L*(©), '
Cela entraine :
P((T-p)jw) = u .

Te R ues
1) Le théoréme 6 permet de retrouver le théoréme 4 .

2) Ltapplication b a aussi été introduite, indépendamment, par H. Komatsu

(9l.

%) Le provléme des valeurs au vord "unilatérales" (provléme de Dirichlet) est
plus difficile., On peut démontrer [18] que si V est une variété & bord non
compactede bord S et si P est proprement elliptique d'ordre 2m on peut re-
présenter les m-uples d'iyverionctions de S comne valeurs au bord de solutions
dans V-3 de l'équation Pu = O , Ce théoréme généralise un théoréme de Lions
et Magenes [10].
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4) Le théordme 5 a été démontré par G. Bengel [1] et R. Harvey [7] vour les
opérateurs & coefficients constants, et L. Boutet de ionvel et P, Kree [2] pour les
coefficients amlytiques. Notre démonstration est une adaptation de celle de

Bengel., Il existe dlautres démonstrations de ce théordme (cf. par exemple [16]).
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