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UN THÉORÈME DE DUALITÉ POUR LES APPLICATIONS RADONIFIANTES

par M. LAURENT SCHWARTZ(1)

Les théorèmes indiqués ici ont intérêt y pour les applications pratiques, à
être énoncés dans des conditions très générales 9 toutefois, bien que la démonstra-

tion ne soit pas plus difficile, leur énoncé devient alors long et compliqué, et

dépasse le cadre d’une Note. Nous nous bornerons donc à un cas particulier, uti-

lisant notamment des espaces de Banach, quitte à donner des exemples qui nécessi-

teraient le traitement générale

1. Théorèmes généraux.

DÉFINITIONS.- Soit Z un Banach, X une probabilité cylindrique sur E(2);Soit E un B une probabilité cylindrique sur E(2);
on dit qu’elle est p-typique (0 ~ p # 00) si, pour toute fonction aléatoire f

associée sur Et , f: x f est continue de Et dans Elle

est dite p-typique approximable, si, e11 ou tre , on peu,t choisir (O,J.1,.f) de maniè-

re que f soit adhérente, pour la topologie de la convergence simple, à un ensem-

ble équicontinu, d’applications linéaires de rang fini de E’ dans [ceci
sera toujours le cas si El a la propriété d1approximation métrique Q ou si

p ~ 1 , car alors LP a cette propriété]. On dira que B est une mesure de ~
Radon d’ordre p , si elle est de Radon9 et si la norme de E est dans 

Une application linéaire continue u s E - F sera dite p-radonifiante, si, pour
toute probabilité cylindrique B sur E , p-typique, 1; image uÀ est de Radon

d’ordre p sur F . Elle sera dite approximativement p-radonifiante, si ceci est

seulement vrai pour les À p-typiques approximables.

THÉORÈME 1. Soit f s E ’ - Lp (Q,u) une fonction aléatoire linéaire continue sur

Et , À une probabilité cylindrique associée. Pour que X soit de Radon d’ordre

p 9 il fau.t et il suffit que f soit réalisable à partir fonction
q : Q- E appartenant à avec f (S) =  y,S &#x3E; pour [On dit

que si ç est 03BC-mesurable, et si, pour p&#x3E; 0 , llyll est dans

Lp(Q,03BC).]
(1) reproduit une Note aux C.R. Acad. Sc. Paris, t. 268, p. 1410-1413 (9 juin 1969)
et p~ 1612-1615 (30 juin 1969), série A .
(2) On utilisera les notations des Notes ux C.R. Acad. Sc. Paris, 265, série A,
~ 9~7 9 p. &#x26; 32 j 266, série A, ~ 9~8, p. 7 et 50 ~ 268 9 série A, 19~9 ~ p. 646 ·

(3) Voir A. GROTHENDIECK, tensoriels to 010 i ues et espaces nucléaires
Amer. n° 16, 1955, voir chap. I, § 5. On ignore Sl tout espace

de Banach a la propriété d’approximation métrique (conjecture de Banach).
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THÉORÈEIE 2 (théorème de Prokhorov généralisé) (1 )..ê.2ii f · une

fonction aléatoire linéaire continue. Supposons que f adl1érente, our la

topolog-ie de la convergence simple 9 à un ensemble de fonctions fi: 
réalisables r des -~ E, formant une partie bornée de

Alors la probabilité cylindrique B associée à f est de Radon d~or..

dre p de Radon sur q et telle que la norme

de EU soi t de Radon d’ordre p sur, E si E est ré-

flexif. En outre, elle est réalisable r une application y: Q - o (E",E’),
03BC-mesurable, si L est réflexif ou E ’ séparable ; et

i E est réflexif.

Soit u :E-~F une application linéaire continue.

Pour qulelle soit approximativement p-radonifiante (donc p.-radonifiante si Et

a la propriété d’approximation métrique ou si p 1) de E dans, 

de E dans FI si F est refléxif), il faut et il suffit qu’elle vérifie la
propriété s il existe tel Que pour pour toute fonction

on ait 

Il existe une condition analogie pour p = 0, mais plus compliquée à écrire.

COROLLAIRE 1. Soient ~ + oo. Toute application linéaire continue de E

approxima tivement p-radonifiante de E dans o (F", F’), est aussi

approximativement q-radonifiante.

C’est immédiat ; considérons les et les 

Alors :

Le même résultat, avec des applications radonifiantes de E dans F 7 est

vrai et résulte du théorème 1.

Je ne sais pas si ce résultat subsiste pour p -. 0 .

COROLLAIRE 2. Soient u : E - F et v : E - G , y des applications linéaires con-

telles que 9 pour tou t on ait / v ( x) j , x , ) u( x ) 1 1 . Si alors u est

approxima tivement p-radol1ifiante de E v est approximativement
p-radonifiante de E dans 
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2. Le théorème de dualités- Soit h une probabilité cylindrique sur E ; on dit

qu’elle est p-cotypique, si y pour les fonctions aléatoires associées

Î i Et -¿ LO(;:2~f.1), 7 la convergence vers 0 dans entraîne

celle de ~ dans E t . Nous donnerons ensuite des exemples.

THÉORÈME 4 (Théorème de dualité), Soit u une application linéaire continue de
E dans F . Supposons u t il probabili té cylinfrique y sur E ,

p-cotypiQue 9 dont l t image uy par u soit une probabilité de Radon dtordre p

Alors la tu est approximativement p-radonifiante

(et p-radonifiante si F a la propriété d’approximation métrique ou si p é 1 )
de dans o (E’, E), et de F’ dans E’ si E est réflexif.

Le principe de la démonstration consiste à pouver, par Fubini, que u vé-

rifie l’inégalité (1) du. théorème 3 9 ou celle qui lui correspond pour p = 0 .

3. Il semble qu ’un grand nombre de résultats jusqu’ici disparates
du calcul des probabilités puissent se démontrer par application directe de ce

théorème 4. outre, Inapplication est remarquablement rapide. Il y a toutefois

avantage à mettre en évidence E’ et F plutôt que E et F. Une probabilité

cylindrique y sur E g p-cotypique:1 sera plutôt appelée une probabilité (p,E’ )-
cotypiques; uy est de Radon d’ordre p sur F. Si alors X est une probabi-

lité cylindrique sur p2013typique, elle sera une probabilité cylindrique
et uX sera de Radon d’ordre p sur Et En rempla-

çant E t ,F par U, Vy 9 et en faisant a bstraction des topologies fortes ou faibles s

s’il existe y, uy de Radon d ’ ordre p sur V , alors pour

’nX es-lu de Radon d’ ordre p sur U.

Exemple 1. Considérons l’es2ace de suites ls, S 9 0  s ~2. Soit (Z ) r
une suite de variables aléatoires indépendantes y suivant la même loi stable,

d’image de Fourier Si

suit une loi analogue d’inage de Fourier Donc

converge vers zéro en probabilité ou en moyenne d’ordre p quelconque fini pour

s = 2 y en probabilité ou en moyenne d’ ordre p quelconque  s pour s  2y

si et seulement si c converge vers zéro dans ls. Donc définit une
n 

probabilité cylindrique y ? 9 [et aussi î3 pour
les valeurs de p indiquées. Soit une suite de nombres réels, et
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supposons que la série

converge presque partout, avec

hlors, si u est multiplication -13,ar u , y uy sera de Radon d’ ordre p sur

On en déduira (ei? prenant que, pour toute suite 

de variables aléatoires 

converge presque sûrement;, avec

Ce sont ces résultats que nous avons appliques pour trouver toutes les applications
radonifiantes des £~ dans les ,1° (avec p = 0). On voit la nécessité de sor-

tir des espaces de Banach Cae S n’est pas localement convexe pour s  1).

Exemple 2, Appelons (Zn) nEN une suite de variables aléatoires indépendan-
n n,

tes, égales à +1 avec la probabilité 1/2 (jeu ) de pile ou  face) . On voit aisément

que

converge vers zéro en probabilité, ou en moyenne de tout ordre p fini y si, et

seulement siy e = converge vers zéro a-ans e2 ~~ ~ Donc (Zn)n(N défi-

nit une probabilité cylindrique y, [et aussi 

Or, les fz 1-1 1 i sont bornées par 1 . Donc le théorème de dualité donnera (avec
E = î2 F + u = identité) s

(P 2) L’injection canonique de o(~ c’) dans î2 est iJ-r#ggo,1,£à§n,£e pour

tout 0, fini ou non.

C’est la généralisation d’un théorème de Kolmogorov-Klintchine-Kwapien ( ? ).
Exemple _ 3 . Considérons la suite de variables aléatoires (w ~ En

appelant l’espace des suites de coefficients de Fourier de fonctions do

LP 9 1 ~ P % + C° ,

(1) Voir, par exemple y l’i. LOEVE, Probability Van Nostrand, Londres, 1963,
V. 

~~ ’ ’ ’ "

(2) Voir, par exemple9 S. rendus. 267 9 série A y 1968, p. 698.
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converge vers zéro dans LP si, e t seulement si, c = (C 11) converge vers zéro

donc, définit une probabilité cylindrique 
(et aussi Or les lZnl sont bornées par 1, donc cette probabilité est
de Radon dtord..re p 2,1). Le tlléorème de dualité donne

Cp canonique de dans est p-radonifiante
1 p~-~~ .

(P 3) est moil1S bon que (P 2 ~ poux P 2 2 ~ mais meilleur pour 2 .

Donnons rnaintenant une application de (P 3). Si les Zn sont des variables

aléatoires indépendantes, suivant la loi de Gauss normale, ou celle de pile ou

face (exemple 1)e (Z) Z définit une probabilité cylindrique p-typique sur Y,2

pour tout ~~ fini, donc, si

une probabilité cylindrique p-typique sur il pour tout p

fini. Il en est de même si les Z sont des variables aléatoires indépendantes
suivant la loi stable 9 s  ~ 9 et si

et p  s . Donc l’application de (P 2) et (P) 3) donne :

3 ~ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la loi de Gauss normale, ou la loi de pile ou face, et si

la suite est dans pour tout ? 1 ; si les Z suivant la
"""’" n n nE Z

loi stable s , et, si

la suite dans £2.

C t est 1 e théorème de 

Exemple 4. Soit T un compact d’une probabilité de Radon v ~ 0.

Llapylication identique de L~(T ,,&#x3E; ) , 1 # ~ # + est une probabilité cylindri-

que de p-cotype (et p-type) L’. 0r, son image dans 0(CI,C) (espace des nesu-
res de Radon sur T) est une probabilité de Radon d’ordre p 

la mesure canonique définie par v ~ c’est-à-dire l’li1age de la mesure

v sur T par l’application t ~ à ~ ~ ~ de T Le théorème de

dualité donne alors s

(1) Voir Some random séries of functions. ueatn mathematical monographs,
1968, propos. 10 y p. 44. Un certain nombre de théorèmes de ce livre relèvent des
méthodes précédentes



23

(P4) Inapplication identique de C(T) dans LP(T ,v ) est p-radonifjante.
pour 1  -1- co .

On peut d’ailleurs le voir directement de façon très élémentaire.

Raisonnons en particulier sur la droite IR, elle n’est pas compacte~ mais

nous prendrons pour v la mesure de Lebesgue1 et remplacerons L par loc
Pour tout espace de distributions 11 sur E.y appelons 1la l’espac" des distri-

butions dont la dérivée d’ordre  fractionnaire &#x3E; aER est dans Cet espace

dépend en fait de la manière de définir la dérivation fractionnaire d’ordre OE j

mais, si nous nous bornons à écrire qu’une distribution sur R appartient à W~

pour tout CI.  aoe g c’est indépendant du procédé choisi, pour tous les bons espa-
Les sont les espaces de Sobolev Ha. Alors l’injection

est p-radonifiante, 1  p  + oo .
loc

Considérons alors l’injection canonique de dans )P, pour

c - p &#x3E; (1/a - 1/b)+ (inégalités de Sobolev) (1) . Elle sera sûrement 

fiante si on peut la factoriser par des applications identiques

Dloà :

(Pl 4) de dans est sûrement
loc ---- oc

p-radonifiante si

Rien ne dit bien sûr que cette condition suffisante soit nécessaire, car les

inégalités de Sobolev ne sont pas égalités. Néanmoins, assez curieusement, le

résultat précédent donne les résultats connus pas trop fins sur les propriétés
holdériennes des processus à accroissements indépendants. En effet y en prenant

a = 2 , b= -r OJ, on voit que l’injection canonique de dans Co est

p-radonifiante, dès que o-~-2013,1~p~+co. Or, si (~(t~ ~,~r~ est la ionc-

tion de Wierner-Lévy du mouvement brownien, elle définit une probabilité cylindrique

~de Gauss ;&#x3E; sur (sa dérivée définit la probabilité cylindrique de Gauss
sur L2); la mesure de Gauss est p-typique pour tout p fini (et aussi p-coty-

pique). Donc on peut affirmer 2

4) La fonction aléatoire du mouvement brownien est presque

sûrement dans Ca , pour tout a  t, et définit une probabilité de Radon de
tout ordre ~~ fini sur Ca (2). 

~ 
__

(1) Voir L. Théorie des dist-rïbutions, Pari s , y 1966 y cmp. vZ 9
~ 6. 

2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013

(2) Naturellement ces résultats sont bien connus (voir, par exemple), 9 P. LEVY9
Théorie de Itaddition des variables aléatoires, Gauthierè-Villars, Paris, 1 937 y
p. 168-172). il. Dacumba-Castelle E21a indiqué que des résultats analogues pouvaient,
par cette méthode, être obtenus pour le mouvement brownien à plusieurs paramètres
de temps.
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L’appartenance à Ca pour cr  (1/2) est équivalente à des relations holdé-

riemies de tout ordre  (1/2).

Par ailleurs, Inapplication identique )1 dans C, qui est p.-rado-.

nifiantd pour tout p &#x3E;2, ne 11 est plus pour p = 2 g comme le montre le conte-

exemple du processus de Poisson (1).
Si maintenant est à accroissements aléatoires indépendants,teR

F(tt) - suivant la loi de fonction caractéristique

Pt définit une probabilité cylindrique typique, donc p-typique sur

t (et aussi cotypique), pour 1  s  2 , p  s. Donc F définit une probabi-

lité cylindrique p-typique sur donc
loc

4) F est presque sûrement dans )o et définit une probabilité de

Radon d t ordxe p sur ( Lp loc )o p o   (1 S) 9 1 
loc 

 s Radon d’ordre àJ sur ( D )0152 a  (1) i - p  s (2) *
L’appartenance à  ()) est équivalente à des relationsj-oc s 

höldériennes, au sens de Lp de tout ordre  (1) .loc 
" 

s

Exemple 5. Mais, les fonctions aléatoires F de l’exemple précédent étant

aussi cotypiques, on peut de nouveau à partir dielles appliquer le théorème de

dualité. On obtient ainsi un grand nombre de résultats. Donnons-en un, obtenu à

partir de la fonction du mouvement brownien :

(P 5) Si M est des mesures de Radon idelî-

ti ue de dans est p-radonifiante, pour a-B&#x3E; 1/2 y pour tout

p é O, fini ou non.

Ces résultats, contrairement à ceux de (Pt 4), subsistent pour p = 0 , ce

qui en augmente ltintérêt.

Ces méthodes déviaient permettre de chercher les conditions nécessaires et

suffisantes pour que soit p-radonifiante, problèmeloc . oc

dépendant de cinq paramètres , 9 a 9 by P s f

Nous donnerons d’autres exemples dans une publication ultérieure. Les démons-

trations et exemples seront publiés dans un article inséré dans un volume du Jour-

nal de l’Université de Tokyo, en hommage au Professeur Yosida.

Stanislas Kwapien m’a récemment écrit, et a démontré des relations entre

applications p-sommantes (au sens de Pietsh) et applications p-radonifiantes,

il publiera ses résultats prochainement. Ses suggestions n’ont aidé dans la for-

mulation générale de certains résultats.

(l ) Cela m ta été indiqué verbalement par 1’1. Umemura 

(2) Divers résultats ont été obtenus sur ces fonctions aléatoires F. Voir, par
exemple, P. GREENWOOD, T11e variation oi a stable path is stable, )reprint, Univer-
sity of British Columbia, Canada. Cu  R,i.i. BLUMENTHAL et R. K. GETOOR9  Trans . Amer.

Soc. , 95, 1960, p. 263-273. 


