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PSEUDO-GROUPES DE LIE ELLIPTIQUES

par

Bernard MALGRANGE

Introduction

Les notes qui suivent sont, en principe y la rédaction de conférences faites

au Séminaire Leray en janvier-février 1968, et consacrées à la généralisation du
théorème de Newlander-Nirenberg dans le cadre de la théorie des pseudo-groupes de

Lie. Entre temps, une nouvelle version de la théorie "des déformations" de Spencer,
inspirée du calcul différentiel dans les espaces analytiques de Grothendieck [ 1 ~,
a été élaborée en collaboration par lui-même et l’auteur 1 on en trouvera ici une

première rédaction (une rédaction plus définitive paraîtra ultérieurement, dans un
article en commun).

Dtautre part, pour faciliter la lecture, nous avons repris la théorie à partir
du début, à une exception près : nous supposons connus les résultats de la théorie

formelle des équations aux dérivées partielles que nous nous contentons de rappeler

au § 1 . Cela nous a amené à redémontrer au passage un certain nombre de résultats

bien connus des spécialistes, pour lesquels nous n’avons pas toujours cherché à

donner toutes les références existantes 9 nous les prions de bien vouloir nous en

excuser.

Je tiens à remercier ici D. Spencer, qui m’a permis d’inclure dans ces notes

une version de notre travail commun, et C. Buttin qui m’a aidé de façon décisive

à comprendre la version originale (Spencer [1]) de la théorie.

1. Rappels sur Za cohomolo4ie de Spencer

Nous utiliserons la, théorie formelle des équations différentielles linéaires

de Spencer, Quillen, Goldschmidt, etc..., telle qu’elle est développée dans Gold-

schmidt [1]. Ce paragraphe est seulement destiné à fixer les notations et la

terminologie que nous emploierons dans la suite.

Soit X une variété de classe ’e" sur I~, dont la dimension sera notée n.

Elle sera toujours supposée paracompacte et connexe (en fait, les résultats étant

locaux, on pourrait pratiquement se restreindre aux ouverts de Si E est un

fibre vectoriel sur X , on note E le faisceau de ses sections, si E est le

fibré trivial X x R , E est le faisceau des fonctions différentiables à valeurs

réelles sur X ; on écrit dans ce cas E = 

Si ’:J. est un faisceau de OX-modules (nous dirons simplement, comme d’habitu-
de, nutn nous identifierons ? à l’ensemble de ses germes de sections
" n signifie donc " s est un germe de section de Y ". Nous désignerons par
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"section cle 5 Il une section sur un ouvert de X non nécessairement explicité.

Lorsqu ’intervient une loi de composition entre faisceaux, les germes (resp. les

sections) considérés seront sous-~entendus au même point (resp. sur le même ouvert).
Enfin, pour aEX , la "fibre en a " de ? , i.e. sera notée 7(a).

X,a

soit A la diagonale de TT1 et Il, les deux projections X2 -&#x3E; X,

n1 IA et M2 |A leurs restrictions à à . Un faisceau sur X (resp. sur A ) se-
ra toujours identifié à son image réciproque par Il¡ 1,, (resp. à son image directe
par (ceci n’aura pas d’inconvénients ici). Soit Jk+1 le

sous-faisceau de 0-,a formé des fonctions qui s’annulent à l’ordre k sur à

(dtaprès un lemme élémentaire sur les fonctions différentiables, tr k+l est la

puissance (k+ 1 ) ième de ==0 faisceau des fonctions nulles sur à ). Avec les
identifications précédentes, on a .ev / 1"f k+ 1 le fibre des jets]. n J..:LJ.ca ions précéd en es, on a OX2/J 

= Jk, Jk étant le fibré des Jets
d’ordre k de sections de en coordonnées locales, et avec les notations

usuelles, cette égalité s’écrit ainsi : la fonction

est identifiée à la classe de la fonction

modulo les monômes (xl-x)O , |B| = k+1

(Nous écri ons simplement dans la suite mod ou 

En particulier la fonction est identifiée à : (x,xt) p- a(x) mod ~k+1
et l’application "jet d’ordre k Il est donnée par

Ces deux applications de OX dans Jk définissent sur Jk deux structures de

Oy-module; pour les distinguer, on écrira la première à gauche et la seconde à

droite. Si F est un OX-module, on pose jk(5) 0 y 7 = E ,
X 

"

E fibre vectoriel sur X , on a = Jk(E) , Jk(E) étant le fibre des jets
d’ordre k de sections de E (cette égalité stécrit en coordonnées locales de la
même rranière que dans le cas particulier considéré plus mut, où E est le fibre

triviale et nous laissons au lecteur le soin de l’ explici ter). On peut aussi y ce

qui revient au même, poser avec des notations évidentes.

Il sera commode d’employer le langage suivant : on considère t, muni du

faisceau Jk comme un "espace différentiable" i.e. une variété différentiable

généralisée "avec éléments nilpotents", ceci par analogie avec le cas des espaces
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analytiques au sens de Grothendieck [1], comme cet auteur, nous noterons cet
et nous poserons Jk = OA(k). Il sera commode de parler par la

(k) A (k)" suite de "champs de vecteurs sur u , des "automorphismes TT1-projetables 
Il

etc*~. Tout cela se définira aisément dans chaque cas par passage en quotient, et

ne nécessite donc pas la fabrication en bonne forme des espaces différentiables et

de leurs morphismes (essentiellement, dailleurs seuls les automorphismes inter-
viennent ici) : bref, le calcul qui intervient ici consiste seulement à travailler
dans les parties principales d:un certain ordre le long d’une sous-variété, en

l’occurence L dans X2, ce qui qu’une variante triviale du calcul diffé-

rentiel à la Whitney sur les fermés d’une sous-variété. A titre de distraction, et

à l’usage des lecteurs avides de sorites, nous donnons cependant en appendice une

définition des espaces différentiables copiée sur les "espaces analytiques ban*chi-

quels" de Douady [1].

Soit T* le fibré cotangent de X , il est commode pour la suite de considé-

rer Oy comme opérant à droite sur 5P+ (et, y plus généralement y sur le faisceau x - ° 

des p-f ormes sur X ). En remontant les formes différentielles sur X à Xa par

on peut considérer les éléments de

comme des germes de fomnes différentielles sur X2, moduler k+1 (ou, si lton

préfère, comme des germes de formes différentielles sur Désignant alors

par D la différentielle extérieure par rapport à 3 a première variable seule, on
trouve le complexe de Spencer s

(à partir de maintenant, on convient que il- = 0 si 2  0 y et l’on omet d’écri-

re e- x sous le symbole O). En coordonnées locales, si a = (aa)|a|k, i.e. si
X ’ 

-a" cr=k

on aura. :

e . désignant le multi-entier (0,...,0, 1,...,0), 9 le 1 à la ième place. De
1.

même pour les formes de degré supérieur. On démontre aisément (voir par exemple
Goldschnidt [1]) Clue ce complexe est acyclique pour tout k # 0 .

Soit &#x3E; un OX-module, en tensorisant à droite le complexe précédent par F,
on trouve q avec jk = jk 0 id, D = D ,1 id par abus de notation, et en remarqua11t
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que D est OX-linéaire à droite non à gauche ?. ), un complexe.

Ce complexe est encore acyclique puisque le précédent est localement libre. Pour

(B , e fibre vectoriel sur X~ 9 on a encore des expressions en coordonnées

locales analogues aux précédentes, que nous laissons au lecteur le soin diécrixe.

Soit enfin w la projection naturelle jk+l --&#x3E; le noyau de cette appli-ln wk 
k 

Ya 
k

cation s’identifie à (Sk = puissance symétrique). Sur 
la restriction -6 de D est OX-linéaire à gauche (car les deux structures de

de jk coincident) en coordonnées locales on a pour a = a  

-,x ’2013 " ’ ’ p " cr a| = 1

6 est donc défini fibre par fibre, si E est un fibre vectoriel sur X on en

déduit un complexe

dont le complexe des sections, dans le cas où F = E , est simplement le noyau de

la projection (1.2)k ~ (1.2)k-1.
Rappelons rapidement comment ces complexes interviennent dans la théorie des

équations aux dérivées partielles linéaires (voir Goldschmidt [1]). Soient E et

F deux fidrés vectoriels sur X, et soit -~p un morphisme J~(E) -~ F ~

désignons encore par @ le morphisme de faisceaux associé ; à çp correspond de

manière biunivoque un opérateur différentiel O : i E - F à savoir 0 == p 0 jk
par abus de langage, on appelle y un "opérateur différentiel d’ordre k ". On

définit alors le prolongement (y) comme l’ opérateur différentiel obtenu en dé-

rivant 0 jusqu’à ltordxe î ce qui, en langage ’savante stécrit ainsi on

considère l’injection naturelle X’~ i J2 ( ;C) définie ainsi : on prend une

section s de 0. au voisinage d’un point xO, d’où par j une section de Jk
puis par 

j’ 

une 

x 

section de e k 
dont la valeur en a ne dépend évidementpuis par une section de J (Jk) dont la valeur en a ne dépend évidemment

que de (en termes de faisceaux, B est l’application qui, à

mod fait correspondre 

qu’on peut considérer comme une fonction sur X~ module le passage au quotient

indiqué ’,’ "l’espace différentiable" correspondant est un voisinage infinitésimal
de la diagonale dans Xt , que nous on considère alors
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et l’on pose

le morphisme de fibrés associé est encore noté p ((p). On vérifie facilement

quton a : 

Pour tout xEX, posons = ker P~’(y)(x) : la collection des 

est un "fibré à fibre variable"? donc on dit que "c’est un fibré" si le rang de la

fibre est constant j une section a de est dite section de si,
V x , a(x) ~ ces sections définissent un faisceau, noté (qi2i
ne détermine que dans le cas cù ce dernier est un fibré). On vérifie faci-

lement que les se déterminent par récurrence, de la manière suivante :
a E Rk+e+1 si et seulement a , et Da E T* par res-i  = Je(E) si triction de (1.2) Y, la complexe de Spencer (on pose par exemple Rae == J" (E) si

où (Sol) désigne les solutions a de = 0 (on vérifie immédiatement que
le noyau de R- -~ T~~B~" ne dépend pas si £ é k , et pour

ae = ke il est clair qu’il est bien égal à (Sol) ).

Posons d’autre part, V xEX = n E(x)], la collec-

tion des est encore "un fibre à fibre variable", et lton vérifie que le

complexe (1-3), donne par restriction un complexe

(bien entendu, ce complexe ne sera obtenu à partir de la projection
(1.4) -&#x3E; (1.4) que dans le cas où des hypothèses de régularité convenables

Bur És Rm sont satisfaites). 0n désigne par He -p,-p(x) le groupe àesur les R sont satisfaites). On désigne par le groupe de

cohomologie de (1*5). au point x et j;- -c la collection des 

On dit g,ue " g (ou RZ) est p-acyclique " si = 0 pour m&#x3E;e,

0qp.

Lorsque Re (e&#x3E; k) est un fibré, les (m &#x3E; 0) sont égaux à ’" -1 
m

et donc "ne dépendent que de On dira alors que R est tne équation dif-

férentielle".

DÉFINITION (1.6). Nous dirons que " Re est formellement i nté ble" si les 
t d fibrés e t . t t 1 0 t. Rm+e+1 t 

. 

t-sont des et si toutes !on ---- sont 

(m ~ 0).
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Rappelons le résultat suivant (Goldschmidt [1]) :

(1.7) Supposons que soit ue à soit u

f? 
° °’° ’ 

, 

91 soit 2-acyclique. Alors RN est formellement intégrable.
e+m

Si Ré est formellement intégrable, il est clair que les sont des fibrés

pour rD. ~ 1 ; supposons en outre Ri 2-acyclique, et désignons par le complexe

(1 .4)i’-Q ; 1»r la suite exacte de cohomologie, on voit alors facilement que la projec-
-&#x3E; 1-e (ê+m) est bijective pour tout m &#x3E; 0 .

On a encore les résultats suivents :

(1.8) Ëi R es t formellement intégrable et 2-acyclique, pour m &#x3E; 0 le com-

plexe ---i+Jn+1 est "formellement exact" R2+m :i.e. il est exact en toutexe It est formellement exact" en T^OR i.e. il es exact en ou

point x dans les "sections séries formelles" en x ). De plus, dans le cas ana-

lytique (X, ; etc. analytiques y et le complexe est restreint aux sections analy-
tiques) ce complexe est exact T*O !i :¿ +m .

On montre que ce théorème équivaut à un théorème dtexistence pour les équations
avec second membre. Il ne s ’ étend donc pas en général aux sections d’après
les contre-exemples classiques de Lewy et Hormander.

Remarque (1 .9). Il semblerait plus simple a riori d’effectuer les prolonge-
ments "par les faisceaux" au lieu de le faire "fibre par fibre". Ce point de vue

est trop grossier et ne permet pas d’obtenir des énoncés aussi simples que ceux

que nous venons de rappeler : par exemple, il identifie Inéquation (d’ordre 0)
xf = 0 et l’équation f = 0. Un autre point de vue (Malgrange [1]) consiste à
travailler sur les équations elles-mêmes, si l’on veut, cela reviendrait à tra-

vailler dans les "fibrés dans la catégorie des espaces différentiables au-dessus

de X " individus que l’on définirait aisément dans le cadre de l’appendice 1 en

copiant les définitions de la géométrie algébrique ou analytique (Grothendieck ~1~~,
Le point de vue adopté ici consiste en gros à travailler dans le "réduit" du "fi-

bré" en question, dans l’état actuel de la théorie des équations différentielles y
où aucun résultat n’existe sans hypothèses de rang constant q même dans le cas ana-

lytique, cela semble parfaitement suffisant (le seul inconvénient, purement ver’oal,
est le suivant â si Rk n’est pas de rang constant, il ne détermine pas forcément

les et ne mérite donc pas le nom dl "équation différentielle").

2. Equations de forme infinitésimale

Nous allons appliquer les considérations précédentes à E = T , le fibré tan-

gent à X ~ nous identifierons avec le faisceau des cha.mps 1B -verticaux
sur X2, modulo ceux qui s’annulent à l’ordre k sur A (nous appellerons un élé-
ment du quotient "germe de vertical sur X ~ le long ") 9 le crochet

des champs de vecteur sur X2 donne par restriction un crochet [,] x
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qui est railleurs défini fibre par fibre, de la manière suivante : soient et

n deux jets d’ordre k en x, § et n des sections de T relevant et
0 

20132013

11; alors le crochet [§,n] est le qui ne dépend ’évidement

que de g et

On prendra garde qu’avec l’identification précédente J° (T) est bien canoni-

quement isomorphe à T , mais ne lui est pas identique : ceci sera important pour
la suite, OÙ nous aurons à considérer des automorphismes de X2 ne commutant pas

, et qui ne respecteront donc pas cet isomorphisme

En coordonnées locales, une section de f(T) s ~ écrira donc

définis ce que nous écrivons encoreles 1 étant définis mod ce que nous écrivons encore

Définissons maintenant les champs de vecteurs diagonaux sur X2 comme étant

les champs TT1-projetables et préservant A (i.e. tangents à L), et soit E

l’application qui fait correspondre à un tel champ sa partie verticale y il est

immédiat que e est une bijection, en coordonnées locales y si t = 

on a :

Par passage en quotient y E donne un isomorphisme de J’(T) sur le faisceau quo-

tient ¿tes champs diagonaux par ceux qui s’annulent à l’ordre k sur A, nous

appellerons ce quotient "faisceau des z projetab1es sur A(k)" et nous leappellerons ce quotient "faisceau des champs projetables sur A 
" et nous le

noterons 

Sur X2, on a les notions usuelles de "crochet de champs de vecteurs" et de

dérivée de Lie par rapport à un champ de vecteurs § Par passage

au quotient, on trouve les résultats suivants 1

(2.1) opère comme un faisceau de dérivation sur é = (0/ 
.

k(2.2) Jk(T) est un faisceau d’algèbres de Lie sur A (ou, si lion préfère, sur

Xy par image directe par ni ) 9 ceci contrairement à mais ici

le crochet n’est plus OX-bilinéaire.
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(2.3) Le crochet de Lie de (T) X1Jk(T) est bien défini, à valeurs
1 

- à
dans Jk(T).

Plus généralement , considérons et comme des fais-

ceaux de formes vectorielles sur X2, nodulo 3 ~+1. Alors la dérivée de Lie 1(§)
pour § section de opère dans et dans 

Les vérifications, imaédiates, sont laissées au lecteur. Les géomètres véri-

fieront aisément que ces opérations coincident avec celles que l’ on définit

usuellement sur à partir de la correspondance entre sections de ces

faisceaux et champs invariants sur les espaces de repères (voir notament Spencer
[1 ]). A l’usage des non-géomètres y nous allons toutefois donner quelques indica-
tions sur ce point, qui donne la motivation des problèmes étudiés ici.

Soit Y une variété différentiable et Il : Y - X une submersion (,ï.e. une
application de rang partout n = dim X). Soit 0yle faisceau sur X des champs

n-pro jetables sur Y 9 le faisceau qui à tout U ouvert de X associé les

champs pro jetables sur 8 Y est un faisceau d’algèbres de Lie , et la

projection f induit un homomorphisme d’algèbres de Lie 6y - ~ . Nous dirons

avec C. Ehresmann que est muni dtune structure de "prolongement d’ordre

k de X" si l’on s’est donné un relèvement p s (flp = identité) . qui
soit un homomorphisme de faisceaux d’algèbres de Lie, et qui soit un opérateur
différentiel linéaire d’ordre k, ce qui veut dire ceci - en coordonnées locales,
si Y = X x Z, S = a(x)2013 on a, avec les notations usuelles 1ÔX s

Par exemple , s i Y = T g ou Y = T*y, la considération du germe de groupe
1 ., 

x x
à un paramètre associé à un de vecteurs permet immédiatement de munir Y

d’une structure de prolongement dtordre 1 de X (en fait, lorsqu’ on parle du.
"fibre tangent" ou "cotangentU à X, on sous-entend généralement cette structure

supplémentaire, ce qui peut créer quelques confusions). De même, soit Y le fibre

des opérateurs différentiels linéaires dtordre k , par exemple de dans 

Y est muni, par le même procédé, d’une structure de prolongement d’ordre I~ de

x , En fai t, dans ces exemples, on a même une notion de prolongement plus précise
.e. un relèvement des automorphismes locaux de X dans ceux de Y 9 sur laquel-

le nous n’insisterons pas.

Cela étant p définit une ap7 plication OX-linéaire p : Jk (T) -&#x3E; 6 (T = TCela étant, p définit une application OX-linéaire p : Jk(T) -&#x3E; 6y (T == x
- k une == p s T) -&#x3E; 8; et p est un 

x

homomorphisme de faisceaux d’algèbres de Lie s pour le voir, on remarque que, lo-

calement, toute section de s’écrit E == 
! 

3. 
cJ B 

3. 
! 9 

3. h 9 9 cJ c! 9
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il suffit alors d’établir qu’on a

(en identifiant f et g à et

or cela, résulte immédiatement des formules

et de l’hypothèse p[§ ,11] = [p(g) ,Pl’i’°°)]. Ltespace (1(k),TT1) muni de 3k appa-

malt ainsi comme un "prolongement d’ordre k Il particulièrement économique (et
même comme la solution d’un problème universel pour les prolongements d’ordre k,

que nous laissons le lecteur énoncer).

Avant d’introduire les équations de Lie, prenons un exemple (les problèmes qui
conduisent à ces équations en sont des variantes) : soit o- une section de

X 1 en supposant par exemple n surjective. Si § est un champ de vec-

teurs sur X ltéquation Il p(g) est tangent à a Il exprime que g préserve cy

(par exemple, si y est le fibre des opérateurs différentiels linéaires d’ordre

k de e- dans sera un opérateur différentiel et cette équationx X

stécrit §cr - o§ = 0 , en identifiant § à un opérateur d’ordre 1 ). Soit N

le fibre normal à y le long de a le quotient du tangent à y le long de

o par les vecteurs tangents à cr 9 et soit la classe de dans

N ~ on est amené à considérer l’opérateur différentiel (au sens du § 1)
ç : § -~ de dans N . Posons Êk = on aura évidemment

~E. ~ ] C R". Ceci conduit naturellement à la définition suivante :

DÉFINITION (2.4). Soit Rk une équation différentielle formellement intégrable

dans J~(T). Nous dirons que ctest une équation de Lie si lion a -k -k c: ~ .
Pour .&#x26; ~ 0 p posons encore îi~ = 

PROPOSITION (2.5). Soit Rk c une équation différentielle formellement in-

Les suivantes sont équivalentes : 
’ ’ 

1) R est une équation de Lie.

2) Le crochet sur x R~ est à valeurs dans R~ .

3) Le crochet sur x est à valeurs dans R~ .
Démontrons par exemple qu’on a 1) =&#x3E; 2) (la démonstration de 1)~3) est

analogue) ) y soient §ERk+1 en coordonnées locales y on a :
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d’où

à noter que chacun des deux termes du second membre a bien un sens mod 
mais non 

-

et soit §’ la projection de é dans on a

di cù

... , 

tr 1 .. dA à 
I!: Rk . ,et revient à démontrer qut on a b 7- a-- f Ox ceci résulte du fait clueet tout revient a démontrer qu’on a- D 

dx dx’ £R, or ceci résulte du fait que
l’on a : 

-" "’ -

Pour démontrer que 2 ) ~ 1 ~ il suffit de remonter le calcul précédent en utili-
sant le fait que R~+1 -~ R. est surjectif (noter que cela n’était pars intervenu
auparavant). La démonstration de 3) ~ 1) est analogue,

~ . la connexion canonique

Nous allons d’abord rappeler la notion de "crochet de formes différentielles

vectorielles due à Frölicher-Nijenhuis [1]. Fixons d’abord quelques notations :
soit u une section sur X de Al~T* 0 T ; elle définit une dérivation de degré

~p.~1 ) dans les formes différentielles sur X , notée i(u), définie localement

par la formule suivante s si u = § , A où et

cù i(§) - désigne le produit intérieur usuel par - Nous écrirons encore

= et nous poserons aussi Enfin, si 

nous définirons u Z v par

~~ ~ g) Ã 1~) =- (a A i(~)p) ~ 11 (= i(c~ ~ ~)p 0 T)).

Désignant par d la différentielle extérieure, qui est une dérivation de degré
sur A~= on pose ~(u) = J. (rappelons que le crochet de deux dérivations
D et D’7 de degrés respectifs q et r est par définition la dérivation de

degré q+r: = DDt - D’D) . Lorsque u est de degré 0 , i.e. est un

champ de vecteurs y coincide avec la dérivée de Lie de u , d’après la for-

mule de H. Cartan. Dans le cas générale on a :
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d’où

Soit maintenant v on vérifie qu’il existe un w unique

~ Ar~’~-’- 0 T - On voit aisément qu’on a :

On en tire les formules suivantes :

(3-3) = £(§)v (E désignant, comme la dérivée de Lie)

Soit maintenant II : Y - X une submersion. En tout point bEY , on a une

suite exacte :

oû VYb désigne les vecteurs verticaux de Y en b , et l’application
, o

tangente à TT en b . Une connexion, au sens d’Ehresmann, dans Y (relative- 
.

ment à est par défini tion, une scission de cette suite exacte i.e. la donnée

V bEY, drune application avec id; on supposeV bEY d’une application y., D : TX,TT (b) 
--&#x3E; 

9 avec TT byb ’*= id; on suppose

que Yb dépend différentiablement de ’o. L’espace s’appellera ’°espace
o b

des vecteurs y-horizontaux en b ". Au lieu de se donner y, il revient au

même de se donner, en tout point b, le projecteur de T Ylb sur paral-
U D

lèlement à comme est un sous-espace de ceci défini

une section du fibré

une 1 forme à valeurs vectorielles sur Y , que 1 s on appelle "f orme de la

connexion y Il et que nous noterons Q.

On vérifie alors facilement le résultat suivant qui n’est qu ~une des nombreu-

ses versions du théorème de Frobenius s pour ue y soit intégrable (i.e. pour
que le champ b |-&#x3E; Im(y) soit un système de Pfaff complètement intégrable), 11
o -

faut e t il suf f i t que [Q,Q] = 0 g la apparaît donc, dans

le cas général, comme la forme de courbure de la connexion Q. A noter aussi

qu’une connexion intégrable coïncide avec un "prolongement d’ordre zéro" au sens

du § 2. ,

Prenons en particulier Y = X2 , et Il = ~I1 g comme sur tout produit, on a

une connexion canonique intégrable sur Y 9 celle dont les vecteurs horizontaux

sont ceux qui sont annulés par Dans toute la suite  nous désignerons par (2

la forme de cette connexion en coordonnées locales g elle s’écrit
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au encore

Soient et u [i.e.? si 

avec ~ = e(%)] ; en relevant les formes différentielles sur X à )F par 

on peut considérer que u et 1.1 proviennent par passage au quotient, de formes

vectorielles sur X2. Un calcul immédiat en coordonnées locales montre alors que

Ü Ã Q est bien défini, en tant qu’élément de (1 ,e. , ne dépend pas
du relèvement choisi de u) et qu 1 on a

(3.5) 

On a aussi l’importante formule suivante (aù les passages au quotient sont

sous-entendus...) :

THEOREME 3.6 ("Formule de Guillemin-Sternberg") Du = -[Q,u] = -[Q,û].

Démontrons d’abord cette formule pour Û = g E le plus simple est

d’opérer en coordonnées locales s

posant

et comme

il vient finalement

Un calcul analogue montre qu’on a -En l~ ] = Dg .
Soit maintenant a ~ AT* c d’après ~3 ~4~ , on a :

Mais

ce qui démontre la fourmule -[Q,u] = Du g la formule = Du se démontre de

manière analogue



13

Les formules (3.5) et (3.6) signifient, si l’on veut, ceci s e est le projec-

teur associé à la connexion canonique et D est la différentielle extérieure de

cette connexion. la théorie des équations de Lie peut se faire à partir de la

considération de la foxme ÇI 9 à la manière de Guillemin-Stemberg [1] (voir § 4).
Nous allons cependant donner une autre version du théorème précédent, due essen-
tiellement à Spencer y malgré son apparence un peu, plus "sophistiquée", elle con-
duit en comme nous le verrons au § 6, à des équations plus maniables ,
l’idée est ici de faire jouer le rôle essentiel à C-1 9 plutôt qutà E (ou Q y
ce qui revient au même

Soit ;c(T)* le fibré dual (sur X) de Tk(T) 9 i. e . le fibre des opéra-
teurs différentiels d’ordre # k à valeurs scalaires (k 4 0) $ pour

Î e P on définit de la manière suivante:

pour q = a~ cf est la dérivée usuelle des fonctions suivant un champ de vecteur

pour q = 1 , on le définit de manière à avoir, V E’ 1

enfin, on étend l’opération obtenue en une dérivation de degré 0 sur 

(on pourrait d’ailleurs aussi bien prolonger § en un champ de vecteurs sur x2,
et définir à partir du germe de groupe à un paramètre obtenu ainsi). De

la formule

qui se vérifie immiédiatement, on déduit qu’on a = (alors que cette
formule serait fausse pour 0 E A¥), pour u E i8I J~ (T) ~ ceci per-

met de définir la dérivation £(U) sur par la formule suivante :

pour 0 on définit alors [u ,v] par la formule analogue

il est inmédiat qu’on a

L’analogue de la formule (3.4) est ici

qui résulte immédiatement de (3-7) et (3.8).

Enfin, on a l’identité de Jacobi : si J~~ (T) ~
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qui se démontre par un calcul sans difficulté, quoique fastidieux, que nous lais-
sons au lecteur (pour le crochet de Frölicher-Nijenhuis, la même formule est vraie,
et résulte immédiatement de la définition à partir du crochet des dérivations).

Notons maintenant que l’isomorphisme £ : J(T) -&#x3E; Jk(T), donne, par duali-

té, un isomorphisme de f(T)* - J~ T #. Prenons en particulier k = 0,
et identifions Ô°(T)* à T* au moyen de (dans la suite, nous ferons tou-
jours cette identification, qui sera sans inconvénients) ; étendant e* en un

~~9 on obtient un isomorphisme

DÉFINITION (3.11). Soient 0 J~~(T) ? on pose 
~

Nous allons voir que l’opérateur D satisfait une formule analogue au t11éo-

rème (3.6). Pour cela, quelques définitions supplémentaires seront nécessaires.

Soient G un groupe de Lie, g son algèbre de Lie, et g* le dual de g y

on sait qu’on peut identifier g (resp. A*g*) aux champs de vecteurs (resp, aux
formes différentielles) sur G invariants à gauche alors, le crochet de

Brolicher-Nijenhuis donne par restriction, une structure d’algèbre de Lie graduée
sur l~~g ^ ~ 13 , que l’on peut du. reste définir directement à partir de la loi

d’algèbre de Lie de g , de la manière suivante : on définit d comme étant la

dérivation de degré +1 sur qui est nulle en degré 4, et qui, en degré 1

est définie par  gAT),d0153 &#x3E; = -  ensuite pour u£A*g* &#x26;§ g , la dé-

rivation i(u) se définit de la manière usuelle (valable dans tous les espaces
vectoriels), et l’on pose On définit alors le crochet par la

formule (3.2).

Nous allons copier cette manière d’opérer dans la situation, très voisine, du

fibré en algèbres de Lie filtrées lim Pour on définira donc

par 

(...

on étend alors (il en une dérivation de lim A*Je(T)*, nulle en degré 0 (noter
que la projection (~ ~ (T) , donne par dualité une injection
J~(T)~ ~ /~ (T)". ) . Enfin, pour U E }=+BT) (k 5 î) , et

- 

Les opérations qui viennent d’être définies ici "f ibre par fibre" se prolon-

gent aux faisceaux associés  conformément à nos conventions, nous les désignerons

par la même lettre. Dans la suite, nous utiliserons ces opérations exclusivement

pour £ = 0 .
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Faisons alors la remarque suivante: soit ork(T) l’ensemble des 
0

tels qu’on ait Q 
0 
(ç) = 0, il est clair a

et que £-1 (S) = s si et seulement si g6J~(T) . Je dis que, pour .

Tout d’abord, ceci est vrai pour u = § de degré 0, car on a 9 pour tout

diaprés la définition et que la même formule est vraie avec J: rem-

placé d’après la définition ensuite, pour on a

d’après la formule (3-1), qui est évidemment encore vraie ici ; mais de -W0§ = 01
on déduit i(§)5 = 0 p d,Oà

(On remarquera que l’expression £(u)B, tout comme aurait pu être dé-

finie pour

mais, pour on aurait en général

car i(u)B#O, ce qui ne permettrait pas la construction qui va suivre ; une

partie des formules de la fin de ce paragraphe peut néanmoins être étendue dans

ce contexte plus général, maïs nous n’en aurons pas besoin - y voir remarque 3-17 ), t
- ... - ..

Pour

on pose alors :

ce qui précède montre que cette expression ne dépend pas de la décomposition choi-
sie de u. Remarquons que le crochet de deux éléments de ,rk+1 (T) + Jk+1 (T) est

bien définie à valeurs dans i«T) + on définit alors pour

le crochet
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par la formule généralisant (5.2) et (3.8) (dans ce dernier cas, avec une "perte"
de k+1 à 

Nous laissons le lecteur vérifier que le second membre ne dépend pas de la

décomposition choisie de u et v (il surfit évidemment pour cela de vérifier
que l’ on obtient le même résultat pour et dcy © f§) . Lorsqu’ on a

de

et de (3.12), on tire la formule suivante généralisant (3.10) :

(par contre, pour n ~ cette formule doit être modifiée, d’une manière

analogie à 3-4).

En ce qui concerne l’identité de Jacobi, nous n’en parlerons pas, attendu que,
dans le contexte cÙ nous nous sommes placé ici 9 des expressions telles que

n’auraient aucun sens. Nous verrons cependant plus loin que, dans les

cas particuliers qui nous intéressent, on pourra leur en donner un, et que lliden-
tité de Jacobi sera vérifiée.

Considérons enfin l’application E-1- id : jc+1(T) ~ + 

elle est nulle sur (T) , et se factorise donc par une application 
’

0

qui définit une section de

que nous noterons Q (en laissant le lecteur préciser quel est l’entier k choi-

si, suivant la formule considérée). Le résultat essentiel de ce paragraphe est le
théorème suivant :

(3.14) ("Formule de Spencer"). pour u E A* J~(T)~- 0 on a :

Examinons dtabord le cas où u = z e jc+1 T . Désignons 1 l’ap-

plication dérivée de Lie par l’automorphisme infinité-

simal associé à § (après les passages au quotient convenables) ; il revient au
même de le définir par la formule : i

= £0152)(E-1 Tl) - 6 t pour tout n £ E T

Le calcul de cette expression a été fait dans la démonstration de la propo-

sition 2.5 J on voit immédiatement que le résultat s’écrit
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ce que nous écrirons plus brièvement :

(3.15) .~ ~~ ~ ~ ~ - if désignant le produit intérieur droit.

Pour établir la formule cherchée 3 il suffit alors de remarquer qu t on a

[-à ,~] = dérivée de Lie de à par rapport à l’automorphisme infinitési-

mal associé à 1 , ce qui résulte facilement de la définition 3.12 (avec le

petit abus de notation suivant : le second membre est bien défini pour à à

l’ordre k " , alors que le premier est défini pour "Q à l’ordre k+1 ", mais n,

dépend que de à l’ordre k ", comme on le vérifie tout de suite) ; et que,
d’autre part Inapplication identique id : J~ ~ -~ a évidemment une dé-

rivée de Lie nulle par rapport puisque le germe de groupe à un paramètre
associé préserve "id".

Pour établir le théorème, en vertu de la formule s

(a = deg P) 2 qui résulte immédiatement de la formule analogue pour D , et en

vettu, àe la formule (3-13)e il suffit d’établir le résultat suivants

PROPOSITION (3.16). Pour a£A* J° on a = 

Nous ferons encore le calcul en coordonnées locales - prenons sur X2 les

champs de vecteurs d dx,...,d dxn’ considérés r passage au quotient, comme
k+1 xn -k+1
éléments de Jk+1 (T), et complétons-les en une base de T au moyen de vac

teurs de les n premières formes de la base duale de son’
o

les dx . et 1 t on a
i 1

considéré comme élément de l’expression 1

Posons (ce qui "n test pas canonique" ... tant p~.s ! ~ ~ - ~ - avec

Nous allons établir les îorwules suivantes :

Démonstration de i). Remarquons que le germe de groupe à un paramètre défini

sur X2 + d préserve la structure de produit de X2, et commute donc
dxi dx’i ’

à e g si l’on pose on aura donc
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Ce à (3.7) et à la définition de d , donne immédiatement le résultat

Démostration de est évidente pour a de degré 0 , d’après
la définition de et le fait que 0. Il suffit donc de la démontrer

pour a de degré 1 , on a alors

Il suffit donc d’établir qu’on a = or poure i w
on a :

Mais on voit immédiatement que

a même projection sur que

Ceci achève la démonstration.

Remarque ~~.1 ~’~ ~ On pourrait définir la différentielle extérieure d sur

comme la dérivation qui est égale à la différentielle usuelle en degré 0,
et qui est donnée en degré un par la formule habituelle :

on définit alors d sur par (3.11). Désignant ensuite par É-1 

l’élément de J~ T * 0 (resp. jk+ 1(T) * » (T) ) défini par é- 1

(resp. l’identité), on définit encore 1(-e:l )a par (3.7) et lton trouve, en pre-
nant une base locale de (T) les formules suivantes, qui généralisent la pro-

position précédente s

Le crochet défini par la formule (3.12) n’est pas "le meilleur possible", en
vertu des remarques suivantes s tout d’abord, pour u v E 

on obtient seulement un élément de ~(T), alors que 3.8 donne un
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élément de (T) (dont le précédent est simplement la projection

par 9 d’autre part, pour u quelconque, v ~ (T) , si

k 1 ou k = q = 0 , le résultat ne dépend en fait que de la projection

ut = (id © (ainsi que nous l’avons remarqué pour u = à ) , Dans ce qui sui

nous écrirons des crochets de type Eu,v] en leur attribuant la "meilleure va-

leur possible". compte tenu de ces remarques.

PROPOSITION (3-18). On a les formules suivantes

La. première formule s’écrit [£(Q),£(u) et la seconde s’écrit

comme l’identité de Jacobi pour Q, u g v j quant à la troisième, elle montre que
la formule D b u = 0 peut s’écrire comme l’identité de Jacobi pour Indi-

quons rapidement comment on établit ces formules.

Pour ~3.~8.~ ~, on traite tout d’abord le cas où u = g est de degré 0. La

considération du groupe à un paramètre associé à un relèvement de ~ conduit faci-

lement à la formule

d10Ù le résultat cherché puisque le premier membre vaut Ensuite -

et l’on est immédiatement ramené au cas précédent.

Pour (3.18.2), on prend encore u = ~ de degré 0, et lIon a (encore par un

argument de groupe à un paramètre) :

qui s’écrit encore

ce qui est le résultat cherché, on passe de là au cas général en utilisant

(3.18.1) et (3.13).

la formule (3.18,3) se vérifie en coordonnées locales on a
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dtoù

d’après (3 ~’~ 2 ~ p mais le premier terme du second membre est évidemment nul, et le
second est nul d’après (3.~~~, C.Q.F.D~

Remarque (3.19). Il peut être commode pour les calculs effectifs de "trans-
porter" les opérations précédentes sur (T); de façon précise posons,
pour ° 5 = (é ’)*a p - ~" ~ ~ A~J~T)~- .1 
posons alors s

on a alors s

où le 1: et le crochet du second membre sont ceux de Frölicher-Nijenhuis. Ceci

montre que, aux notations près, les notions introduites ici sont équivalentes à
celles considérées par Spencer [1] (mais la considération de J° (T~# rend les

invariances plus évidentes).

Démontrons (3.19.1) pour a- ~ , et S de degré 1, on a, pour fl E 

d’où, d’après (3-15) :

d’où. le résultat, le reste des formules précédentes se déduit ensuite facilement

de (3.1). (3e2), (3.7) et (3.8).

Revenons aux notations du paragraphe 2 : il résulte immédiatement de (3.8)
que si R est une équation de Lie, R k est stable par le crochet

(3.8), et par conséquent est une sous-algèbre de Lie graduée de i-(T).
Nous allons en déduire le résultat suivant (qui d’ailleurs pourrait aussi bien se
démontrer à partir de 3.6) 1
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PROPOSITION (3.20). Si R k est une équation de Lie$ est aussi une équa-

tion de Lie.

Soient - -- E il faut montrer qu’on a aussi [§ ,1] E d’uneSoient ~ faut montrer qu’on a aussi [§,n] ( Rk+1,
part on a bien 

-

Reste donc à voir qu’on a D£[§,n]£T*O Rk, ou encore R 9 ce

qui résulte aussitôt de la remarque précédente, et de la formule (3.18.2) :

Renarde (3.21). Dans la démonstration précédente, seule la relation

c S est intervenue (le fait que Rk soit un fibré, et a fortiori le
fait qu’il soit formellement intégrable nta joué aucun rôle). Si donc nous appe-

lons "opérateur différentiel de Lie" un morphisme Jk(T) --&#x3E; F (F, un fibre

vectoriel) tel qu’on ait [Ù,#] Êk@ les prolongements seront encore

des opérateurs de Lie. Il en résulte que, si lton obtient une équation formelle-

ment intégrable pour £ assez grand, ou y plus généralement, en appliquant le pro-
cédé de Goldschmidt [3] (qui consiste, en gros, à rajouter des équations obtenues
en dérivant les équations initiales, de manière à aboutir, sous des hypothèses de

régularité convenable, à une équation formellement intégrable), cette équation
sera "de Lie" au sens de la définition (2.4). Il semble donc que cette défini-

tion, malgré son caractère apparemment très grossier, soit suffisante "en prati-

que" i.e. dans le cas ou lton espère des théorèmes et pas seulement des définitions

(alors qu’a priori, on devrait penser plutôt à imposer des conditions sur l’opé-
rateur @ lui-même).

4. Transformations diagonales.

A) Soient (resp. resp. jk) l’ensemble des jets dtorclre k

inversibles d’applications X - X, (le source a et de but b (resp. de source
a et de but quelconque, resp. de source et de but quelconques), ouni de la loi de
composition des jets, ilk est un groupolde, i.e. une petite catégorie(l) dont les
flèches sont inversibles. D’autre part, 11 est muni naturellement d’une structu-

re de variété différentiable. Sauf mention expresse du contraire. nous considè-

rerons Ilk comme fibre sur X par la projection "source". Nous noterons alors
nk ses germes de sections en a . et nk le faisceau de ses sections.

a

Soit dtautre part F une application X2 - X , et posons f(x) = F(x,x) ~
Inapplication F = (1,F) g )(2 )[~ est 1B -projetable et préserve ù i nous di-

rons que F est diagonale si, en outre, pour tout xEX, le germe en x de

1) Une catégorie est "petite" si ses flèches forment un ensemble.
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l’application est inversible y le composé de deux applications

diagonales est évidemment encore diagonal y pour qu’une application diagonale
F = f,F) soit inversible au voisinage de il faut et il suffit que f soit

inversible.

Par définition, nous dirons que deux applications diagonales F et G ont

même partie principale d’ordre k (k entier # 0) si elles coïncident 

ainsi que leurs dérivées d’ordxe :2 k , ce qui entraîne en particulier f = g ,

nous écrirons quelquefois cela abusivement = G(x,x’) mod A

la partie principale d’ordre k définie par 9 , on fait correspondre la section

de 11 suivante s x 4--&#x3E; [jet d’ordre k en x de x’ 1-~ il est

clair que l’on obtient ainsi une bijection de l’ensemble des parties principales

d’ordre k d’applications diagonales sur dans suite, nous identi-

fierons ces deux espaces de façon plus précise s soit FETTk: on peut considé-

rer F soit comme jet d tordre le X -+ X , ou encore de section

du fibre trivial X~ -&#x3E; X , soit comme valeur sur un point d’une partie principale
seul le second point de vue se prête à la transformation

de F par les automorphismes diagonaux de X (le premier n’étant adapté qu’aux
transformations de la forme y’ = g(x’ ) , y = i.e. préservant 1B et 112;
dans ce cas les deux points de vue sont équivalents). Nous adopterons donc en

principe le second point de vue, le premier ntintervenant - aussi peu que possi-
ble - que pour nous rattael-ier à la théorie formelle des équations différentielles.

Nous espérons que cette remarque pennettra au lecteur de se sortir des situations

les plu.s inextricables...

De même , les germes de sections de Il k seront identifiée aux "germes de 

ties principales d’ordre k d’applications diagonales", que lion définit comme

on pense. Par passage au quotient, ou en utilisant la loi de composition de 

on obtient une loi qui, à et y associe GF ~ nk Le sous-on obtient une loi qui y à FETTka et Gr, £TT. Le sous-

faisceau, noté des éléments inversibles de ilk est encore un groupoide g

une section F de II k est donc une section de nk si et seulement si elle est

étale (i.e. localement inversible), ou encore si f est étale.

Soit le faisceau des germes d’applications étales X - X y à

f E on associe le germe dtapplication diagonale (x~x~) ~ (f(x),f(xl»
dont la partie principale d’ordre k sera désignée (il est clair que,
dans le "premier point de vue’Ici-dessus, cela coïncide avec ce que tout le monde

note jkf). Pour k = 0, on obtient un isomorphisme jo: Aut(X) - Ho. Dans la

suite, nous identifierons ces deux faisceaux [de même que nous avons identifié T
et J~T)3.
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Notons enfin que peut être considéré comme "l’algèbre de Lie" de 1!k,
dans le même sens où considère habituellement T comme "l’algèbre de Lie" de

Aut(x) , c’est-à-dire les propriétés suivantes :

a) soit Ft une famille à un paramè-tre de sections de nk , dépendant diffé-
u N

rentiablement de t , avec Fo = id, en relevant la situation à X2, on défi-

nit de manière évidente

b) soit [  en relevant g en un champ diagonal sur X2, on

définit, pour tout ouvert U relativement compact de X (en abrégé U c cr X) et
tou.t voisin de 0 ~

Les formules usuelles sur l’exponentielle des champs de vecteurs sont encore
’ 

vraies, puisque tout est défini à partir de la situation usuelle sur Enfin,
de la définition de j résulte que y pour tout ¡; ~ r(X,T) , on a, pour V c c X

et t voisin de 0

(dans la suite, nous omettrons d’indiquer l’ouvert U, par abus de notation).

Les correspondances précédentes s~étendent encore aux germes, ou aux sections

sur des ouverts de X (nous laissons le lecteur préciser... ~ .

Prenons k &#x3E; 0, et soit F E le théorème (3.6) et les considé-
rations précédentes nous amènent à poser

En effectuant le calcul exi coordonnées locales après avoir relevé F en une

application diagonale, on trouve

ce qui montre que est bien défini en tant que section de T*D de

l cf.,. -F 0 ’ . t, ôF 
0 -F 1 

(r)plus? 0 équivaut à àx = 0 y ou encore = J (f) .

De = 0 , on tire = 0, d’où, d’après (3.6) et (4.2)
"l’équation de structure" (pour k s; 1 - pour k = 0 y cette équation est vide)

En passant aux germes, on obtient le "complexe non linéaire de Spencer"

(1 ère forme)
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avec D1u = Du + et ce complexe est exact en TTk+1. La théorie de
l’équivalence peut être faite avec ce complexe (cf. Guillemin-Sternberg [1], Quê

[11). Il nous paraît cependant préférable dtutiliser la variante qui fait interve-
nir a et le théorème (3.14), pour une raison qui apparaîtra au § 6. Pour cela,
notons que pour É c -k+1) 2 sur les Je(T) (£ a k+1) et les

J (T) (e  k) et leurs duals , et commute avec les divers crochets définis au

§ 3 - on peut donc définir, à étant "pris à l tordre k " :

En fait, on a :1&#x3E; F t: r(XeJO(T)* 0 J~(T)) ~ en effet, avec les notations de

la remarque (3.17), ou. k+1 est remplacé par 1,, on a Q = £-1-1; comme

l~l (1) = -1 1, il vient 

p - 1

Ceci, joint à (4.6) , donne le résultat cherché.

Il est facile de trouver la formule reliant D F et D Î$ g en de la

formule (3-5) : E% = §AQ, et de (4.2) , on tire

ce qui s’écrit aussi

(4.8) + (i17 le produit intérieur droit) .

D’autre part, (4.7) s’écrit aussi s

Par conséquent, les applications F) sont inverses

l’une de l’autre; on en déduit d’abord 0 équivaut à 36 F = 0 , donc

à F = jk+1(f); on en déduit ensuite l’expression en coordonnées.

En effet, pour Î = à +a(x,x) p posonsEn effet, pour § = a(x,xt )d dx’ + a x,x dx, posons

d’après (4.3), on a

dtoù

puisque
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d’où finalement

et par conséquent,

Cette formule m’avait été donnée par C. Buttin, dans un état de la théorie

antérieur aux formules (4.6) et (4.7).

Finalement, de [5,Õ] ~ 0 et de (3.14) on tire "l’équation de structure"

(2ème forme)

(on écrit ici pour id 0 Îuk- 1 )
cette projection intervient ici du fait que [à ,Q) ntest défini que connue forme

à valeurs dans jk-1 (T) , alors que [D F,D F] est définie pour k &#x3E; 1 e comme

forme à valeurs dans pour k = 0, la formule est vide et la question ne

se pose pas).

En passant aux germes, on trouve donc le "complexe non-linéaire de Spencer"

(2ème forme) . 
S -

avec
k+1

et ce complexe est encore exact en 11 .

Remarque (4-13) (Analogue de ~.~9~· Pour posons a = (~’~ ~~a 9 et

(a) = (a). Pour calculer (a), notons qu’il coïncide avec F 1 (a)
lorsque Ci est de degré 0~ et que, d’autre part, commute au produit

extérieur ? il suffit donc de faire le calcul pour 1 q or, en tranxpo-
sant (4.8), on trouve ~" 1 ( ( ~ z ~ ^ ~ = (É- 1 )* - i (~5 F~ et de en transposant

(4*7) s ’r 1 (lE*) = 6~ + F) p on en déduit que, pour deg(a) = 1 , on a

ou encore, en posant = (E* Ig&#x3E; id) i5 Ê p

Dans cet article nous n’utiliserons pas cette formule.

B) En vue d t effectuer dans la suite les prolongements des équations que nous
allons introduire, nous aurons besoin encore de quelques définitions. Si E est

un fibré vectoriel sur X, les germes de sections du fibre Je(Jk(E)) peuvent être
identifiés aux germes de sections de sur modulo 

8

les applications
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(voir définition au § 1) peuvent alors être décrites ainsi, avec la définition
évidente des n . ~ ~ X3 -~ Y~ d

.,

Si l’on prend E = T , on est alors amené à identifier aux germes de

champs TT12-verticaux sur X , 3 modula modulo les passages
aux quotients indiqués 9 on aura alors, pour g = 3x

Appelons bidiagonaux les champs de vecteurs g sur )c qui

1) préservent 23
2) sont TT12-projetables, avec diagonal sur x» .

En passant au quotient par on obtient un faisceau noté

en coordonnées locales, un tel champ s’écrit

Inapplication estunisomorphisme J~~~(T) -~ 
analogue à l’application E ; nous la noterons encore E , et nous définirons

par Î~ = E-1 On vérifie immédiatement que J~~(T) est un

faisceau d’algèbre de Lie sur X, et que j et X’~~ sont des homomorphismes de

faisceaux d’algèbres de Lie.

Introduisons maintenant les analogues "finis" des notions précédentes ? consi-
dérons une application F i X~ -~ X~ qui possède les propriétés suivantes i

1) F préserve 

2) F est TT12-projetable, et est diagonale X2-&#x3E;X2.

1) et 2) équivalent à ceci : F peut s’écrire y" = F(x,xi,x")
y! = y = F(x,x,x) , F étant une application X3 ~ X telle que,

pour tout XEX, le germe en x de Inapplication x’ !2013&#x3E; yt soit inversible.

Nous dirons que F est bi.diagonale si y outre 1) et 2)t elle possède la pro-
priété suivante s - 

.
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3 ) Pour tout x£X, le germe en x de l’application est

inversible. (Diaprés le théorème des fonctions implicites, il revient au même de
supposer que le germe en x de l’application est inversible).

On dira que deux applications bidiagonales F et G ont même partie princi-

pale d’ordre (~,,k) si, en coordonnées locales, on a F-G = 0 

on définit ainsi le faisceau n~ ~ " des germes de parties princi-

pales d’ordre d’applications bidiagonales il s’identifie au faisceau des
sections (pour la fïbration "source") du fibre des jets d’ordre A de

sections étales (i.e.de sections de muni de la loi de composition

des jets$ est encore un groupoïde ; on désigne enfin par le sous-

faisceau des sections étales de (ce sont les sections telles que
x2013~F(x~x~x) soit étale) g c’est encore un groupoideg et peut être

considéré comme son "algèbre de Lie", dans le même sens que est fil ’algèbre
de Lie" de £!K (nous laissons les détails au lecteur).

Les versions "finies" des applications ffk (;,ek) et B~ s 
peuvent se définir ainsi : si F est défini par yt = y = F(x,x),
~~# est défini par y" = Y, = y = F(x,x) , et est

défini par y" = F(x~x") ;’ y’ = y = F(x,x) .

De là résultent immédiatement les propriétés suivantes 1

(4,14) -ae est un homomorphisme de groupoïdes -k (4.14) j est un homomorphisme de groupoldes TT -&#x3E; l! ’

(4.15) ;.. est un homomomphismo de groupoides TTk+e -&#x3E; TT(e,k) due plus he
est défini "fibre par fibre", i.e. définit un homomorphisme de groupoides

--&#x3E; Il (.~ 9 k) que nous noterons 

(4-16) je et B commutent à l’exponentielle des champs de vecteurs.

5. Equations de Lie s forme 

Soit Ik(a)£TTk(a,a) le jet d’ordre k en a de l’identité, et soit Li 1{ - i 
la section de a F- soit 1  pour U c c X et t

voisin de 0 , nous avons vu que lton peut définir ~ en pre-

nant la dérivée ent = 0 , on obtient une application de dans le fibre

des vecteurs de M le long de dont on vérifie immédiatement que

c’est un isomorphisme, et que cet isomorphisme est invariant par les automorphismes

diagonaux ; dans la suite, il n’y aura donc aucun inconvénient à identifier ces

deux espaces.

Soit F E l’application GF est un isomorphisme

n (a) ? à un vecteur § E considéré comme vecteur vertical
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de nk en cet isomorphisme fait correspondre un vecteur de n (a) en F,
ieet un vecteur vertical de n (a) en F, que nous noterons ÔF j à un champ

~ OE on fait ainsi correspondre un champ vertical invariant à droite

(en un sens évident) sur nk : F !2013~ ~F ~ que nous noterons aussi Il re-

vient au même de construire T ainsi considérons un instant pour aEX fixé ,
comme fibre sur X par la projection "but" ~ si g est un automorphisme

de X, associons lui ltautomorphisme de F - avec

b = ôut(F) ; en passant aux automorphismes infinitésimaux, on obtient une struc-

ture de prolongement d’ordre k de - X sur nk(a), qui coïncide avec la res--tm--ic-

tion de T k en particulier y Tk est un homomorphisme d’algèbres de

Lie.

Soit maintenant Rk une équation de Lie j la collection des R.F y est

un système de Pfaff complètement intégrable, et transverse à puisque formé

de vecteurs verticaux. L’ensemble des sous-variétés intégrables passant par les

points de 11c définit donc un germe de sous-variété de n k au voisinage de Ik
que nous noterons Pk, nous désignerons aussi par Pk un représentant du ger-
me précédent, que l’on sera amené à restreindre au besoin, pour que les propriétés
qui su.ivent soient vraies.

Il résulte immédiatement du théorème des fonctions implicites que la restric-

tion à de l’application "source" et de Inapplication "but" sont des submer-

sions ~ par contre, la restriction à JI k de Inapplication "source x but" est

une submersion si et seulement si Rk est formellement transitif, i.e. si la pro-

jection est surjective (dans le cas général, on ne peut absolument rien
dire, vu que nous n’avons même pas supposé T de rang constant).

On démontre, comme dans la théorie des groupes de Lie, que Pk est un germe

de sous-groupoide de nk le long de L, y c’est-à-dire que si l’on a : FeT
et assez voisins de ~c avec source G = but F , on a et

nous laissons les détails au lecteur.

Comme muni oauf exception de la projection "source", on notera

alors ~ le faisceau de ses sections, et ~l-( le faisceau de ses sections éta-

les. Dans la suite, nous supposerons k é 1 , le cas k = 0 étant trivial par

Frobénius.

Soit J’ (X) l’espace des jets d’ordre k d’applications X --&#x3E; X (ou, ce

qui revient au même, de sections du fibre trivial X2 ~ x), muni de la projection

"source"; si l’ on considère comme un ouvert de (cf. début du § 4) y
est une équation différentielle non-linéaire d’ordre k dans le fibré X~ -~ X

Nous utiliserons dans ce cas la théorie formelle des équations différentielles,
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en prenant pour référence Goldschnidt [2 ] g dans ce contexte, nous allons rappeler
rapidement quelques résultats essentiellement bien connus (voir notamment Quê[Tj)*

Pour et ~ section de ~(1 k) on peut définir vecteur

vertical de n(1,k) en F , de la même manière que nous avons défini r ci-

dessus - désignons par jl(Rk ~(l,k) (T) (resp. le) resp. Ô~ £P ~) 
l’ensemble des jets d’ordre 1 de section de R (resp.
de sections de ip k1 resp. de sections étales il est facile de voir

est encore un faisceau d’algébres de Lieg et que, au voisinage de

j1 L = h1 Lk+1, J1 Ck) peut être construit au moyen du système de Pfaff

de la même manière que k a été construit au moyen (nous
laissons les détails au lecteur. d’autre part, du fait que h1: 
est un hommorphisme de groiipoldes, résulte que h1 commute à l’opération

(~F)h~~F ~ Ces faits, joints à liégalite- (qui exprime que
est le prolongement d’ordre 1 de Rk) entraînent, au voisinage de Ik+1,

la relation : 
’

D’autre part , s’identifie naturellement en prolongement d t ordre 1 de

H (puisque lr é 1 

’ 

un élément de dont la projection d I orâre k est

inversible y est lui-même inversible) ; d’autre part, on a, par le même argument,

Par conséquent,, (9&#x3E; k) (1 ) = est le prolongement d’ordre 1 de

et l’on a le résultat suivant :

PROPOSITION (5-1). Au de == k) (1 en 

lier la projection k’ k est surjective.
Le dernier point résulte immédiatement du théorème des fonctions implicites et

de l’hypothèse f1 Rk+1 ~ Rk surjectif".

Naturellement, on notera dans la suite k (1) [resp. ~k (1 le faisceau

des sections (resp. des sections étales) de (?k)(1) @ comme sous-fibre de

TT(1,k).
La fin de ce paragraphe sera consacrée à l’étude de la 6-cohomologie de Pk,

et de son complexe de Spencer. Soit V(nk) (rerp. le fibre des

vecteurs verticaux de nk (resp. l’ensemble des vecteurs verticaux en F de nk) ;
rappelons que l’application g (ou, si lton préfère, la projection "but")
est un isomorphisme ce dernier espace étant identifié à

b = but F.
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Soit G un automorphisme diagonal de X~ ; pour a~X , l’application
F i-&#x3E; G(b)F (b = but F) est un difféomorphisme de II (a) ; en particulier, il

envoie en un vecteur vertical au point G(a), que nous noterons ~ ;
il est visible que ÔÔ ne dépend que de ~ et du jet d’ ordre 1 de G en a ,

d’où une application 
- -

que nous noterons (H~) -~ H§ , ce dernier étant un vecteur vertical en liQ (H),
si lion désigne par q la projection naturelle Il est visible aussi

que Inapplication composée § 1-7 Gg de sur 

ntest autre que l’opération naturelle de G sur e(T), considérée au § 4.

Prenons maintenant (a) , et posons H = b = but H %

considérons Inapplication

Soit f un germe dtautomorphisme de X en a , avec jk+1f(a) = l~ ; il

est clair qu’on a = h1H1, donc l’application précédente est l’opéra-
tion naturelle de la transformation diagonale (fyf) - ou, si l’on préfère, de

sur ~(T)(a) y c’est-à-dire sur puisque (f,f) commute 
-k+l

à e. Cela s’exprime encore de la iuanière suivante s l’opération naturelle de Il
sur e(T) , considérée au § 4 se fait fibre par fibre dans les deux espaces e

dtcù une application

notée en principe (# ,§ ) ~ 1B b = but nous écrirons aussi

quelquefois H~[§] au lieu de I~(~) pour éviter les confusions avec les opéra-

tions dans V(il ) définies plus alors, notre application est simplement

£ |-&#x3E; £-1 H1[£§].
Soit alors avec = F, considérons l’automorphisme u de, ’

3~(T)(a) s (on pourrait aussi écrire J-F(at1 au lieu de

F~) ~ de ce qui précède et de (4.9), on déduit qu’on a :

ou encore, avec les notations de (4.13) :

De si 1 i on considérait ù-1 au lieu de u , on serait conduit à une

formule contenant DF au lieu de DF, le lecteur averti reconnaîtra là les

considérations connues relatives à la forme fondamentale de Cartan (cf. Bernard [1]),
et à la définition de 5 É à partir de cette forme (Guillemin-Sterriberg [1]).
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La formule (5.2) peut encore stécrire un peu autrement (cf. Quê [11) : soit

l’espace des jets dtord-re 1 de sections de n k , on a une injection cano-

nique 1, (1 1 k) c J1 (nk) (Il( 1 k) étant l t ensemble de ceux de ces jets qui sont in-

versibles)e et soit l’ensemble des se projetant dans nk sur

1k ~; posons encore n~1 ,k) = n n~~~, on sait (par exemple Goldschmidt

[2]) que J~ (nk) est un fibré affine sur Ilk 9 de fibré vectoriel associé

en un point F 1-- fibre affine a une section canonique,
i.e. jlLk, y d’où un isomorphisme 5 s -&#x3E; T*O Jk(T), on vérifie alorsi.e. ’31:Sc’ d’où un isomorphisme à i ..., T* O Jk(T); on vérifie alors

la formule suivante s

De là, et de (5*2) on déduit ceci soit P, avec wk(F1) = F, alors,e wk
on a :

De même., on trouverait

Ces forroules sont du reste faciles à vérifier directement en coordonnées, en
utilisant (4.3) et (4.10)e et l’expression suivante de 5 : soit p E 

F s’écrit connue une application X3 -&#x3E; X : y" = F(x,x’ ,x") mod (XI-x)2 p 
avec = on a alors :

les a . étant définis on a alors :
i 51

[A noter que les formules (5.4) et (5.5) sont l’analogue non linéaire de la
formule bien connue suivante (qui est du reste la définition traditionnelle de D):
si E est un fibre vectoriel sur x , on a un isomorphisme

et, pour £ e ,jk+ 1 E on a, en identifiant les deux espaces précédents s

cf, aussi la définition des formes différentielles, et de la différentielle exté-

rieure Grothendieck [1~] ].

PROPOSITION Ô e Ük+1, les propriétés suivantes

sont équivalentes 1
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Il est connu que J1 (7 1~ est un sous-fibre affine de Ô (restreint à
de fibre vectoriel associé V ~’ ~~ 9 par suite, on a T* 0 R k.

Alors la formule (5.4) montre que 3) est équivalent à Jl ~’ ~ donc à 1),
ltéquivaleiice de 1) et 3) s’établit de la même manière, à partir de (5.5), on peut
aussi démontrer a priori l’équivalence de 2) et 3) en utilisant le fait que
e + et sont inverses l’un de l’autre, et la remarque élé-

mentaire suivante a soient E un espace vectoriel, F un sous-espace de E , u.

une application linéaire E - E vérifiant u(E) cF, I+u inversible 1 alors
si l’on pose (I+U)-l = 1-ii ~ on a F .

De la proposition précédente résulte que le complexe (4.12) donne par restric-
tion un complexe :

où (sol) désigne le faisceau des f 6 Aut(x) vérifiant j kf (c’est un
germe au voisinage de Ik e dans la topologie de sous-groupoide de

Aut(x), qu’on désigne souvent sous le nom de "pseudo-groupe de Lie"). Ce complexe

est exact en k)(1), ? par ailleurs, si Rk est contenu dans le prolongement

d’une équation de Lie on peut remplacer le dernier terme par

A2J°(T)*ORk-1.
De même, le complexe (4-5) donne par restriction un complexe analogue, que

nous n’écrirons pas*

nema (5-8)- Il est immédiat que les considérations précédant (5.2j "se res-
- .:gm 

k it -k - k k - (1 )treignent à Pk"; en particulier, si on aura = R ; si F£(Pk)(1), on
aura C RIe (cette dernière égalité ayant d’ailleurs un sens "fibre par fibre").

Passons à l’étude du "complexe de 8-cohomologie de Pk; soit y’ le

noyau de wk : Jk(T) --&#x3E; }=-1 (T), à noter qu’on a un isomorphisme

commutant aux automorphismes diagonaux de X2. Soit d’autre part v(nk) le sous-

espace de forme des vecteurs dont la projection dans est nulle ;

soit de source a, et de but b , avec k~1 y -, pour 0 # ~~=k ~ la

théorie formelle des équations différentielles (cf. Goldscimidt [2]) donne un
complexe
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d’autre part", la théorie des équations linéaires donne un complexe (cf. § 1)

Le passage de l’un de ces complexes à ltautre s’effectue par exemple ainsi :

prenons r E = F g alors l’opération § = s~
envoie sur [autrement dit, on prend Fl E -il = F ,
et on considère l’application § !2013&#x3E; il est visible que la restriction

de cette opération à ne dépend que de F 9 et même on opère de

même pour j&#x26; ~ le. A noter que y pour 4 0 ~ il revient au même de prendre

n’importe quel F E avec = P , et de considérer l’application

Ô i-&#x3E; F§, puisque e:-1. induit l’identité sur y (cette remarque nous servira
dans le lemme 5.12 ci-dessous)~ On obtient ainsi un diagramme (5.10)k - (5-9)k*

(5-1l)- Ce est commutatif.

Considérons un instant F comme jet de section du fibre trivial X~ -~ X , et

considérons le germe (idlf-1 ) de morphisme de X2 au-dessus de X g on sait

(Goldschmidt [2]) qu’il commute à (5-9)k 0 Nous sommes donc ramené au cas où

F = Il,(a) , auquel cas la démonstration peut être laissée au lecteur.

Posons maintenant 9 k = R~ n y l~1- 1 = n 

LEMME (5.12). Soit F£ de source a ; l’isomorphisme précédent

restriction un isomorphisme

Soit fi E e - . avec F(a) = on a visiblement mk(a) = 
-a 

- k k k k
d’où, par restriction, = (ici, on a k &#x3E; 1 , donc A, R Il
cela, joint à la remarque ci-dessus, donne le résultat cherche.

THÉORÈME (5-13). Supposons 2-acyclique. Alors k est formellement inté-

grable.

En effet, il résulte des lemes précédents que v(,7 k) est 2-acyclique, et

que 
, / , , - , A , ,

est un fibre vectoriel (i.e. est de rang constant), puisque isomorphe à

D’autre -part? on a vu que (9 surjectif , c’est donc un fibre af-

fine sur e k de fibre vectoriel associé E v(l k) 3 (1 ) la Le théorème résulte alors
de Goldschnidt [2].
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Remarque (5.14). Ilasque R"’ est supposé formellement intégrable, il existe

un prolongement Re k) qui soit 2-acyclique (ou même involutif, 
n-acyclique cf. Quillen ou Goldschnidt [1j). Quitte àrestreindxe k une

fois de plus (on l’a déjà fait si souvent sans le dire i), on déduit alors de

(5.1) et (5.12) que ?~ est formellement intégrable et 9~ ~ surjectil j
dtoà l’existence formelle (et même 11 existence tout court, dans le cas analytique)

1-
de solutions dont le jet d tordre k soit donné dans 

6. Problèmes d’équivalence 

’

A) Rappelons la version "sophistiquée" du complexe de Spencer (Spencer [1] ou
[2] ;’ voix aussi Quillen [1] et Goldschnidt [1] pour le cas linéaire). Soit ’6 la

restriction de -D à 3 0 l" (k 4 1) et posons

= 0 J~(T)/ô(A~r(T)~- ~ ’y 1~ == 0 F~’~ g
à noter que (toujours pour k # 1) , t est une algèbre de Lie graduée pour le
crochet quotient de celui défini au § 3 sur cela résulte immé-

diatement de (3.18.2) et du fait que, pour k é 2 , § 0 y k est un idéal

de 0 APJO(T)* 0 ik(T) (par contre, pour k = 1 , cette dernière propriété n’est

plus vraie car !(~) n’opère pas trivialement sur seul le fait que

v~ est un idéal de subsiste). On a alors un complexe

obtenu de la manière suivante s soit u ~ on relève u en

et Du est la classe de Du’ dans on vérifie immédiatement qu 1 elle ne
dépend que de u) i il est connu que ce complexe est acyclique g et la formule

(3.18.2) sera encore vraie ici avec D remplacé par D ~ le crochet étant ici

celui de j-k
I~, version "non commutative" de (6.1) s’obtient ainsi s toujours pour k à 1y

soit i-i k 1-1+1 1 (a) l’ensemble des n 1 (a) , avec wG = on sait que

nk+ 1 est un affine sur la fibre du fibré vectoriel associé étantest un fibré affine sur 1-I 
, la fidre du fibré vectoriel associé étant

V(TTk+1); en a ce fibre a un élément canonique, i . e . Ik+1(a) d t où un

isomorphisme à 1 lr (a) ll£ . yk+1 9 cet isomorphisme stinterprète d’ailleurs
..."’B.. 

hi el 
1 
( ) 19è.. d L. 

, .

aussi comme un isomorphisme du groupe !k (a) sur son algèbre de Lie y on 

fie immédiatement que le diagramme suivant est commutatif s
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De là et de ~5.5~ on déduit ceci :

-- 

Soit maintenant FETTk; relevons F en F et la classe a e

;/J Fl cette classe ne dépend pas de en effet, s oit Fa un autre

relévement de F 9 on a - - G d t où x .6 et 6.relèvement de É g on a F2 = F1G, G£TTk+1k d’où par (4.6) et (6.§)

d’autre part, G opère trivialement sur , d’où finalement

Posons maintenant, pour or c = on obtient ainsi une .

suite :

dont on vérifie immédiatement que clest un complexe, et qu’il est exact en ffk .
A remarquer que si l’on avait voulu partir de (4.5) au lieu de (4.12), on aurait
eu des difficultés sérieuses (notamment, on aurait trouvé un quotient de
V-1 0 par un groupe affine, et non plus par un sous-espace vectoriel, et
la version "sophistiquée" de Il serait en conséquence peu maniable) s ceci est

notre raison majeure de travailler à partir de (4.12).

Comme est un opérateur différentiel d’ordre 1 , il définit un morphisme

de fibres g) : r~ que la formule (5.4) permet facilement d’in-
terpréter t soient F sa projection dans nk, p et Fi un relèvement

de F à k-Fl alors est la classe dans de

classe indépendante de F, comme nous venons de le voir 1, on en déduit que 

lité ~’ ~ ~’; ~ ~ équivaut 

Désignons dtautre part par l’ensemble des 
’

dont la projection wo(a) clans JO(T)* 0 T vérifie : Il E-1 - esta£Tk,1 dont la projection wo(a) dans J°(T)*O T vérifie : "£-1 - ir(a) est

inversible" [£-1 étant l’élément de T associé à -&#x3E;
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11 image de TT(1,k) _ et même l’image de Îî (1 k) = n 11 (1 k) - dans

P1 (D) est ég-ale à que à 1 k est l’ensemble des
c~ E T* 0 vérifiant Il id + So(a) est inversible" y vérification immédiate

à partir de l’expression de a en coordonnées donnée au § 5). En rés-umé :

LEMME (6.6). Pour k é 19 la suite

est exacte au sens suivant : À1 est pl(~) et a

De même . la suite

est exacte.

PROPOSITION (6. 1) . Pour tout k 1 , la suite

Il suffit évidemment de démontrer, pour tout 0 , ltaseertion suivante s

Soit u ~ #9F » avec inversible ,

(cette dernière assertion étant vide par hypothèse pour k .: 0) g alors il existe
~~ 

= u .Feg vérifiant DF = u .

Cette assertion se démontre par récurrence sur pour k = 0 , cela ré-

sulte des faits suivants, de vérification iimnédiate :

1) Inapplication d : TT1 -&#x3E; T*O T est un isomorphisme de TT1O sur le sous-

ensemble des U E T* 15 T vérifiant " id+u est inversible",

2) pour on a 

N ~~ IV

A, noter qu’on pourra donc choisir F vérifiant £F = u et 5oF = 10. Sup-

posons alors (6.8)k démontré, et démontrons (6.8)k 1 9 soit u comme dans 

cé, avec k remplacé par k+1 y et soit u’ t = wku, soit y 
~ - "k-!-2 ~ - k+2

et relevons F en cherchons F2 = F .G avec ’ tel qu r on
N NN

ait i"F:;a = 
y il revient au même de ou, avec les no-

iations de (6.3) ~ - 6g = u - _ v y on = 0 ~ donc y~~ ~
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de plus, on vérifie facilement qu’on a encore Dv - 1 2wk[v,v] = 0 , ce qui s’écrit

aussi 6V = résultat se déduit a lors immédiatement de l’exactitude du

complexe (1.3).

Remarque (6.9). Le raisonnement précédent montre qu’on peut en fait remplacer
fik dans (6~7) par fl£ = = ce qui est du reste évident en rem-

plaçant F par f = D’autre part, l’application

est injective puisque, pour F et G (ou = ~ G)
équivaut visiblement à il en résulte que la suite des sectionsa Aut(X) q

est encore exacte, et de même avec au lieu de j- (X
o

Soit maintenant + une équation de Lie, avec k # 1 comme d’habitude, soit
1 

l’image de J°(T)*ORk dans Tk,1, et posons C k 11 1 = 

1 
n On a

évidemment k 1 = J° (T)7&#x3E; Q9 ; comme est de rang constant, k 1
le sera aussi. De la suxjectivité de on déduit alors que

envoie R dans Ç 9 de même, la surjectivité de (?k)(1) - 9k et (5.7)
montrent que (6.4) donne par restriction un complexe

et ce complexe est exact en 

Le lemme (6.6) donne alors par restriction le résultat suivant x

(6.11 ). Les suites

sont exactes. (Pour l’analogie dans le cas linéaire, voir Goldschmidt [1]).

Supposons é 2-acyclique, et soit l’image de

R~~ dans I’’~ g ~ ~ on aura alors

et lloii vérifie aisément que est de rang constant ; de la surjectivité de
k+1 ,. A k 1 k 2 A k 1 k 2R-&#x3E; Rk, on déduit alors qu ton a ]XT’ ce’ ce’ ..
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le complexe (6.10) peut alors s’écrire:

Notons enfin ceci ; soit avec k ~ 1 y alors, 1 laction de -1 sur

~,~J° T x ~ J~(T) passe au quotient pour donner une action de sur r~’P ~ il
suffit pour cela de remarquer ceci: soit u E et soit F- un

relèvement de T à TTk+1; alors ne dépend que de F et u et en

le notant F1(u), on a yl (Õu) == (u) (formule qui résulte immédiatement de
(3.14) et de (4.6) ). Pour F£TTk et - Êk on a alors

qui résulte de la formule analogue pour D (elle-même conséquence immédiate de
(4.6) ). 

_

Pour l{ 1 posons dF = DF + ) g les formules suivantes :

(formule qui, appliquée à a = 0 , redonne (6.14)),

enfin, , , on a a, .

Ces résultats s’établissent comme les précédents , 9 nous laissons les détails
~ "’k k

au lecteur. Notons enfin que, pour de =!i on déduit

d’où une "restriction" des formules précédentes Ck,p et êk,1. Avec

ces remarques se terminent enfin nos préliminaires,,.. Toutes nos excuses au lec-

teur.

B) Soit Y une variété de classe sur Ry avec dim Y = n (= dim X) y
soit TT’k = TTk l’ensemble des jets d’ordre k inversibles d’application
X - Y ~ nous utiliserons dans cette situation plus générale les mêmes notions
et notations que dans le cas X = Y en laissant le lecteur les interpréter. Soit
R~ une équation de Lie sur X (avec k # 1) , :p k (= ni x) sa "forme fi-

nie et une sous-variété de Il tk Posons 
~

et définissons de même ~j5 ’~( . ,’D) , avec DEY.
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DEFINITION (6.17)* Nous dirons que P’k est -une ou une Rk)-structure si
les propriétés suivantes sont vérifiées.

1) Sur P tk les projections "source" et "’but’’ sont des submersions.

2) 1 k "opère principalement t au sens suivant i soit ’k ,
de source a, et de but b y alors F dans P’k(.,b) est

formé des FG, G voisin de 

La première condition équivaut à ceci : Par tout passe un germe de

section étale cle en fait, parmi les de projection F,
l’ensemble de ceux qui sont inversibles formera un ouvert dense.

La seconde condition équivaut ensuite à ceci : soit = 

alors, pour tout fiY 9 ke de source b et de but a , on a

En considérant comme un ensemble de jets de sections du fibre trivial

X x Y - X p on fait de P ,le une équation différentielle d’ordre k dans ce

fibré, qui est l’analogue non-linéaire d’une équation avec second membre, p k
étant l’analogue d’une équation homogène. A l’usage des non-spécialistes y et pour

justifier le titre de ce paragraphe, donnons quelques mots d’explication : une

telle équation intervient lorsqu’on cherche à comparer deux "structures infinité-

simalesil cr sur X et u’ sur Y (par exemple deux opérateurs différentiels,
deux tenseurs, etc...) : RIe est alors l’équation des automorphismes
infinitésimaux (resp. des automorphismes) de cr 9 l’équation des germes
de difféomorphismes X -&#x3E;Y qui transforment a en cy trouver des germes de

solutions revient alors à montrer l’équivalence locale de a et cyl

(ete si Y == X y trouver une solution inversible de revient à montrer

l’équivalence globale de a et cyl, mais nous n’aborderons pas ce problème ici),

Soit de source a, et soit FE 5-t k avec F(a) = F g l’applica-a e

tion g = £-1§) permet de définir un isomorphisme du complexe

(5.10)k+.g (j&#x26; ~ 0) sur le complexe de ô-cohomologie en F (raisonner
comme en (5~11 ) et (5,12) ) . D’autre part, on a le résultat suivant :

(6.18). Soit les propriétés suivantes sont équivalentes.

1) Il existe = F .

2) La "condition d’intégrabilité" suivante est vérifiée.

(C) Soit de protection F dans on a 



40

Montrons 2) r* 1). Soit F2 comme dans l’énoncé , on u en fait,

F2 d’après le lemme (6.11) il existe G£J1(Pk)(a), avec

=p1(D)G; on a alors et P1(D)(G-1 F2) =0 , donc

G-1F2£(P,k)(1), l’implication 1 ) x 2) se démontre en renversant le calcul.

De làe en raisonriant connue en (5.13), on déduit la généralisation suivante du
théorème (5.13).

soit 2-acyclique et que , en tout point

Fey,k la (C) soit satisfaite. est for-

mellement intégrable.

Dans le cas analytique (i,, 0,&#x3E; X, Y, Rk sont analytiques), on en dé-

duit, par le théorème de Cartan-Kähler-Kur nishi, Inexistence y V k y d’une

solution f de ’1 ¡k vérifiant = F (voir par exemple Kuranishi [1] ou

l’appendice 2 du présent article).

DÉFINITION (6.20). Noun dirons est intégrable s’il est formellement in-
té ble et s i il existe (faisceau des 

féomorphismes de X Y) = F, a = source F , et

kfc- k
Etudier l’intégrabilité de revient à étudier la 1-cohomologie du com-

plexe (6.10) - pour le voir, il est commode de travailler dans les germes (ce qui
revient à étudier les problèmes d’équivalence locaux "avec points marqués"). Le
germe de variété avec source F = a sera appelé un germe de

Pk-structure en a y deux tels germes en a et 1 G) , avec
k k

Z une autre variété de dimension n , seront dits équivalentes si
,Z

la condition suivante est satisfaite s notons b (resp. c) le but de F (resp.
de G) ? alors il existe un germe de difféomorphisme @ s (Y,b) ---&#x3E; (Z,c) tel

== Nous noterons l’ensemble des classes

dtéquivalences de gejnnes en a due structures formellement intégrables j
pour germe (5’2 k F) soit équivalent à (~~ 1 Ik (a) ) ’ 9 il faut et il suffit

que k soit "intégrable en i.e. qu’il existe f ~ avec

= 
n 

6 ~

des germes avec F(a) = est
a, 0 -a k

un groupe qui opère à droite d’après (6.15) et (6.16) dans l’ensemble des
1 1- 

droi le d’apres A 0 ket ."’ k 1 dans l’ensemble -a des

vérifiant D1 u = 0; posons = Kk,1a/P-a,0.
Supposons Ù 2-acyclique, et soit un germe de P k-structure for-

mellement intégrable (diaprés les résultats précédents, il revient au même de dire
k - 

,.." 

k
que vérifie (v) en tout point G voisin de F). Soit avec

F(a) = F , et soit u la classe de ÎP- dans fil cette classe ne dépend
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pas du F choisi, en effet, si 11 oi-i prend F’£P,k,a avec Pl (a) = F, on aura

bfl = B~ , avec G~ ~ , d’où. par (6-14) 1 = si 1 t on prend

cp E b = but F, du fait = &#x26;F , on déduit que l’ima-

ge du germe dans est la même que celle de (1,k,F); on
k - a - 

obtient donc ainsi une application H’- H1 (Pk), qui est visiblement in-a a

jective. Enfin, on déduit de la proposition (6.7) que cette application est sur-
jective. En résumé

THÉORÈME (6.21) ("2e théorème Ï) R est 2-acyclique. 

tion précédente est un isomorphisme

Si 11 on se place dans la catégorie des variétés (et morphismes) analytiques
ou formels, cela, joint au théorème (6.19) montre qu’on a îr- (’1 k) = 0 (ce résul-a

tat aurait d’ailleurs pu être obtenu directement par une étude de l’équation
iF = u , 1- 1 analogue à l’étude faite dans Goldschmidt [1] dans le
cas linéaire).

7, Généralisation du théorème de Newlander-Nirenberg.

Nous nous plaçons ici dans "la catégorie "; l’équation R~ sera dite

analytique si elle provient d’une équation analytique sur X (supposé analytique-
réel) par de la structure analytique".

THEOREME (7 .1 Soit Rk une équation de Lie 2-acyclique, analitique, et elli p-

En tout point aix, = 0 .
- i?O’ - &#x26; R ....---...-.. - (T a 0

Autrement dit : dans les hypothèses précédentes, soit une

1 k-structure de classe ~° 9 vérifiant la condition d’intégrabilité (6.18.0) ;
alors es t intégrable. Ce résultat avait été conjecturé par Spencer [l].

En vertu du théorème (6.21), il suffit pour cela de démontrer le résultat sui-
vant : soit u£Ck,1a, g vérifiant = 0; il existe vérifiant 1;5F = u. Nous

allons démontrer ce résultat par une généralisation de la méthode employée dans

Halgrange [2j pour démontrer le théorème de Newlander-Nirenberg [ 1 ] (qui en est le
cas particulier est l’équation des germes

d’automorphismes holomorphes de E; considérés comme germes de difféomorphismes

de 1R2n, et Rl est donc l’équation des automorphismes infinitésimaux de C y en

tant que variété analytique-complexe. Alors, P,1 est une structure presque-

complexe et (6.18.c) sa condition d’intégrabilité).

Le théorème étant locale on peut supposer que X est un ouvert de et et

qu’on a a = 0 ~ on peut aussi, 911 restreignant au besoin X , choisir une tri-
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vialisation analytique X x L - R (resp. X x il resp. X x Ck92 du

fibré vectoriel Rk (roop. C k, 1 resp. Ck,2 , voir remarque (6.12)) sur X, où

Li et N sont des vectoriels de dimension finie ; dans la suite,
nous identifierons etc... à leurs trivialisations , on peut alors choisir des

djoints 
" 

t l t- d 
’ 

t a-ff’ t- l DA R-k k,1adjoints à coefficients analytiques, des opérateurs différentiels D : Rk-&#x3E;Ck,1
et ~~ -~~~ ~ adjoints qui sont respectivement un (M,L) et un opéra-
teur différentiel linéaire sur X d’ordre le et seront tous deux notés D*.

Soit z = (g , ... ,z~ ) un système linéaire de coordonnées dans L ; soit

d’autre part Ci la projection --&#x3E; X i comme Ci est une submersion,
et compte-tenu des isomorphismes on peut, pour tout

ouvert U c: c Xe avec 0(Up trouver un ouvert W c L, avec O£W et un isomor-

phisme analytique de fibres sur U x W -) (un voisinage de £ dans) (U)
possédant les propriétés suivantes s

2) pour tout xU l’isomorphisme L ~ V(1 k)(~(x» coïncide avec
l’isomorphisme ci-dessus.

Les sections de au-dessus de U (et assez voisines de L) s’identifient

donc aux applications x ~ Z(x) de U dans ~~ ceci dans le cas analytique comme

dans le en restreignant au besoin W, on peut supposer que les sections

qui vérifient, pour tout 
k 

xell et pour i = 1 , ... ,n i (x)EW sont étales (puis-
que toute section le, C1-voisine de est étale).

Cela posé. revenons à notre problème ; connue Inéquation iF = u , F( 0) = %~(0)
admet une solution formelle en 0 , on peut par une transformation préliminaire
se ramener au cas où = 0 (on pourrait même supposer que u s’annule en 0

à un ordre aroi trairement grande voire infini, en Oy y mais pou importe). En res-

treignant au besoin X, U, etcooop on peut supposer que u est défini sur X

entier et y vérifie = 0 ; enfin, en remplaçant F par * 1 , on remplace

Inéquation aeF = u par u = 0. Nous allons démontrer d’abord le résultat sui-

v-ant, en apparence plus faible s

PROPOSITION (7.2 ) , Si U est assez -petit, il existe avec

= tel qu’on ait = 0

Dans notre système de coordonnées y l’application F 4uF s’écrit

où ’2 est une fonction classe Coo sur U x Wn+1, y à valeurs dans ]La

condition j1F(O) = j’ (0) s’écrit Z(O) = dZ (0) = O. Posonsk ox. 
(0) = 0-

1
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(7.4). L’opérateur différentiel (linéaire, de L dans L)

est elliptique.

Considérons l’opérateur linéarisé de k’ - D*(uF) le long de I , 1,e, pre-Considérons l’opérateur linéarisé de F |-&#x3E; D*(uF) le long de 1 pré-
. , , d k

nous une famille à un paramètre Ft avec F0 .- et

considérons |-&#x3E; d dt D*(uFt)|t=0; on trouve immédiatement que cette.- 

Il 
dt 

" 1
application vaut § |-&#x3E; DVDg + comme son symbole en x = 0

coïncide avec celui de D7W, qui est elliptique puisque D est elliptique (cf.
Q,uillen [1J ou Goldsclmidt [1]). D ~autre Imrt, en calculant cet opérateur linéa-

risé en coordonnées 9 à partir de (?’.3~ ~ on trouve que son symbole en x = 0 coin-

cide avec celui de (7.4). D’où le lemme.

~ démonstration de la proposition (7.2 ~ est alors une application usuelle de
la théorie des équations elliptiques ; il suffit même de recopier, avec des modi-

fications mineures, un raisonnement de Agmon-Douglis-Nirenberg ([1], Tliéorème 12.6)
Pour la commodité du lecteur, nous allons détailler un peu.

Soit s~]0y1[~ fixé une fois pour toutes, Soit B une boule fermée de

(pour la forme euclidienne notée 1.1) ; pour kEN, désignons par l’en-

semble des fonctions sur B, à valeurs réelles, continues ainsi que leurs dérivées

d’ordre  k, les dérivées dtordre k vérifiant une condition de Fôlder dtordre

s ; muni de la norme

cet espace est complet. On trouve de même l’ espace L , qu’on notera

dans le. suite, nous supposerons B centrée en 0, et nous désigne-
rons le sous-espace du précédent formé des Z vérifiant0 C9)
Z(o) = dZ (0) = O.z(o) - 3z i (°) = 0.

1

LEMME (7.5). L’opérateur différentiel (7,q.) est surjectif direct (i.e. admet un
inverse à droite linéaire continu) de dans 

0

Soit cp une fonction à support compact dans 2B 9 avec = 1

au voisinage de B. donné soit 7 le prolongement dé-

fini, pour idar = ~~ ~ g r = rayon de B , il est facile de

vérifier que i ~ f est1cÓntinue de ~ S(B,L) dans ~ S ~2B,Z~ 9
de plus, f est évidemment à support compact dans 2B.
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Soit alors E une solution élémentaire à droite de (7.4), i.e. une distribu-

tion sur R11 à ’valeurs dans vérifiant

Ô la masse en 09 et soit Z la restriction de f à B. Si l’on c11oi-

sit convenablement E, il es t connu qu’on a, avec K&#x3E; 0 convenable : 

et  K||f|| 
r 

(voir Douglis-Nirenberg [1], démonstration du théorème 2 9 en,12+s - , 1 j

le choix de E est inutile) &#x3E; puisque deux telles solutions

élémentaires différent par une fonction ce 00 , et même anétiytique , mais peu importe

ici) ; comme on a

Z est un relèvement linéaire continu de 7.4 de C s+2 {B,L) dans ’eS(B,L); pour ra-
mener Z dans Cs+2(B,L), il alors de le Z - Z(O) - 2: 

dZ (0) x..
o 

(B e L) , il suffit alors de le remplacer imm Z - Z (o) - z 
1a xi (0) xi

puisque les de étegré 1 annulés par (7.4); d’où le 
1 !

Fixons B une foîs pour avec B c U , et soit 63 une boule de

es+2(B,L), centrée en 0 et telle ait, pour ZEJ3 , Z :.w~e3’~. g ‘z, 9 .L 9 ~ l 1 9 9

avec 111 c c Considérons 

définie par

Cette application possède les propriétés suivantes :

1) Elle est de classe t11 (et même ~OO): ceci est un exercice de calcul dif-

férentiel banachique qui peut être laissé au lecteur.

2) On a Y(0,0) = C~~ En effety on a par définition s ~(x90~0~ = 

donc puisque = 0  0 0 0 - = 0 . D’autre part, si l’on pose
a / 

D* = E a. 20132013 -;- a 
0 

(les a . étant des fonctions analytiques à valeurs dans
0 i

on a 2

3) La dérivée partielle dY dZ(0,0) est surjective directe, d’après (7.5).,3 Z,
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Diaprés le théorème des fonctions implicites y il existe, pour t voisin de 0,
un Z1£B vérifiant 0 . Alors la fonction Z définie au voisinage deu t
0 par t(T) satisfait (7-3) r de plus, elle vérifie bien

Reste à voir que Z est de classe ~ 
CD 

au voisinage de 0 ; cela se voit par

un raisonnement classique sur les équations quasi-linéaires que nous allons répé-

ter; posons a..(x) :: A..(x7Z, dZ), b(x) = B(x,Z, dZ dY); alors Z vérifie l’équa-
-*’tj àx oX

tion linéaire 
--

comme Z est de classe Cs+2 dans un voisinage U1 de e, les a .. et b y

sont de classe en particulier notre équation, étant elliptique en C q est

elliptique dans un voisinage îi do 0 ; on peut supposer U, = U2; appliquant
Douglis-Nirenberg [1], théorème 4, on trouve que Z est de classe Cs+3 dans 

donc a . et b de classe Cs+2; à nouveau le même théorème y on trou-
ve que est de classe v dans U1, donc a . et b de classe et

.

ainsi de suite. Ceci achève la démonstration de la proposition (7.2).

Pour démontrer le théorème (7.1), posons maintenant v = u ; on a v(0) = 0
puisque u(O) 09 j’ F(O) = jl £(0) ; d’autre part, on a D*w = 0 d’après (7.2)
et ~~v = = 0 d’après (6j6) ~ par sui te, on a

Cette dernière équation est visiblement à coefficients analytiques en x, v,

a [elle est même polynominale du. second degré par rapport à 
4 JLJ i ii

IIontrons que, au voisinage de 0 , v est une solution elliptique de cette équa-

tion, i,e. que l’Opérateur linéarisé de (7.6) le long de v est elliptique ; ce

dernier s’écrit en effet :

Il suffit de vérifier l’ellipticité e11 0 ; or, du fait qu’on a v(o) = 0 s on

voit facilement que cet opérateur a même symbole en 0 que w ~ + 

sait par ailleurs (Quillen [1] ou Goldschmidt [1]) que ce dernier est elliptique ;
d’où le résultat. Il est alors connu que v est analytique au voisinage de 0

(voir par exemple Friedman [1]) ; diaprés (6.19) et ~6,21 ), il existe G , germe

de section analytique Pk 9 vérifiant d’où = u ,
a,o

ce qui démontre le théorème

(7*7)* Si l’on cherche à démontrer le même résultat avec un minimum

d’hypothèse de régularité sur u , la démonstration précédente doit être un peu

modifiée, du lait que Inapplication F --&#x3E; (u) ne possèdera pas de bonnes pro-
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priétés de différentiabilité dans les espaces on obtiendra une meilleure

équation en travaillant avec H au lieu de F et en étudiant l’équation
= = 0 au lieu de = 0 ; nous n’entrerons pas

dans les détails (voir Màlgrange pour le cas des structures presque complexes).

Signalons pour terminer deux conséquences du théorème (7.1) que nous ne dévelop-
perons pas ici s

1) La théorie des déformations des structures intégrables, lorsque R k
est une équation de Lie 2-acyclique, analytique et elliptique sur une variété

compacte , notamment la construction de "l’espace de Kuranishi" des P k-structures
intégrables voisines d’une -structure domiée. Nous renvoyons pour cela à Que

[1 ] , où la questîon est traitée dans le cas transitif (le cas général est analogue).

2) L’existence de coordonnées analytiques pour une équation de Lie de classe

Coo elliptique et formellement transitive, i.o. T surjectif (d’où résulte

que, dans le cas formellement transitif y le théorème (7.1) est vrai sans faire
d’hypothèse d’analyticité) . Ce résultat s’obtient en combinant (7-1) et

le "troisième théorème fondamental" de E. Cartan ; nous donnerons les détails ul-

térieuremeiit.
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APPENDICE 1

Sur la not i on d’es1Jace différentiable

Si Iton cherche à définir les espaces différentiables en copiant la définition

des espaces analytiques (Grothendieck [1]), i.e. en les considérant comme des espa-
ces annelés, on tombe sur des difficultés analogues à celles qui se présentent
dans le cas des espaces analytiques banachiques. Pour s ten sortir, le plus simple

est de copier purement et simplement la définition de ces derniers (Douady [1J),
en y remplaçant partout "espace de Banach" par "espace vectoriel de dimension fi-

nie sur R 
" 

(ou y si lt on préfère par "espace ") et "application analytique"

par application différentiable de classe ". Moyennant quoi on pourra repren-

dre mot à mot l’exposé de Douady, § 3 , n° 1, 2, 3 ; nous laisserons au lecteur la

joie de se livrer à ce travail, et d’obtenir ainsi une catégorie que nous appelle-
rons Il ca tégorie des espaces différentiables". C’est y en gros, la plus petite caté-

gorie contenant les variétés de classe Coo dans laquelle les produits et les

noyaux de double flèc11e (et donc les produits fibres) soient toujours définis. A

noter qu ’ici , deux simplifications se produisent par rapport au cas analytique

banachique, la seconde étant de loin la plus importante :

1) Toutes les applications linéaires étant ici directes, le canular des sous-
variétés non directes qui ne sont pas des sous-espaces ne se produit pas.

2) Un morphisme d’espaces différentiables est visiblement déterminé par le mor-
phisme des espaces annelés sous-jacents qu’il définit, y et la catégorie des espaces
différentiables est donc une sous-catégorie de celle des espaces annelés ; mais le
canular est ici le suivent i on ignore (et c’est d’ailleurs probablement faux) si
cette sous-catégorie est "pleine". i.e. si tout morphisme dtespaces différentiables

en tant qu’espacesannelés en est un morphisme en tant qu’espaces différentiables ;
en particulier, on ignore si tout isomorphisme en tant qu’espaces annelés est un

isomorphisme en tant qu’espaces différentiables (par contre, il est évident qu’un
morphisme dlesp:1ces différentiables est un isomorphisme si le morphisme sous-jacent

d’espaces annelés en est un).

Si X est un sous-espace différentiable d’un espace différentiable Y, on

vérifie facilement que, au voisinage de chacun de ses points, X peut être défini

comme le noyau d’une double flèche

E un espace vectoriel de dimension finie ; prenant des coordonnées dans E, et

posant F = (f1,...,fn), on voit alors que X est en fait déterminé par l’Idéal
il
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de type engendré par :;,... ,f’n dans 6y (8y étant le faisceau struc-

tural de Y , 1,c , le faisceau des germes de morphismes Y - R) ; on appelle alors

"voisinage infinitésimal d’ordre p de X dans Y le sous-espace défini par

En particulier, si 1= est la diagonale de X2, i.e. le noyau de

et TT2, les deux projections canoniques) , on a ainsi ce qui(TT1 et TT2, les deux projections canoniques) y on a ainsi défini ce qui

permet y en recopiant Grothendieck [1] de définir les notions essentielles du cal-
cul différentiel ; en particulier on définira faisceau des formes diffé-

rentielles sur X comme le sous-OX-Module de 1B *(O’A(1» formé des éléments dont

la projection à 1 t ordre 0 est nulle y et le faisceau ex des cl1amps de vecteurs

sur X comme Hom (Dx ,erX ) . Il est facile de donner une description de a et
OX (ÇIX x x

9x lorsque X est un modèle locale le sous-espace fermé d’un ouvert Y de

ài défini par 11 Idéal C engendré par plus exactement son
P X

prolongement à Y par 0) est le quotient

9x est donc le quotient

HX le sous-faisceau de ,3y formé des § vérifiant pour tout i :  § ,dfi &#x3E;£J,
ou encore c lf .

Pour § £ T(Y,HX), on déduit de l’inclusion précédente que le germe de groupe
à un paramètre laisse stable J; démontrons ce résultat (quoique ce
soit surtout une curiosité) s posant en effet

on CF , C une matrice p x p à coefficients Coo; soit II la

un tri ce P X p définie au voisinage de Y dans Y x R par l’équation

avec ii(x,0) = identité ; 1~, fonction G = MF vérifie
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Il résulte due là que détermine un germe de groupe à un paramètre

d’automorphismes de X. Ce dernier ne dépend que de la classe de § dans 

soit en les coefficients appartenant et soit

g une fonction Coo sur Y ; posons [L(§’) - L(§)] exp(t§’)g = NF , avec

N = y les n étant au voisinage de Y et soit
p i

M = (m, 2 111 la solution de

Posons enfin h = on a

et ~1£X~O~ ~ ~ ~ d’ou il = 0 ,

Ainsi, pour § £ le germe est bien défini, D’autre part,
~k

si X est une variété usuelle, il est immédiat de vérifier que est lee ve

sous-faisceau de HA(k) formé des champs TT1-projetables, ce qui "justifie" la

terminologie que nous avons employée.

On peut se demander quel est l’intérêt des notions précédentes, tout au moins

pour les pensoimes qui ne confondent pas sorites et matiliématiques. Il nous semble

cependant que, dans la théorie des applications différentiables, certaines classes

particulières de tels espaces peuvent être utiles à considérer (ce qu’on fait,
bien entendu, souvent sans le dire) y par exemple ceux qui proviennent localement

d’espaces analytiques par "oubli de la structure analytique", ou ceux qui "ressem-

blent suffisamment" aux précédents, ceux dont les modèles locaux sont définis

par des idéaux de type fini suffisamment "bons" (en lté-tat actuel des c11oses, le

sens qu’on donne au mot "bOl1" ne peut guère que dépendre du problème auquel on

s ’ intéres se , bien entendu).

En géométrie différentielle y l’utilité des espaces différentiables est encore
plus douteuse, vu qu’on ne connaît à l’heure actuelle pratiquement rien sur les

équations différentielles avec points singuliers en dimension &#x3E; 1, et ce même

dans le cas analytique et linéaire. Le seul cas qui semble utile à considérer est

celui des "variétés épaisses" y Í.o. des espaces dif£érentiables qui sont localement

du type Y x Z~ Y une variété usuelle (le "réduit" de X) et Z provenant d’un

espace analytique de dimension 0 ~ i.e. un point mmii d’une R-algèbre locale fi-

nie en tant que R-espace vectoriel. Leur intérêt tient au fait que, si X est

une sous-variété d’une variété X’, les voisinages infinitésimaux de X dans X’

s n 
’ ’ 

é é ’ rtic 1 ’ r (k) 
a ;sont des variétés paisses , en particulier les espaces A(k), (et aussi les
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~(~) etc,,,,) sont de ce type lorsque X est une ’variété usuelle, voire épaisse ;
d’autre les variétés épaisses forment une sous-catégorie pleine de celle des

espaces am1elés, c’est-à-dire que les canulars dont nous avons parlé plus haut ne

s ty produisent pas, Enfin, le groupoide des germes d’automorplrismes d’une varié-

té épaisse X est transitif (1,e, est transitif sur l’espace topologique sous-

jacent). Toutefois, cette généralisation est essentiellement illusoire, vu que
le groupoide en question est isomorphe au groupoide des automorphismes d’une struc-

ture fibrée convenable sur le réduit de X , Leur mérite essentiel, voire unique,
semble donc être de donner un langage commode pour le calcul différentiel - leur

principal inconvénient, de donner prétexte à des sorites, que nous arrêterons là.
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APPENDICE 2

Sur le théorème de Cartal1-Kahler

1. Introduction.

Le but de cet appendice est de donner une démonstration rapide du théorème

d’existence des solutions d’une équation différentielle dans le cas analytique y
une fois obtenus les résultats formels nécessaires, que nous ne reprendrons pas
ici. Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [1 J, plutôt que
sur les majorations pour la "8-cohomologie", 9 à la Spencer Ebren-

preis-Guillemin-Sternberg [1]); d’ailleurs ces dernières avec un choix convena-
ble de normes, sont essentiellement un cas particulier du théorème de Grauert

2. 

Soit p = (p1,...,pn) un système de n nonbres &#x3E; 0 , et soit P le poly-

disque de en défini par les équations l, z . "  pi. Soi t If (p) l t espace des- 

.1 i p
fonctions holomorphes sur P , F = E f pa pour lesquelles on a

p cY

si E est un espace vectoriel de dimension finie, on le munira d’une nor-

me 1 . 17, , et pour 9 on posera encore
’ =h 0! 1

Soient E et Fl deux espaces vectoriels sur 0 , de dimension finie, et

soit U = :E u u une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans

c n à valeurs dans L(Z,lig ) ; pour p suffisamment petit l’application
U,) F » UF envoie continu.ement E 0 W (P ) dans 0 (P ). Nous dirons par
p p 

--:L 
P

définition que Il 
p est U-privilégié" si l’image de cette application est fer-

mée, et formée de tous les G  £g 0 qui, au voisinage de 11 origine sont
çJ

de la forme UF, , Fl holomorphe à l’orïgine (comme il est bien connu, il revient
au même de dire qu’il existe une série formelle en 0, soit F. , telle qu’on

ait l’égalité entre séries formelles G = UFe).

THÉORÈME 1.1 (Grauert). Les tels que p soit U-privilégié forment un sys-
tème fondamental de voisinages de 0.

Pour la démonstration, nous renvoyons à Grauert [1] (1). Notons aussi qu’un

résultat analogue a été démontré par Douady [1 ] pour l’espace B(P ) des fonctions
____ __------.---------- - - 

P

(1) En fait, Grauert travaille avec la norme La) et non L1, mais la démonstra-
tion est identique.
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continues sur Ps et holomorphe sur Pp , muni de la norme

et que la démonstration de Douady pourrait aussi bien être adaptée à l’espace

HL (p ) .
P

Si p est U privilégié, il existe C &#x3E; 0 tel que, pour tout 
p

on puisse trouver F £ E O W (p) vérifiant UF = G,  CIIGllt P ; cela ré-
p Il 1 P 1 P

sulte du théorème "des homomorphismes" de Banach (et en fait, peut se démontrer
directement en même temps que le théorème précédent).

Nous n’aurons besoin de ce résultat que dans le cas où U est un polynome ho-

mogène de degré k, auquel cas il est clair que, si G est homogène de degré

k+£, et si G, C||G||p, on a encore = G , ||Fe|| CIIGII , , en

désignant par Fe la composante homogène de degxé 2 de F (pour un degré ;
fixé, une telle majoration est évidente 9 l’essentiel est qu1ici, C est indépen-

dant de ~),

Nous allons transposer ces résultats ; soit E. 1 t espace des polynomes 
»

gènes de degné L à n variables sur C j son dual peut être identifié à £ £
au. moyen du produit scalaire

si llon munit 1:1, de la norme la norme duale est alors :

avec r~ = 2013 ( ce que nous écrirons brièvement : r = 2-). On définit de même la

sur (E-~~ dual de E 9 muni de la norme duale). La transpo-

sée de U(.e), restriction UF est l’application

ainsi définie s

En transposant les résultats précéàents , on obtient donc le

COROLLAIRE 1.2. Etant donné U E J E41 existe r = (r~ ,...~r ) 9
r. &#x3E; 0 ot C &#x3E; 0 possédant la propriété suivante 2
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Pour tout et on peut trouvex P E tel

ait = G , 1 r
Nous dirons alors que r est dans ce cas, pour X &#x3E; 0 ~ B

est évidemment encore avec C remplacé par CÀ. k .

3. La norme formelle

Pour des raisons de commodi té, nous permuterons dans la suite les rôles de E

et pour

nous poserons .

(.z est plus ou moins une transformation de Laplace-Borel) ,
cY

et

Si F est une série formelle à n variables sur C (à coefficients dans E), 1
nous noterons 1-1 } sa composante homogène de degré e, et nous poserons

Pour X = on a

dtoù en irisant x. = 1 :

on en déduit que, si llon a f F j r  -:- oo? If est convergent au voisinage de l’ ori-

gine ; inversement y de l’inégalité évidente f0153~~, on déduit que, si F est

convergente au voisinage de P , on a !FI r +co.
Si p0= 0, on a immédiatement

Si F est homogène de on a
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par récurrence

PROPOSITION 3-3« Si F sont à valeurs scalaires, on a 

Pour X = = ~~~ p~s~p~ on a la formule du binôme

Prenons les X. égaux à x , et les Y~ à 1 ; on a alors 

en calculant de deux manières le coefficient de x’~~ (2 a 1 y!) dans cette dernière

expression, il vient

Démontrons maintenant (3.3) ; il suffit de traiter le cas où F et G sont

homogènes y disons de degrés e et m .

On a alors

d’après (3.4) :

ce qui démontre la proposition. 

~ 

La norme introduite ici étant "homogène"y les inégalités précédentes peuvent
être interprétées en termes de séries majorantes : i si l’on a F = £ f z. y 
g" = S g g &#x3E; 0 . nous écrirons F « G ; si l’on a, 9 pour tout 0153 :

a Q’

)f Eg; nous dirons alors que G est une majorante de F .
, a 

"’

Soit alors X une indétexminée; posons fF’x = les inégalités
1. 

r 
1 

(5,1 ) , (3.2) et (3.3) seront encore vraies avec r remplacé par X r 9 et le si-

gne é par «. Soient d’autre part

les F(i) étant sans terme constant, il résulte de (3-3), interprété en termes
de séries majorantes que, si » est une majorante de O, on a
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si p (1) tp (p) sont à valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,
disons à valeurs dans E~~~ , et si ? est une série formelle sur

F(l) 1 E(p), en Choisissant convenablement les normes dans les E(i) (ce qui
ne change essentiellement rien), on voit quton pourra encore trouver une série
~ e à Coefficients 0, qui vérifie (3.5) quels que soient les
F" ~ ~ est convergente, on pourra supposer 4§ convergente (nous laissons
les détails au lecteur).

4. E9-uations différentielles.

Soient E et Fl deux espaces vectoriels de dimension finie sur C ; consi-

dérons une fonction 2 holomorphe au voisinage de

à valeurs dans avec 0 eyû ) = 0 et considérons Inéquation différentielle sJ. o Ci

(E)

Soit

un polynomo de degré à valeurs dans E, avec (a!f = 0 e
a 0 ya

pour le ; nous dirons que F est un jet d’ordre k+£ de solution de E y

prolongeant le jet

si le développement de en z o ne contient pas de termes de degré
é z , ce que nous écrirons 0 mod (z-z 0 ~~. Pour et FI

jet de solution d’ordre k+.2 1, nous dirons de même que F’ prolonge F si les

coefficients d’ordre  k+e de 1 i sont ceux de F.

DÉFINITION (4,1). Nous dirons que Fk est fortement rolon eable si, V 2 &#x3E; 0 ,

tout jet de solution dt ordre qui prolonge Fk est lui-même prolongeable à
l’ordre l-c+.£,+ 1 .
.nra.vw.»

La partie analytique du théorème de Cartan-Kahler (compte non tenu des questions
de données de Cauchy) est contenue dans le théorème suàvant 1



56

THÉORÈME (4.2). Si est fortement prolongeable, il existe une série
convergente au voisinage de 0 , avec = yO 9 1 # k ,

a 0 . -- - - -- 
- . -..... , - . - - --- - 0 yc

qui soit solution de (E).

On peut toujours se ramener au cas où z = 0 , yO = 0, ce que nous suppose-
0 yu 

=

roim. Posons , poux a = k :

Supposons trouvé un jet dfordre k+,e-1 de solution do Ey et cherchons

à le prolonger à l’ordre k+l’,; dans l’équation que nous devons résoudre les ter-

mes que linéairement, et, en posant

notre équation s’écrit :

Par un existe. Posons IT = E et choisissons une
a

fois pour toutes un r = qui soit U-distingué. Il résulte alors de

~~ .2 ~ que, si l’on pose

on pourra trouver °i«-g vérifiant

ce qui s’écrit encore

d’où, d’après (3.2)

-

Soit 7 une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans

à coefficients positifs, telle que (3.5) soit satisfaite avec o remplacée par If 19,
on peut supposer quton a y(0) ==0 et 37 (0) = 0 pour |a| l = k ; on aura donc,

avec les notations du § 3, pour k 
Ci
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Ecrivons ces inégalités en y remplaçant successivement e par 1,2,...,e, et

remarquons qu’on a évidemment, si 2 1  .~ ~

d’où.

en ajoutant, il vient, pour k

Posons

de (3 .1 ) on déduit qu’on a, pour K &#x3E; 0 convenable, indépendant de F :

dtcù finalement, avec

Il existe m &#x3E; 0 et C 3 &#x3E; 0 tels qu’on ait, pour

Par suite il existe ml et C4 , indépendants de £ tels qu’on ait, pour
, ." ,

Soit x»(X) la solution de l’équation A(B) = C4[X + XA(x) + A(À)2] qui tend

vers 0 avec J~ ; on vérifie immédiatement qu’il existe m" &#x3E; 0 tel que pour

~ Ç la relation 0 ~ a ~ A(%) entraîne 0 ~ C4[À + Xa + A(x) (cf. mé-
thode des approximations successives). Choisissons ~, ‘ par récur-

rence, on voit que l’on a Ak+e(h)(h) pour tout e, ce qui montre que les sé-

ries z DaFk+e, |a| = k, et donc la série E Fk+e est convergente ; ceci démon-
e 

ï e 

tre le théorème.
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