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PSEUDO-GROUPES DE LIE ELLIPTIQUES

rar
Bernard MALGRANGE

Introduction

Les notes qui suivent sont, en principe, la rédaction de conférences faites
au Séminaire Leray en janvier-février 1968, et consacrées & la généralisation du
théoréme de Newlander-Nirenberg dans le cadre de la théorie des pseudo-groupes de
Lie. Intre temps, une nouvelle version de la théorie "des déformations" de Spencer,

inspirée du calcul différentiel dans les espaces amalytiques de Grothendieck [1],

a été élaborée en collaboration par lui-méme et llauteur ; on en trouvera ici une

premidre rédaction (une rédaction plus définitive paraitra ultérieurement, dans un
article en commun),

Dtautre part, pour faciliter la lecture, nous avons repris la théorie a partir
du dévut, & une exception prés : nous supposons connus les résultats de la théorie
formelle des équations aux dérivées partielles que nous nous contentons de rappeler
au § 1 . Cela nous a amené & redémontrer au passage un certain nombre de résultats
bien comnus des spécialistes, pour lesquels nous n'avons pas toujours cherché a

donner toutes les références existantes ; nous les prions de bien vouloir nous en
excuser.

Je tiens & remercier ici D. Spencer, qui m'a permis d'inclure dans ces notes
une version de notre travail commun, et C. Buttin qui m'a aidé de fagon décisive
a4 comprendre la version origimale (Spencer [1]) de 1la théorie.

1. Rappels sur la cohomologiec de Spencer

Nous utiligerons la théorie formelle des équations différentielles linéaires
de Spencer, Quillen, Goldsclmidt, etce.., telle qu'elle est développée dans Gold-
schmidt [1]. Ce paragraphe est seulement destiné 4 fixer les notdtions et la
terminologie que nous emploierons dans la suite.

Soit X une variété de classe @ sur R, dont la dimension sera notée n.
Elle sera toujours supposée paracompacte et comnexe (en fait, les résultats étant
locaux, on pourrait pratiquement se restreindre aux ouverts de Rn). Si E est un
fivré vectoriel sur X , on note E le faisceau de ses sections ; si E est le

fibré trivial X xR , B est le faisceau des fonctions différentiables a valeurs

réelles sur X 5 on écrit dans ce cas E = O’X .

S8i F est un faisceau de Of-modules (nous dirons simplement, comme d'Mabitu-
de, "un Oi-module"), nous identifierons * & l'ensemble de ses germes de sectione

" 8¢F " gignifie donc " s est un germe de section de F ". Nous désignerons par
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"section de F " une section sur un ouvert de X non nécessairement explicité,
Lorsqu'intervient une loi de composition entre faisceaux, les germes (resp. les
sections) considérés seront sous—entendus au méme point (resp. sur le méme ouvert),

Enfin, pour a€X , la "fibreen a " de F , i.e. F Vg R sera notée %(a).
X,a

Soit & la diagomale de X°, I, et II, 1les deux projections X°* - X ,

I, l et I 'A leurs restrictions @ A . Un faisceau sur X (resp. sur 4 ) se~
xa touaours identifié & son image réciproque par Hd (resp. 3 son image directe
par llinjection A = X® ), (ceci ntaura pas d‘lnconvements ici). Soit 3 ket le
sous-faigceau de O’Xg formé des fonctions qui s'annulent & llordre k sur A
(dtaprés un lemne élémentaire sur les fonctions différentiables, ket est la
puissance (k+1)idme de J* =T faisceau des fonctions nulles sur 4 ). Avec les
identifications précédentes, on a 66(2 /3 k1 7= , Jk étant le fibré des jets
dlordre k de sections de 0O y en coordonnées locales, et avec les notations

X
usuelles, cette égalité s'éerit ainsi : la fonction

X+ (aa(x))!oz{ =k

est identifide & la classe de la fonction

(x,x') » T aa(x) i%ﬁ

fal=k
modulo les mondmes (x:'---x)B y 18] = ks
(Nous écri ons simplement dans la suite mod (x'-x)k‘*‘ll ou mod jk+1)

In particulier la fonction x+ a(x) est identifide a ; (x,x') > a(x) mod 3k+1
et 1lapplication "jet dtordre k " est donnée par

@) e) - o) - 5 2ale) B g et

lof=sk

Ces deux applications de 03( dans g_'k définissent sur i‘k deux structures de

O’X-module; pour les distinguer, on écrira la premilére & gauche et la seconde a

droite. Si Z est un O&—module, on pose ik("m') =£k®0, 3 si F=E,

B fivré vectoriel sur X , on a _‘lk(_E_) = _.]_k_@l , Jk(E) étant le fibré des jets
dlordre k de sections de E (cette éganlité s'écrit en coordonndes locales de la
méme maniére que dans le cas particulier considéré plus naut, ou E est le fibré
trivial, et nous laissons au lecteur le soin de l'expliciter). On peut aussi, ce

qui revient au méme, poser J'k () = ®O’ Hg‘ (#), avec des notations évidentes.

I1 sera commode d'employer le langage suivant : on considére 2 , muni du
faisceau _.J_'k comme un "espace différentiable" i.e. une variété différentiable

généralisde "avec éléments nilpotents", ceci par amalogie avec le cas des espaces
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analytiques au sens de Grothendieck [1] y comme cet auteur, nous noterons cet
"espace" 2 k » et nous poserons J? = 0,(x) - Il sera commode de parler par la
suite de "champs de vecteurs sur u\k)'g udes "autcmorphismes IL ~projetables de AOQ'Y
etceie Tout cela se définira aisément dans chaque cas par passage cn quotient, et
ne nécessite donc pas la fabrication en bonne forme des espaces différentiavles et
de leurs morphismes (essentiellement, dlailleurs, seuls les automorphismes inter-
viennent ici) : bref, le calcul qui intervient ici consiste sculement & travailler
dans les parties principales d'un certain ordre le long d'une sous-variété, en
ltocourence . dans X%, ce qui n'est qufune variante triviale du calcul diffé-
rentiel & la Whitney sur les fernés d'une sous-variété. A titre de distraction, et
& ltusage des lecteurs avides de sorites, nous donnons cependant en appendice une
définition des espaces différentiables copiée sur les "espaces amalytiques banachi-
ques" de Douady [1].

Soit T* 1le fibré cotangent de X y il est commode pour la suite de considé-
rer 0& comme opérant & droite sur T¥ (et, plus généralement, sur le faisceau QPT*
des p~formes sur X ). En remontant les formes différsntielles sur X & X° par

% - ” Ve e
I'y, on peut considérer les éléments de

P m*
AP Tt gK
%

comne des germes de formes différentielles sur X?, modulo J ket (ou, si 1'on
préfere, comme des germes de formes différentielles sur A(k)). Désignant alors
par D la différentielle extérieure par rapport & la premigrs variable seule, on
trouve le complexe de Spencer :

Xk D D D
(1 .1)1r 0 - @’X 4 _‘Ik - _'I_'_')‘L D _..lk—1 > ces = [\.nT* R J'k-'n - 0

(& partir de maintenant, on convient que JL =0 egi £<0, et 1l'on omet d*écri-
Tre Ok sous le symbole ® ). En coordomndes locales, si a = (aa){agék s dece si
o'
1.
a(x,x') = 3 a (x) iﬁ;—gg—-mod (x’-—x)k+1
’ !!_La ol I
‘a'=k

on aura 3

da k 03y

= LR = 1. = —
Da ? dx; ® EEN mod (x!-x) (§ dx; ® [axi aa+ei])§u§§k-1

e; désignant le multi-entier (Oyeees0y 1,04.,0), 1le 1 & la i®M€ place. De
méme pour les formes de degré supérieur. On démontre aisément (voir par exemple

Goldscimidt [1]) que ce comvlexe est acyclique pour tout k= 0 .

Soit & un Ok—module y en tensorisant a droite le complexe précédent par #* ,

on trouve, avec JK = jk<8 id, D =D o id par avus de rotation, et en remaxquant
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que D est Ok~linéaire a droite (wais non 3 gauche !), un complexe.

k
J

. D
(1.2), 0+ 7 5 @ - FeiT@® ...

Ce complexe est encore acyclique puisque le précédent est localement libre. Pour

¥ = E (B , £ibré vectoriel sur X), on a encore des expressions en coordonnées

locales amalogues aux précédentes, que nous laissons au lecteur le soin d'écrire.

Soit enfin 5k la projection maturelle ;L 16 noyau de cette appli-

H
cation stidentifie a Sk*1(T*) (Sk = puissance k-ifMe gymétrique). Sur skgm*g,
la restriction -6 de D est Gk-linéaire 4 gauche (car les deux structures de

Oi—module de g? coincident) j en coordomndes locales on a, pour a = (aa)lal

=lc

Ja k
o = (; dx, ? a .e.)la[=k—1 =% dx; ® 37 mod (xt=x)
i ey i i

§ est donc défini fibre par fibre § si E est un fibré vectoriel sur X on en
déduit un complexe

5 5 8
(13), 0 » s5@MoeE - T™es(™MeE -..-

8
5> AP FP(M) 3 E ...

dont le complexe des sections, dans le cas ou ¥ =E , est simplement le noyau de
la projection (1.2)k - (1.2)k__1 .

Rappelons rapidement comment ces complexes interviemnent dans la théorie des
équations aux dérivées partielles lindaires (voir Goldschmidt [1]). Soient E et
F deux fibrés vectoriels sur X , ob soit ¢ un morphisme J(E) - P ;
désignons encore par ¢ le morphisme de faisceaux associé § & ¢ correspond de
maniére biunivoque un opérateur différentiecl ¢ : E - F & savoir @ =9 o jk 3
par avbus de langage, on appelle ¢ un "opérateur différentiel dtordre k ". On
définit alors le prolongement pﬁ(m) comme l'opérateur différentiel obtenu en dé-
rivant @ Jjusqu'a l'ordre £ , ce qui, en langage -savant, s'écrit ainsi : on
considére 1l'injection maturelle A~ ; o5 JZ(Jk) définie ainsi :

: on prend une
. . s . N k .
section s de Ok au voisinage dlun point x , d'ol par J une section de Jk
3

puis par j° une section de Jz(Jk) dont la valeur en a ne dépend évidemment
que de jk+£(s)(xo) (en termes de faisceaux, \F est ltapplication qui, a
a(x,x') mod (x‘-x)k+z+1 fait correspondre a(x,x"){mod(x—x')z+1,(x'—x")k+1} ’
qu'on peut considérer comme une fonction sur X* modulo le passage au Quotient
indiqué ; "l'lespace différentiable" correspondant est un voisinmage infinitésimal
de la diagonale dans XS, que nous noterons A(ﬂ’k) ) , on considére alors



B. Malgrange, Pseudo-groupes de Lic... § 1 5

#-ideg: Forl@® - @,
et lton pose

o) = (5 o g, @) > FE)

le morphisme de fibrés associé est encore noté pz(w). On vérifie facilement
m +
qtona : (') = ™ (e) .

Pour tout x<X, posons R°¥(x) = ker p*(9)(x) : la collection des Rk+z(x)

est un "fibré a fibre variabvle", donc on dit que "clest un fibré" si le rang de 1la

fibre est constant j; une section a de Jk+z(E) est dite section de R5H si,

vx, a(x)c k+£(x) ; ces sections définissent un faisceau, noté g?*ﬂ

ne détermine B#Hﬁ
lement que les E}ﬁi ge détermminent par récurrence, de la manidre suivante :
a € EF+£+1 s8i et seulement si Eiﬁﬁ a ¢ §F+z et Da € TF® BF*z

triction de (1.2)z le complexe de Spencer (on pose par exemple r? - JE(E) si
L <k)

(gqni
que dans le cas ou ce dernier est un fibré). On vérifie faci-

s d'ou, paxr res-

£ , » , ,4 D D . g D
(14), 0 = (sol) =~ E -~ I'3R - e AP R RYP
ot (Sol) désigne les solutions a de &(a) = 0 (on vérifie immédiatement que
le noyau de E% 3 ™3 5&“1 ne dépend pas de £ , si £ =k, et pour
4 =k, il est clair qu'il est bien égal & (Sol) ).

Posons dlautre part, V xeX g (x) = R%(x) n [s2(T%)(x) ® B(x)] 5 1la collec-
tion des gz(x) est encore "un fibré & fibre variable", et 1lton vérifie que le

complexe (1.3)£ donne par restriction un complexe

6 . -
(1.5)£ 0 - gz 8 T*@gz—1 —69,,0.—> AP T £=Pp —6->...

~

(bien entendu, ce complexe ne gera obtenu a partir de la projection
(1.4)2 —a(1.4)’@_1 que dans le cas ol des hypothises de régularité convenables

sur les R® sont satisfaites). On désigne par BY

PiP(x) 1le p-i®Me groupe de

- -
cohomologie de (1.5)2 au point x, et ¢~ = 727PsP 14 collection des H PrP(x).
On dit que " gﬂ (ou RL) est p-acyclique " si H'9 =0 pour m=z g ,

O0=sqg=0p.

v

Lorsque R* (¢ 2 k) ost un fibré, les R (m = 0) sont égoux a A;: (&),
et donc ™ne dépendent que de Rz ", On dira alors que RZ est hine équation dif-
férentielle",

DEFINITION (1.6). Nous dirons que " r? est formellement intégrable" si les gD

sont des fibrés et si toutes les projections Rm+£+1 e REHE

(m = 0)0

gont suzjectives
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N

Rappelons le résultat suivant (Goldschmidt [1])

/) g 7
(1.7) Supposons que R goit un fibré, que 1 L RY goit surjectif, et gue
gz soit 2-acyclique. Alors R° est formellement intégrable.

Si R est formellement intégrabvle, il est clair que les g£+m sont des fibrés
pour m = 1 3 supposons en outre rY 2-acyclique, et désignons par K" le complexe
(1.4)m3 par la suite exacte de cohomologie, on voit alors facilement que la projec-
tion HL(K¥+m+1) ~» B ™) egt bijective pour tout m = O .

On a encore les résyltats suivants :

v

(1.8) si B est formellement intégrable et 2-acyclique, pour m = 0 le com=-

L+t n Z-+m . .
plexe K° est "formellement exact" en T° 9 R (i.e. il est exact en tout

point x dans les "sections séries formelles" en x ). De plus, dens le cas ana-

lytique (x, ¢ etc, anmalytiques, et le complexe est restreint aux sections analy-

s 9
tiques) ce complexe est exact en T* ® §f+m .

On montre que ce théorzme éguivaut & un théoréme dlexistence pour les équations
- ” r ”» . m b1
avec second membre. Il ne s'étend donc pas en général aux sections € dtaprés

les contre—~exemples classiques de Lewy et Hormander.

Remarque (1.9). I1 semblerait plus simple a priori d'effectuer les prolonge-
ments "par les faisceaux" au lieu de le faire "fibre par fibre". Ce point de vue
est trop grossier et ne permet pas dlobtenir des énoncés aussi simples que ceux
que nous venons de rappeler : par exemple, il identifie 1l'équation (d'ordre O0)
xf = 0 et 1téquation f = O. Un autre point de vue (Malgrange [1]) consiste a
travailler sur les équations elles~mémes ; si 1l'on veut, cela reviendrait & tra-
vailler dans les "fibrés dans la catégorie des espaces différentiables au-dessus
de X" individus que 1l'on définirait aisément dans le cadre de l'appendice 1 en
copiant les définitions de la gdéométrie algébrique ou analytique (Grothendieck [1]).
Le point de vue adopté ici consiste en gros a travailler dans le "réduit" du "fi-
bré" en question ; dans 1'état actuel de la théorie des équations différentielles,
ou aucun résultat nlexiste sans hypotneses de rang constant, méme dans le cas ana—
lytique, cela semble parfaitement suffisant (le seul inconvénient, purement verbal,
est le suivant : si Rk ntest pas de rang constant, il ne détermine pas forcément

les Rk*ﬂ; et ne mérite donc pas le nom d' "équation différentielle").

2. Equations de Lie : forme infinitésimale

Nous allons appliquer les considérations précédentes & E =T , le fibré tan-
gent & X 3 nous identifierons 'gﬁggl avec le faisceau des champs Hl—verticaux
sur X°, modulo ceux qui s'annulent & l'ordre k sur & (nous appellerons un élé-
ment du quotient "germe de champ vertical sur X° 1le long de A(k) ") y le crochet

des champs de vecteur sur X° donne par restriction un crochet [ ,3 :
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&) x 21 - FN(m) ,
A

qui est dfailleurs défini fibre par fidre, de la maniére suivante : soient § et

T deux jets dlordre k en x_ , § ob T des sections de T relevant € et

1 3 alors le crochet [g,M] est le jet jk.1[§,ﬁ](xo), qui ne dépend évidemment
que de § et 7 .

On prendra garde qulavec ltidentification précédente J°(T) est bien canoni-
quenent isomorphe & T , mais ne lui est pas identique : ceci sera important pour

la suite, ol nous aurons & considérer des automorphismes de X° ne commutant pas

-

a I, , et qui ne respecteront donc pas cet isomorphisme.

En coordomnées locales, une section de Jk(T) s'écrira donc

a 3
? ai(x,x') ox!
1

. PR I+ . .
les a; é&tant deéfinis mod (x1=x)™"", ce que nous écrivons encore

o)
3 oxy!
A(X,Xl) axt 9 A= (a'l 9ooogan) 9 'a%r = 3 .
P 2
B

Définissons maintenant les champs de vecteurs diagonaux sur X° comme étant
les champs II, ~projetables et préservant A (i.e. tangents & &), et soit ¢
1tapplication qui fait correspondre a un tel champ sa partie verticale y il est
immédiat que & est une bijection y en coordomnées locales, si £ = A(x,x')gi ,
ona 3

et () = A(x,x’)g-;gc—;- + A(x,x) ga; .

. . . 4 .
Par passage en quotient, e donne un isomorpaisme de J1§T2 sur le faisceau quo-
tient des champs diagonaux par ceux qui s'annulent & llordre k sur 4 5 nous

.appellerons ce quotient "faisceau des chaups projetables sur A(k) " et nous le

noterons EKSTZ.

Sur X°, on a les notions usuelles de "crochet de champs de vecteurs" et de
dérivée de Lie par rapport & un champ de vecteurs & (notée ¢£(g) ). Par passage
au quotient, on trouve les résultats suivants :

(2.1) Ekgmg opére comme un faisceau de dérivation sur QF = 6’(k) .
A

(2.2) ﬁkgmg est un faisceau d'algébres de Lie sur o (ou, si 1l'on préfére, sur

X, mpar image directe par Hl), ceci contrairement a JkgTz 5 mais ieci,

le crochet n'est plus Gk—bilinéaire.
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2.3) Le crochet de Lie de : est bien défini, a valeurs
net de Lie de I (T) X I(T) est bien aéf 1
[8Y

dans JkgT! .

Plus généralement, considérons AST* Jk(T) et APT* o T(T) comme des fais-
ceaux de formes vectorielles sur X°, modulo 1y et

. Alors la dérivée de Lie £(g),
pour E section de 3k+1(T) opere dans APTX ® F(T) et dans APT* @ (),

Les vérifications, immédiates, sont laissées au lecteur. Les géometres véri-
fieront aisément que ces opérations coincident avec celles que l'on définit
usuellement sur Jk§T2 s, 4 partir de la correspondance entre sections de ces
faisceaux et champs invariants sur les espaces de reperes (voir notamment Spencer
{1]). A 1tusage des non-géométres, nous allons toutefois domner quelques indica=-

tions sur ce point, qui donne la motivation des problémes étudiés ici.

Soit Y wune variété différentiabvle et II : Y - X wune submersion (i.e. une
application de rang partout n = dim X). Soit 0y le faisceau sur X des champs
Heprojetables sur Y , i.e. le faisceau qui & tout U ouvert de X associé les
champs projetables sur II"1(U) eY est un faisceau d'algébres de Lie, et la
projection II induit un homomorphisme d'algebres de Lie GY. - EX + Nous dirons
avec C, Bhresmam que (Y,I) est muni d'une structure de "prolongement d'ordre
k de X" gil'on sfest donmé un relévement p ¢ I - o (Mp = identité), qui
soit un homomorphisme de faisceaux dtalgébres de Lie, et qui soit un opérateur
différentiel linéaire dlordre k , ce qui veut dire ceci : en coordonnées locales,

si Y=Xx2, §= a(x)gé on a, avec les notations usuelles :

p(g) = (( z pa(x,z)Dz a)§%-+ a(x)gé .

o]k

Par exemple, si Y = TX g ou Y = T; y la considération du germe de groupe
a4 un paramétre associé & un chemp de vecteurs permet immédiatement de munir Y
dtune structure de prolongement dtordre 1 de X (en fait, lorsqu'on parle du
"fivré tangent" ou "cotangent" & X , on sous-entend généralement cette structure
supplémentaire, ce qui peut créer quelques confusions). De méme, soit Y le fibré
des opérateurs différentiels lindaires dlordre k , par exemple de Gk dans Gk §
Y est mmi, par le méme procédé, dlune structure de prolongement dlordre k de

X o En fait, dans ces exemples,; on a méme une notion de prolongement plus précise
i.e. un relevement des automorphismes locaux de X dans ceux de Y , sur laquel-

le nous nlinsisterons pas,

Cela étant, p définit une application O-linéaire D JkgTQ - Oy (T = TX)’
— T1- - ~ ~
avec p=7p J s dlou une application pe = p 3 3k§T2 - GY s et p estun
homomorphisme de faisceaux dlalgévres de Lie : pour le voir, on remarque que, lo=

calement, toute section de 3k(T) stécrit = fiﬁk(gi), £.€0L , §.€T , Ek = a'ljk;

i
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il suifit alors d4'établir qu'on a

~1z

M = [£ p(g),g p(n)] (en identifiant £ et g a O¥(£) et
I*(g) ),

~ ~k
Bl 37(g),e
or cela résulte immédiatement des formules

3, = [38), 3751 5 T(e)e = 58 » 2(9)e = ce

et de ltaypothese plz,N] = [p(g),p(M)]s Ltespace (A(k),nl) mmni de 3° appa-
rait ainsi comme un "prolongement dlordre k " particulidrement économique (et
méme comme la solution d'un probléme universel pour les prolongements d'ordre k,

que nous laissons le lecteur énoncer).

Avant dlintroduire les équations de Lic, prenons un exemple (les problémes qui
conduisent & ces équations en sont des variantes) : soit o une section de
v Il X , en supposant par exemple II surjective. Si € est un chemp de vec-
teurs sur X 1'équation " p(£) est tangent & o " exprime que £ préserve o
(par exemple, si y est le fibré des opérateurs différentiels lindaires d'ordre
=k de 0Oy dans 03( , o sera un opérateur différentiel et cette équation
stécrit &0 - of =0 , en identifiant € & un opérateur dtordre 1 ). Soit N
le fibré normal &8 y le long de o i.e. le quotient du tangent & y 1le long de
o par les vecteurs tangents & o , et soit £(p(g€))o 1a classe de p(§)|Cy dans
N 3 on est amené a considérer llopérateur différentiel (au sens du § 1)
@t & - £(p(g)s) de Jk(T) dans N , Posons Ek = s‘lgk , on aura évidemment

~ )
[E5,557 < #5, Ceci conduit maturellement & la définition suivante :

DEFINITION (2.4). Soit RE une éguation différentielle formellement intégrable
dans Jk(T)- Nous dirons que clest une équation de Lie si l'on a [E{_k,:'fgk] c gk .

Pour ¢ = 0, posons encore Eﬁ' = E“IB_I'

PROPOSITION (2.5). Soit RE < .]k('l‘) une équation différentielle formellement in-
Xégrable. Les  propriétés suivantes sont équivalentes :

1) RY ogt une dquation de Lie.

2) Le_crochet sur §k+1 X gk est & valeurs dans lik .
3) Le crochet sur RS X B est a valeurs dans RE ,

Démontrons par exemple qulon a 1) = 2) (la démonstration de 1) = 3) est

. ~ mki1 bid .
ana.logue) s soient SEE s MeR™ y en coordonnées locales, on a :

Eoalu)srram@E mod (-0, a(x) - A(x,x)
N = B(x,x! )3% mod (x'-x)k'lr1
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d'ou
~ B By ¢ A
(o = 53 +o Pty - 35t sl mod (xre)

a noter que chacun des deux termes du second membre a bien un Sens mod (x;_x)kﬂ
mais non

3B o . s s X
A Sar o aud n'est défini que mod (x'-x)~ .
Posons T = ¢*7 , et soit ' la projection de £ dans RS, opg
. 3B 3By D dA 34\ 3
elM,E1 = (4 557 + 2 55 ~ (B 5o + P S mod (xtex)™
avec b(x) = B(x,x)
dton
o ~ 3 a0
[S 7“3 = 6[5 !n] + D a—;c' 3x! mod (X‘-x)k+1
. - z ] -, _a_-A_ a Rk - . s
et tout revient a démontrer qulona b ITH Sxt €& 5 or ceci résulte du fait que
lion a :
- 24 D k
D(Eg) =dx®ax ax‘ €2®§. ’ dx: (dJ&’O.Q’ dxn) .

Pour démontrer que 2) = 1) il suffit de remonter le calcul précédent en utili-

k+1 k

sant le fait que R~ - R est surjectif (noter que cela n'était pas intervemu

auparavant). Io démonstration de 3) = 1) est amalogue.,

3. la_connexion canonigue

Nous allons dtabord rappeler la notion de "crochet de formes différentielles
vectorielles", due & Frolicher-Nijenmis [1]. Fixons d'abord quelques notations :
soit u une section sur X de APT¥ ® T 3 elle définit une dérivation de degré
(p=1) dans les formes différentielles sur X , notée i(u), définie localement
par la formule suivante : si u=a® € , i(u)p=aA i(E)p, ou BeAMT* et
ou i(g). désigne le produit intérieur usuel par €& . Nous écrirons encore
i(u)g =u A B , et nous poserons aussi B A u = (A a)® £ . Bnfin, si verlT¥BE,
nous définirons u p v par

(@9e)n oM =(enri(g))en il gl @M.

Désignant par d 1la différentielle extérieure, qui est une dérivation de degré
sur A¥D¥, on pose ¢(u) = [i(u),d] (rappelons que le crochet de deux dérivations
D et DU, " de degrés respectifs ¢ et r est par définition la dérivation de
degré aq+r : [D,D'] = DD! - (~1)% D'D), Lorsque u est de degré O , i.e. est un
champ de vecteurs, £(u) coincide avec la dérivée de Lie de u , d'aprés la for-
mule de H, Cartan. Dans le cas général, on a :

tl@®g)p = ap i(g)ag + (-1)Pa(e a i(g)B)
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dtou
(3.1) La@®E)s =an £(g)B + (=1)Paxn i(e)p .

Soit maintenant v ¢ Aq_T_* ® T 5 on vérifie qu'il existe un w unique
€ \F MTF® T vérifiont g(vw) = [2(u),(v)]. On voit aisément qu'on a :
(3.2) [e®g,8®M] = (B) 2 [E,M +2(@®g)pen~ (-1 (e Medg .

On en tire les formules suivantes :
(3.3) [g,v]} = £(e)v (¢ désignant, comme d'mabitude, la dérivée de Lie)

(3ed)  [ug® 7] = c(wp® M+ (=) galu,n] - (-1)P¥*9 (a8 @ MAu

Soit maintenant I : Y » X une submersion. En tout point beY ; on a une

suite exacte :
g
0= Yy = Ky — Taw) — °

ol vY,’o désigne les vecteurs verticaux de Y en b, et Hl') 1tapplication
tangente &8 I en b, Une conmexion, au sens d'Ehresmann, dans Y (relative-
ment & II) est par définition, une scission de cette suite exacte, i.e. la donnde.
V beY , dlune application vy, : Ty a) Ty,p v avee H{)Yb = id § on suppose
que v, dépend différentiablement de b. L'espace Im(yb) s'appellera "espace
des vecteurs <vy-horizontaux en b ". Au lieu de se donner vy , il revient au
méme de se domner, en tout point b , le projecteur de T sur V. b paral-

Y,b Y
lélement a Im(y.D ) 3 comme vY,b est un sous-espace de TY,b , ceci définit

une section du fibré

o (T - T 9Ty,

i.eos une 1 forme & valeurs vectorielles sur Y , que 1l'on appelle "forme de la
comexion Yy " et que nous noterons Q .

On vérific alors facilement le résultat suivant qui n'est qu'lune des nombreu-~
ses versions du théoréme de Frobenius : pour gue vy soit intégrable (i.e. pour
que le champ bb— Im(Y‘o ) soit un systime de Pfaff complétement intégrable), il
faut et il suffit que 1l'on ait [Q,0] = 0 5 1la forme 2[Q,Q0] apparait donc, dans

le cas général, comme la forme de courbure de la connexion Q « A noter aussi

qutune connexion intégrable colincide avec un "prolongement d'ordre zéro" au sens
du § 2.

Prenons en particulier Y =X , et I =1, § comme sur tout produit, on a

une connexion canonique intégrabvle sur Y , celle dont les vecteurs horizontaux

sont ceux qui sont anmulés par ﬂg' . Dans toute la suite, nous désigmerons par
1la forme de cette comnexion j en coordonnées locales, elle stécrit
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t
Q=dei®g%{
ou encore
o)
- 1 =
Q =dx ®SX‘ .

Soient ﬁeAp_‘ll*®m, et u=(id® )i [ieee, 80 U=0®E ,u=0a®¢g
avec ¢ = ¢(E)] 3 en relevant les formes différentielles sur X & X° par IL¥,
on peut considérer que u et U proviennent par passage au quotient, de formes
vectorielles sur X°, TUn calcul immédiat en coordonnées locales montre alors gque
%A Q ost bien défini, on tant qu'élément de APT* ® JX(T) (i.e., ne dépend pas
du reldvement choisi de 1) et qu'on a

(305) u=ﬁ/-\.Q.

On a aussi llimportante formule suivante (ol les passages au quotient sont
sougs-cntenduS.es) ¢

THEORMME 3,6 ("Formule de Guillemin-Stermberg") Du = -[Q,u] = -[Q,4].

Démontrons dlabord cette formule pour u = E € 3k§T2 s le plus simple est
dtopérer en coordonnées locales

A

e - _ 3 )
-{0,¢] = g(g)a = : c(g)ax! ® 5T * z ax! ® g(g)—a-}-{

Q/

posant § =T gj(x,x’)-a—x-r s il vient

Jd
o€ .
- : - ' -
-{0,e] = § dféi@'aixg iz" dxi®.a_5c+ax'.
2 dJ 1 J
et comme : o8 ; I
d§i=Zd.xj 3713 deja—x-..’
J J
il vient finalement
€.
i 9
el = 2oy ® gy gy = 26
’J J 1

Un calcul amalogue montre qu'on a =[Q,E] = Dg

Soit maintenant o = Ap_'I‘_* ; dlaprés (3.4), ona :

°

~l0,0 2 €] = ~¢@)a® g - (-1)Penla,g] + (@9 €)in .
Yais EAQ =8, et £(Q)e =0 (izmédiat par 5.1) , dtou
0, 0® g} =ae® g + (=1)Px p Dg = D(a ® £),

ce qui démontre la formule ={Q,u] =Du y 1la formule -[Q,u] = Du se démontre de
maniére amlogue.
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Les formules (3.5) et (3.6) signifient, si l'on veut, ceci : ¢ est le projec—
teur associd & la connexion canonique et D est la différentielle extérieure de
cette connexion. Ia théorie des équations de Lie peut se faire a partir de 1a
considération de la forme  , & la manidre de Guillemin-Sternberg [1] (voir § 4).
Nous allons cependant donner une autre version du théoréme précédent, due essen~
tiellement & Spencer ; walgré son apparence un peu plus "sophistiquée", elle con-
duit en fait, comme nous le verrons au § 6, & des équations plus maniables
1tidée est ici de faire jouer le rdle essentiel &3 ¢ %, plutdt quld ¢ (ou Q ,

ce qui revient au méme).

Soit JN(T)* 1le fibré dual (sur X) de JS(T) , i.e. le fibré des opéra-
teurs différentiels dlordre = k gur T , & valeurs scalaires (k =z 0) 3 pour
T e B, b a%S(D)*, on &éfinit £E)p € AWS(T)* de la manidre suivantes
pour q = 0, c'est la dérivée usuelle des fonctions suivant un champ de vecteurs
pour g =1 , on le définit de maniére & avoir, V ﬂ€£§i§l s

S(E) <MB>=< g(g)ﬂsﬁ >+ < Tl,eﬁ(%)ﬁ >

enfin, on étend l'opération obtenue en une dérivation de degré O sur A*gfiglf
(on pourrait dtailleurs aussi bien prolonger € en un champ de vecteurs sur X2,
et définir (E)s & partir du germe de groupe & un paramétre obtenu ainsi). De
la formule

BN - 2@ (g0
qui se vérifie immédiatement, on déduit qu'on a £(f£)p = £2()B (alors que cette
formule serait fausse pour @ € Aqgf) s pour ue AFI(T)*® 3k+1(T), ceci per~-
met de définir la dérivation g£(u) sur A¥J°(T)* par la formule suivante :

(3.7) c(a® E)8 = ap £()p c APTII(D)X,

pour veARI°(T)* ® 3k+1(T) , on définit alors [u,v] par la formule analogue
a (3-2) H

(3.8) [0®Ep@TMI=anp® (E,M]+ (@@ M~ (-1)P%EBo e E

il est immédiat qulon a

(3.9) (£(u),e(v) ]y = ¢lu,vly , pour vy e A¥IZ(T)* .,
L'amlogue de la formule (3.4) est ici

(3.10) [w,62 7] = £(u)s® T + (-1)*palu,T]

qui résulte immédiatement de (3.7) et (3.8).
Enfin, on a 1'identité de Jacobi : si wep®J°(T)* ® 3“‘*15'1'2 )

(3011) (""1 )pr[uy[vyw}] + ("1)rq[wy[u9V]] + ('1 )Q_P[v’[w’u}] =0
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qui se démontre par un calcul sans difficulté, quoique fastidieux, que nous lais-

sons au lecteur (pour le crochet de Frdlicher-Nijenluis, la méme formule est vraie,

et résulte immédiatement de la définition & partir du crochet des dérivations).

Notons maintenant que 1l'isomorphisme ¢ 3 Ek(T) - Jk(T) , donne, par duali-
té, un isomorphisme de €¥* : Jk(T)%' - ﬁk(T)*. Prenons en particulier k = O,
et identifions J°(T)* & T* au moyen de IL¥ (dans la suite, nous ferons tou-
jours cette identification, qui sera sans inconvénients) § étendant

isomorphisme A*J°(T)* - A¥T¥*, on obtient un isomorphisme
Toex@ e AR(D)* e TN(D) o axme e (D)
DEFINITION (3.11). Soient aeA*J°(T)* , ueA*J°(T)* ® et (T) 3 on pose

~

d = (&t )*de*a et Du = e1Deu o

e¥ en un

Nous allons voir que ltopérateur D satisfait une formule analogue au théo-

réme (3.6). Pour cela, quelques définitions supplémentaires seront nécessaires.

Soient G un groupe de Lie, g son algebre de Lie, et g* le dual de g 3
on sait qulon peut identifier g (resp. A¥g*) aux champs de vecteurs (resp. aux
formes différentielles) sur G invariants & gauche y alors, le crochet de
Frdlicher-Nijenimis domme par restriction, une structure dlalgebre de Lie graduée
sur A¥g¥® g , que 1l'on peut du reste définir directement & partir de la loi
dtalgebre de Iie de g , de la maniére suivante : on définit 4 comme étant la
dérivation de degré +1 sur A¥*3*¥ qui est nulle en degré 0, et qui, en degré 1
est définie par < EAT,do > = ~ < [g,N],0 > ; ensuite pour ueA*g*® g , 1la @é-
rivation i(u) se définit de la manidre usuelle (valable dans tous les espaces

vectoriels), et 1%on pose g(u) = [i(u),d]. On définit alors le crochet par la
formule (3.2),

Nous allons copier cette maniére d'opérer dans la situation, trés voisine, du

fivré en algévres de Lie filtrdes 1lim Jk(T). Pour ang(T)*, on définira donc
g+ pyx -
atos (T)* par

< gAMydla > = < [g,M],a0 > , €, (T)* 4

on étend alors d' en une dérivation de lim A*JE(T)*, nulle en degré O (noter

- 1 -~
que la projection w_ : J&+1(T) - ik(T) donne par dualité une injection

C(r)* - (D)% ). Entin, pour u e A*IY(D)* @ V(D) (k= 1), et
g ¢ A*I¥(D)*, on pose g£'(u)p = [i(u),csvjfsaA*J*zJ’1 (7)*,

Les opérations qui viennent d!'8tre définies ici "fibre par fibre" se prolon~-

gent aux faisceaux associés § conformément & nos conventions, nous les désignerons

par la méme lettre. Dans la suite, nous utiliserons ces opérations exclusivement
pour £ =0,



B, Malgrange, Pseudo=-groupes de Licess § 3 15

Faisons alors la remarque suivante : soit Jﬁ(T) 1l'ensemble des §€Jk(T)
tels quton ait Go(g) =0 y il est clair qu'on a

7E() = () n T ,
et que g‘l(g) = g si et seulement si geJﬁ(T). Je dis que, pour

wea*32(Dx ® TE(T) , BeARI(T)* , ona g(u)p = £'(w)g.

Tout dlabord, ceci est vrai pour u = ¢ de degré O, car on a, pour tout
ﬂeJkST2 :
0 =2g(g) <My >=<T[g,mlp>+<Me(g)p >

dtaprés la définition de £(g), et que la méme formule est vraie avec £ rem—
placé par g£?, dlaprés la définition de £' 5 ensuite, pour oeA¥J°(T)*, on a

t(a®€E)p =an e(E)B par définition

s a®g)p = ah 2H(E)R + (-1)9%8 ¥ ary p i(e)p

dtaprés la formule (3.1), qui est évidemment encore vraie ici ; mais de 50§ =0,
on déduit i(g)g =0, dlou

slo®g)p = (a® g)B

(On remarquera que llexpression g(u)p , tout come c'(u)g, aurait pu &tre dé-
finie pour

HA

ky

we AP (Mo (), pealf(m)* , 2

mais, pour 5 >0, pa #0, u:s AszfTﬁ*'® J§+1(T) , on aurait en général

z(u)g £ £'(u)p

car i(u)p # O, ce qui ne permettrait pas la construction qui va suivre j une
rartie des formules de la fin de ce paragraphe peut néanmoins 8tre étendue dans
ce contexte plus général, mais nous n'en aurons pas besoin § voir remarque 3.17 ).

Pour w ¢ APZ(D)* © FH(D) , u, ¢ AP(M* 0 TN, u =y ,
B € A%7°(T)*, on pose alors :
s(u)p = £1(w )8 + 2(w ) € APTAR (T)*

ce qui précede montre que cette expression ne dépend pas de la décomposition choi-
sie de u ., Remarquons que le crochet de deux éléments de Jk+1(T) + 3k+1(T) est
bien défini, a valeurs dans ) + T y on définit alors pour
A\ b, ~-{I1 o %
we APro(mx @ [Z() + FNMT et v e a%(mr o [FN (1) + T (D)3
le crochet

[u,v] € AP (7)* o [(J5(1) + ()T ,
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par la formule généralisant (3.2) et (3.8) (dans ce dernier cas, avec une “"perte"
de X+l & Xk ):

(3.12)  [e®E,®Ml=(rap®lg,n]+c(@me)p®n- (-1)P@E@Mede .

Nous laissons le lecteur vérifier que le second membre ne dépend pas de la
décomposition choisie de u et v (il suffit évidemment pour cela de vérifier
que l'on obtient le méme résultat pour fa® § et da® fg). Lorsqu'on a

ne3k+1gmg 9
cdMa=8asMe, (a®g,N =a9[g,M] - c(Ma®E

et de (3.12), on tire la formule suivante, généralisant (3.10) :
(3.13) [w,8® 7] = g(wp® n+ (-1)%p A [u,n]

(par contre, pour 1 ¢ Jk+1$TZ , cette formule doit &tre modifiée, d'une maniére
analogue & 3.4).

En ce qui concerne l'identité de Jacobi, nous n'en parlerons pas, attendu que,
dans le contexte ol nous nous sommes placé ici, des expressions telles que
(u,{v,w]] ntauraient aucun sens. Nous verrons cependant plus loin que, dans les
cas particuliers qui nous intéressent, on pourra leur en donner un, et que 1lt!iden-
tité de Jacobi sera vérifiéde.

Considérons enfin l'application ¢ '=- id : Jkﬁ1(T) Jk+1(T) + Jk+1(T)

elle est nulle sur Jk*1(T) y, et se factorise donc par une application
7o) = # @)/ 8 () - )+ P (),
qui définit une section de
@ e £ (@ + F(m1,

que nous noterons (en laissant le lecteur préciser quel est l'entier k choi-

si, suivant la formule considérée), Le résultat essentiel de ce paragraphe est le
théoréme suivant s

°
e

THEORM'E (3.14) ("Formule de Spencer"), Pour u € A% J°(T)* ® 3k+1(T) , ona
5‘1 = [5,“] .

Examinons dtabord le cas o u =€ ¢ 3k+1§T! . Dégignons par £(E)e* 1ltap-
plication JW(T) - I(T) aérivée de Lie de ¢ par 1'automorphisme infinité-
simal associé 3 E (aprés les passages au quotient convenables) ;, il revient au
méme de le définir par la formule :

@) (n) = cE)E) - e e@EMe TAD) ,  pour tout T INT) 4

Le calcul de cette expression a été fait dans la démonstration de la propo-
sition 2.5 ; on voit immédiatement que le résultat s'écrit
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R JT FOURIER
g(€)er(n) =~-MADE

ce que nous écrirons plus briévement :

(3.15) £(B)e* = -iv(DE), i' désignant le produit intérieur droit.

Pour établir la formule cherchée, il suffit alors de remarquer qu'on a
[-Q ,E] = £(§)ﬁ , Qdérivée de Lie de { par rapport & llautomorphisme infinitési-

mal associé 3 € , ce qui résulte facilement de la définition 3.12 (avec le

petit abus de notation suivant : le second membre est bien défini pour " 2

l'ordre k ", alors que le premier est défini pour " & & 1ltordre k+1 ", mais ne

dépend que de " & l'ordre k ", comme on le vérifie tout de suite) j et que,

dtautre part, llapplication identique id g% () - _JE(T) a évidemment une dé-
rivée de Lie nulle par rapport & % ,

puisque le germe de groupe 2 un paramétre
agsocié préserve "id" .

Pour établir le théoréme, en vertu de la formule s

Bla®E) =da®E + (-1)Pan DE

(¢ = deg p), qui résulte immédiatement de la formule analogue pour D ,
vertu de la formule (3.13), il suffit d'établir le résultat suivant :

et en

PROPOSITION (3,16). Pour oeA* J°(T)¥, ona £(Q)e =do .

chr

Nous ferons encore le calcul en coordonnées locales :

: prenons sur X° les
champs de vecteurs ga-r seeey TT 5 considérés, par passage au quotient, comme

;
éléments de J §+1§‘1‘2, et complétons-les en une base de Jk+1 (T) au moyen de vec-

teurs de Jlé +1 (T) ¢ les n premidres formes de la base duale de Jk +1£T2* sont
les ?d'xi = (e 1 )*dxi , et lton a

-1 -)8_.8
(- 14 Bxi B axi ’

considéré come élément de J5F () + FH (T) , dtou l'expression :

=3 dx ® 2= dxo .
1 axi X

Posons (ce qui "n'est pas canonique" ... tant pis ! ) O3 =0, -0, , avec

[}

6 -Exe G ) e 2@ e @, & -Bo e r@mre i@,

ax!
Nous allons établir les formules suivantes :
i) £y o = Qo ii) er(@)a =0 .
Démonstration de i)« Remarquons que le germe de groupe & un paramétre défini
sur X par -é%- + -a-?c—, préserve la structure de produit de X2,
i i -
3 ey sil'onpose * @ =ce¥(a)eT* , on aura donc

et commute donc
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2y + az = (1) :(BX, + —-)a = ( -1>*a§;* .

Ce qui, joint a (3.7) et & la définition de a , domne immédiatement le résultat,

Démonstration de ii). Ll'assertion est évidente pour o de degré O

, dlaprés
la définition de £', et le fait que d'a = O,

I1 suffit donc de la démontrer
pour o de degré 1 5 on a alors

1@ ) = i@ )ate - ati(, )a
I1 suffit donc d'établir qulon a i({l )d'w

Il

iGy)ate - ata .

d'e , or pour T et TbeJ‘kH(T) .
ona :

1]

<My A Mg ,i)ate> =5 <, 3, > <, ,i(a—%{)aua > - <1, ,Exi > <n1,i(-a-§£§)dua >

]

~ d 9
2<T\1,dxi><-a-}-c-§Aﬂ2, d'oe>-<ﬂ2,axi><-é;{1\ﬂl,d'oz>

-Z<ﬂ1,dx ><[ ,fb],oz>-<ﬂz,ﬁx><[ ,,n IR

Mais on voit immédiatement que
2<n196—x >[ ;9“9]—<ne;dx >[ g’nlj

a méme projection sur J°(T) que [MysMel (si My =% T}ll (x,x')—a%-!—, on a
<My ,dx; > = 7 (x,x) ). Donc :

<My AMz,i(G)dta> = =< M ,M], > =<N; AT, d'a>.

Ceci achéve la démonstration.

Remarque (3.17). On pourrait définir la différentielle extérieure d sur
A*ﬁ'kgT! comme la dérivation qui est égale & la différentielle usuelle en degré O,
et qui est donmnée en degré un par la formule nabituelle :

°

< EIA%'Q ,d.CY > ==< [gl QEQ}’Q' >+ £("§1 )< gg ' > - £(§2 )< El ' & >

on définit alors d sur A*ka* rar (3.11). Désignant ensuite par £ ! (resp.1
1181énent de 25 (m)* @ T (1) (vesp. I (m)* » & (1) ) aéfini par £F
(resp. 1tidentité), on définit encore g(£*)a par (3.7) et 1l'on trouve, en pre~

nant une vase locale de J'1 CHQT) les formules suivantes, qui généralisent la pro-
position précédente :

g€t ) = do + dta e(De = d'a

Le crochet défini par la formule (3.12) n'est pas "le meilleur possible", en
vertu des remarques suivantes : tout dlabord, pour u , Vv e A¥I°(T)*® 3‘k+1 (T) ,
on ootient seulement un élément de A*J°(T)* ® ;J;'k_(T) s

alors que (3.8) donne un
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&lément de A¥J°(T)* ® et (P) (8ont le précédent est simplement la projection
= <kt

par id ® ugk) ., dlautre part, pour u quelcongque, v € ALI°(T)* ® < (T) , =i

kz1 ou k=9q=0, le résultat ne dépend en fait que de la projection

ut = (id ® Z,a,,)u (ainsi que nous llavons remarqué pour u = Q ). Dans ce qui suit,
R

nous écrirons des crochets de type [u,v} en leur attrivuant la "meilleure va-

leur possible", compte ternu de ces remarques.

PROPOSITION (3.18). On a les formules suivaentes

(3.18.1) [d,2(w)dp = s(Bu)p  (Bea*I°(T)* 5 uea*3°(m)* » T(D) 5 x = 1)

(3-18-2) 'ﬁ[usv] = [5‘17"] + ("1 )p[usﬁv]
(u,ven*3°(T)* ® F(T) 5 degu =p 5 k= 1)

(3.18,3) [G,0] =0 .

Ie premidre formule stéerit [£(3),c(u)] = £[Q,ul, et la seconde s'écrit
comme 1llidentité de Jacobi pour (), u, v ; quant & la troisidme, elle montre que
la formmle D D u =0 peut s'éerire comme 1'identité de Jacobi pour Q,0,u. Indi-
quons rapidement comment on établit ces formules.

Pour (3.18.1), on traite tout dlabord le cas o u = & est de degré 0. Ia

considération du groupe & un paramdtre associé & un reldvement de £ conduit faci-
lement & la formule

£@)e@)p = ce@EXxi)p + c@:E)p = -2(DE)p + dc(E)8
dtoll le résultat cherché puisque le premier membre vaut xﬁ(é)ag. Ensuite :
de(a® BB - (-1)Pcle® E)dB = Ao A £(€)p) - (~1)Px A £(E)dp

o p £E)p + (~1)Pan (3 A[E,2(E)1p

et 1'on est immédiatement ramené au cas précédent.

i

Pour (3.18.2), on prend encore u =& de degré 0, et 1'on a (encore par un
argument de groupe & un paramétre)
e@)0,v] = [2EXA,v] + [Goe)v] ,

gui s'éerit encore
[g 15"'] = "[T);S: ,V} + ﬁ[%,v] ’

ce qui est le résultat cherché ; on passe de 1la au cas général en utilisant

(3.18.1) et (3.13).

Enfin, la formule (3.18.3) se vérifie en coordommées locales § on a

5 =7 & -
Q-—Zd.xi@axi
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a0 3 3 3 31 Ny o)
1sd i J 1 1

dtapres (3.12) 5 mais le premier terme du second membre est évidemment mul, et le
second est nul dtaprés (3.16), C.Q.F.D,

Remarque (3.19). I1 peut &étre commode pour les calculs effectifs de "trans-
porter” les opérations précédentes sur A¥T* 3k+1(T) 5 de fagon précise posons,
pour B € A¥PX 3 G = ()%, B o= ()%p e AXI°(T)X 5 pour E,fele (D),

posons alors :

ad(e® £)B = (e*¥® id)c(a® E)p
DH{a® E) = (e*® id)D(a ® E)

(ia® e )p(a®E) , £ = ¢

it

le® E,8 2 7] (e*® id)[a® E,p ® 7]

on a alors :
(3.19.1) ad(¢® §)g = £(@® E)g - (-1)"D*(a ® E)Rp (

(3.19.2) fu,v1= ‘[_u)v] - (=1)Pprfy + ()P rypu (o

o le £ et le crochet du second membre sont ceux de Frolicher-Nijenhuis. Ceci
montre que, aux notations prés, les notions introduites ici sont équivalentes a

celles considérées par Spencer [1] (mais la considération de J°(T)¥ rend les
invariances plus évidentes).

deg @)

il

degu 5, q = deg v,

Dénontrons (3.19.1) pour o=1, et g de degré 1, ona, pour 7 € J°(T)

£E)<MB>=csE)< e (M),8>
dtot, dtapres (3.15) :

< g(B)N8 > + < M,£(E)B >

]

<erg(E)N,p > - < MADE,B > + < e 2 (M),e(E)B >

< gEME > - < &1 (n),DERp > + < 1 (0),c(E)p >

dlol le résultat § le reste des formules précédentes se déduit ensuite facilement

de (3.1), (3.2), (3.7) et (3.8).

Revenons aux notations du paragraphe 2 : il résulte immédiatement de (3.8)
que si R* est une équation de Lie, A*J°(T)* 9 g? est stable par le crochet
(3.8), et par conséquent est une sous-algtbre de Lie graduée de A¥J°(T)* ® 75(1).
Nous allons en déduire le résultat suivant (qui dtailleurs pourrait aussi bien se
démontrer & vartir de 3.6)
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PROPOSITION (3.20). Si RX est une Squation de Lie, R<'' est aussi une Squa-
tion de Lie,

~k+1

Soient E,T € R 5 il faut montrer qu'on a aussi [E,7] ¢ gt s d'une

rart on a bien
BLE:01 = (5,57 JE .

Reste donc a voir qu'on a De[€,TJe™* ® _R_k , ou encore D[E,TJed°(T)* ® gk, ce

qui résulte aussitdt de la remarque précédente, et de la formule (3.18.2) :
DE,M] = [DE,M3 + (E,M] .

Remarque (3.21). Dans la démonstration précédente, seule la relation

[Ek,gk} c _f_i_k est intervemue (le fait que R° soit un f£ibré, et a fortiori le
fait qu'il soit formellement intégrable n'a joué aucun rdle). Si donc nous appe—
lons "opérateur différentiel de Lie" un morphisme ¢ : J‘k (?) - F (P, un fibré
vectoriel) tel qu'on ait [_ﬁ}c,:ff{} c Ek, les prolongements pv () seront encore
des opérateurs de Lie. Il en résulte que, si lton obtient une équation formelle-
ment intégrable pour £ assez grand, ou, plus généralement, en appliquant le pro-
cédé de Goldscimidt [3] (qui consiste, en gros, & rajouter des équations obtenues
en dérivant les équations initiales, de manidre & aboutir, sous des hypothéses de
régularité convenable, a une équation formellement intégrable), cette équation
sera "de Lie" au sens de la définition (2.4). Il semble donc que cette défini=-
tion, malgré son caractére apparciment trés grossier, soit suffisante "en prati-
gue” i.e. dans le cas ol l'on espére des théorémes et pas seulement des définitions
(alors qula priori, on devrait penser plutdt & imposer des conditions sur 1l'opé-

rateur ¢ lui-méme).

4. Transformations diagonales.

A) Soient Hk(a,‘b) (resp. Uk(a), resp. Hk) 1'ensemble des jets d'ordre k
inversibles dtapplications X - X, de source a et de but b (resp. de source
a et de wut quelcongque, resp., de source et de but gquelconques)s runi de la loi de
composition des jets, Hk est un groupoide, i.e. une petite catégorie(” dont les
fléches sont inversibles. D'autre pert, e est muni maturellement d'une structu-

re de variété différentiable. Sauf mention expresse du contraire, nous congidd-

k s s . .
rerons II” comme fipré sur X par la projection "source". Nous noterons alors
k X k k . .
I ses germes de sections en a , et [ =U I~ le faisceau de ses sections.

a

Soit dtautre part F une application X® - X , et posons f(x) = F(x,x) ;
1tapplication F = (£,F) : X® > X* est I -projetable et préserve 4 ; nous di-
rons que F est diagonale si, en outre, pour tout xX, le germe en x de

1) Une catégorie est "petite" si ses fleches forment un ensemble.
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ltapplication x!'+— P(x,x') est inversibdble ;, le composé de deux applications
diagonales est évidemment encore diagonal , pour qu'une application diagonale
P = f,F) soit inversible au voisimage de & , il faut et il suffit que f soit
inversible,

Par définition, nous dirons que deux applications diagomales F et G ont
méme partie principale d'ordre k (k entier = 0) si elles coincident sur 4 ,
ainsi que leurs dérivées dlordre =k , ce qui entraine en particulier f = g j
nous écrirons quelquefois cela abusivement F(x,x') = G(x,x') mod (x'-x)k+1. A
la partie principale dlordre k définie par ¥ , on fait correspondre la section
de I suivante : x - {jet dlordre k en x de x' - P(x,x')} 5 il est
clair que 1l'on obtient ainsi une bijection de l'ensemble des parties principales
dtordre k d'applications diagonales sur I"(X,Hk) ‘s dans 14 suite, nous identi-
fierons ces deux espaces ; de fagon plus précise : soit Feﬂk ¢ on peut congidé-
rer F goit comme jet dlordre k dtapplication X —» X , ou encore de. section

du fibré trivial X° -» X , goit comme valeur sur un point d'une partie principale
dlapplication diagonale 5 seul le second point de vue se préte & la transformation
de F par les automorphismes diagomaux de X (le premier n'étant adapté qulaux
transformations de la forme y' = g(x') , y = g(x) , i.e. préservant I[ et I ;
dans ce cas les deux points de vue sont équivalents). Nous adopterons donc en
principe le second point de vue, le premier n'intervenant - aussi peu que possi-
ble = que pour nous rattacher 3 la théorie formelle des équations différentielles.

Nous espérons que cette remarque permettra au lecteur de se sortir des situations
les plus inextricableS...

De méme, les germes de sections de n* seront identifiés aux "germes de par-
ties principales dlordre k dtapplications diagomales", que l'on définit comme
on pense. Par passage au quotient, ou en utilisant la loi de composition de Ek

p . .y ®moek % =k . roir k
on obtient une loi qui, a Fe[I_a et Gsﬂ_f(a) s associe GPF € l;Ia « Le sous

?

- r'd ~k e ” - . k -
faisceau, noté L, des éléments inversibles de II°, est encore un groupoide j

une section F de _l}_k est donc une section de Ek si et seulement si elle est

étale (i.e. localement inversible), ou encore si f est étale.

Soit Aut(X) le faisceau des germes d'applications étales X -»X 5 a
f € Aut(X), on associe le germe dlapplication diagomale (x,x') b (£(x),f(x!))
dont la partie principale dlordre k sera désignée par ﬁkf (i1 est clair que,
dans le "premier point de vue'ci-dessus, cela coincide avec ce que tout le monde
note jkf). Pour k =0 , on obtient un isomorphisme 3°: Aut(x) - H°. Dans 1a

suite, nous identifierons ces deux faisceaux [de méme que nous avons identifié T

et 30‘T2i|
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Notons enfin que ikgmz peut &tre considéré corme "1l'algebre de Lie" de _ﬂk,
dans le méme sens ou ll'on considére habituellement T comme "l'algebre de Lie" de
Aut(X) , clest-a-dire qu'on a les propriétés suivantes :

~

a) soit ﬁt une famille & un paramdtre de sections de EF, dépendant diffé-

~

rentiablement de t , avec Fo = id ; en relevant la situation & X°, on défi-
nit de maniére évidente

da =~ ~
rr3 Ft|t=o ¢ T(x,IYD)

b) soit E € F(X,jkng) 5 en relevant € en un champ diagonal sur X°, on
définit, pour tout ouvert U relativement compact de X (en abrégé U ccX) et
tout +€R voisin de O

~ . =k
exp(t€) | € T(Ud™) .
Les formules usuelles sur lfexponentielle des champs de vecteurs sont encore
~ vraies, puisque tout est défini & partir de la situation usuelle sur X°. Enfin,

de la définition de Ek résulte que, pour tout € € I'(X,T) , ona, pour UccX
et t wvoisinde O

(4.1) 3 e (1) |y = ex(s Ty

(dans la suite, nous omettrons dtindiquer l'ouvert U, par abus de notation).

Les correspondances précédentes s'étendent encore aux germes, ou aux sections
sur des ouverts de X (nous lairsons le lecteur précisere..).
";k+1 )

Prenons k= 0, et soit F ¢ (X s le théordme (3.6) et les considé-

rations précédentes nous aménent a poser
(4.2) DF=F1(Q) -q.

En effectuant le calcul en coordonnées locales, apreés avoir relevé P en une
application diagonale, on trouve

. ~ 3F 3F i 3

(403) £F - d-x ax (ax|) ax! ?

ce qui montre que $HF est bien défini en tant que section de T* ® Jk(T) s de
plus, gb@ = 0 équivaut a %g =0 , ou encore F = 3k+1(f) .

De [Q,0] =0, ontire [F1(Q),F1(Q)) =0, a'ou, dlaprés (3.6) et (4.2)
" 1équation de structure" (pour k=1 3 pour k = 0 , cette équation est vide):

(4.4) DOF + [OF,£F] =0 .

Fin passant aux germes, on obtient le "complexe non linéaire de Spencer"
(1ere forme)
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~ke+1
3 ~ 5 -
@5)  sw® - 8 D me @ A pmes &)

avec $,u = Du + 3{u,u] , et ce complexe est exact en ﬁk""l. la théorie de
1'équivalence peut &tre faite avec ce complexe (cf. Guillemin-Sternberg (1], Qué
{1])+ I1 nous parait cependant préférable d'utiliser la variante qui fait interve~
nir Q et le théortme (3.14), pour une raison qui apparaitra su § 6. Pour cela,
notons que pour F ¢ r(x,g““) F1 opere sur les JY(T) (4 = k+1) et les
F(?) (2 =k) et leurs duals, et commte avec les divers crochets définis au

§ 3 ; on peut donc définir, Q &tant "pris a llordre k " :

(4.6) F=0~F@Q) ¢ r(x,7°(m)* ® [31) + TT)T) .

En fait, on a DF ¢ rx,J7°(m)* @ 31{(1‘)) 5 en effet, avec les notations de
la remarque (3.17), o k1 est remplacé par k , ona (= ¢t= 13 come
F1(1) =1, il vient
(4.7) HF=1-T1() e r(x,3(0)* ® T(D)) .

Ceci, joint a (4.6), donne le résultat cherché.
I1 est facile de trouver la formule reliant S)%‘ et 5 i‘ s en effet, de la
formile (3.5) : € =EARAQ, et de (4.2), on tire
Fi(€) = ¢ F2 () + F1(F) R3F ,

ce qui s'écrit aussi

(4.8) Fr(e) = e + it (DF) (i', 1le produit intérieur droit) .
Dtautre part, (4.7) s’écrif aussi @
(4.9) Fl(et) = et - i1(@F) .

Par conséquent, les applications e+i'(PF) et 1= it($ ¥) sont inverses
1'une de ltautre ; on en déduit drabord que PP=0 équivaut 8 DHF =0

, donc
a ?E" = 3k+1 (f) g

on en déduit ensuite llexpression de D F en coordonndes.

En effet, pour & = a(x,x ) =5+ a(x, x) , Pposons

~ ~ e

N=MGext)str=cE+ T8 DF;
dtaprés (4.3), ona

MGxyxt) = gGext) + (x0T

dtol

N(xx) = (x0T + S (5,07 = g, )EEE™ (x,%)

puisque
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dtou finalement

§(xyxt) = N(x,xt) = M(x,MGxxt) , aveo M(xxt) = s5Kox,x) (F2 2520

et par conséquent,

(4.10) AF-3xo [M(x,x')g?;.- + M(x,x)-a-a;;J .

Cette formule m'avait §té domnée par C. Buttin, dans un état de la théorie
antérieur aux formules (4.6) et (4.7).

Finalement, de [(Q,3] = 0 ot de (3.14) on tire "1l'équation de structure"
(2&me forme)

(4.11) PIF -3 -tﬁk_1[3) 7, 5F] =0 (on écrit ici & _q pour id ® &3]&_1)
cette projection intervient ici du fait que [Q ,§~2] nlest défini que comme forme
a valeurs dans T N(T) , alors que (9 F,% F] est défini, pour k= 1 , come
forme 3 valeurs dans J°(T) 5 pour k = 0, 1la formule est vide et la question ne
Se pose pas).

En passant aux germes, on trouve donc le "complexe non-linéaire de Spencer"
(2tme forme) ~”

~lr
~

1

D
(4.12) M(X) - §k+1 'i J°gm2*®3k(sn) - A‘?J°(T)*®3'k"1(fl‘)

avec Xglu = Du - % wk_.'[u,u] 2 et ce complexe est encore exact en §k+1.

Remarque (4.13) (Analogue de 3.19). Pour oeA*T*, posons a = (7 )*x , et
AdF 1 (o) = e*¥F (@) Pour calculer AdF ' (o) , notons qu'il coincide avec ! (y)
lorsque o est de degré O, et que, dlautre part, AdF!  commute au produit
extérieur ; il suffit donc de faire le calcul pour deg(e) =1 5 or, en transpo-
sant (4.8), on trouve F1((¢:)%*) = (¢1)* - i($F) et de méme, en transposant
(4s7) ¢ Fl(e¥*) =e*+ i(DTF) ; on en déduit que, pour deg(a) =1, ona

eXF L ((e2)*a) = eX(FL((2))IF () = F1(a) - e¥B F R F2(a)] ,
ou encore, en posant B1F = (e*® id)F F ,
AdF (o) =F () =S 'FRF1(a) (Qegle) =1) .

Dans cet article, nous n'utiliserons pas cette formule.

B) En vue dleffectuer dans la suite les prolongements des équations que nous
allons introduire, nous aurons besoin encore de quelques définitions. Si E est
un fidré vectoriel sur X, les gornos de sections du fibré J° (J‘k (B)) peuvent &tre
identifiés aux germes de sections de H:(E) sur X*, modulo (x'~x)z+1,(x"-x' )k+‘
les applications
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& 5@ - ) ot Vo @) - FEEE)

(voir définition au § 1) peuvent alors &tre décrites ainsi, avec la définition
évidente des Hij s X2 - X

°

s = H‘ﬁ"as mod (X'-X)z-ﬂ ,(x"—x')k+1

e = HZ}“BS mod (x'-x)zﬂ ,(X"-X')k+1 .

Si 1l'on prend E =T , on est alors amené a identifier Jf’nggTH aux germes de
cremps I, -verticaux sur x®, modulo (x'-x)z'ﬂ R (x"-—x')k."1

[3

s modulo les passages

aux quotients indigqués, on aura alors, pour £ = a(x’x')g%'
4 o)
J g = a(X' ’X")g}F , )\£§ = a(x,xﬂ).a_?;.ﬁ. .

Appelons bidiagonaux les champs de vecteurs £ sur X° qui

1) préservent H'Z';(A) .

2) sont I, ,~projetables, avec H12(§) diagonal sur X3.

En passant au quotient par (x"-x')k'*'1 ,(x'—x)ﬂ"|~1 s on obtient un faisceau noté

3(1’ ’k)STZ 3 en coordonnées locales, un tel champ s'éerit

g = a(x,x! ’X")g%‘y‘ + a(x,x! sx’)ga;{ + a(x,x,x)ga;, nodulo (x"-~x')k+1 ,(x._x)zn;

1tapplication gr——ea(x,x‘,x")s-%; est un isomorphisme 3(2,1{)@) - J“e'LJk(T))

analogue & ltapplication ¢ § nous la noterons encore

e y et nous définirons
P - 388 ot o o 38R (g

ar '31& - &1 jza , 5‘\2 = ¢\’ + On vérifie immédiatement que 3(2"k)$T2 est un

faisceau d'algévre de Lie sur X , et que 3’2‘ et ¥

4

sont des homomorphismes de
faisceaux dlalgebres de Lie.

Introduisons maintenant les analogues "finis" des notions précédentes ; consi-

dérons une application F : X® - X® qui possdde les propriétés suivantes :
1) F préserve Hg(a) )
2) F est I, ,=projetable, et H12(§‘) est diagomle X° - X3,
1) et 2) équivalent & ceci : P peut stécrire y" = F(x,x',x")
yt = F(x,x',x!) ;3 ¥y = F(x,x,x) , F &tant une application X*> - X telle que,
pour tout x<X, le germe en x de ltapplication x't+— y' soit inversible.

Nous dirons que P est bidiagomale si, outre 1) et 2), elle possdde la pro-
priété suivante :
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3) Pour tout =x€X, le germe en x de 1lapplication (x',x")+— (y!',y") est
inversible. (D'aprés le théoréme des fonctions implicites, il revient au méme de

supposer que le germe en x de 1llapplication x"#+— F(x,x',x") est inversible).

On dira que deux applications bidiagomales F et G ont méme partie princi-
pale dtordre (4,k) si, en coordomnées locales, on a F-G = O mod(x! ,ch)jH1 .
(X"—X' )k+1

3 on définit ainsi le faisceau F_(‘e’ k) des germes de parties princi-~

pales dtordre (4,k) d'applications bidiagonales ; il s'identifie au faisceau des

sections (pour la fibration "source") du fibré e k) des jets dlordre ¢ de

sections étales de _f}k (i.e. de sections de _f_f_k) , muni de la loi de composition
des jets, II 45k) est encore un groupoide ; on désigne enfin par ﬁu’ sk)

le sous~-
faisceau des sections étales de II(’z k)

(ce sont les sections telles que

x +— P(x,x,x) soit étale) ; clest encore un groupoide, et 3('@’]{)@! peut &tre
considéré comme son "algebre de Lie", dans le méme sens que _3_'1{_{__1'_)_ est "l'algebre
de Lie" de _l:Itk (nous laissons les détails au lecteur).

~

Les versions "finies" des applications 5'?’ : Hk —9_1}(’?"1{) et i'o‘ : ﬁ(k"e‘ )-> ﬁ(f’ k)

peuvent se définir ainsi : si T est Aéfini par 3! = F(x,x') ; v = F(x,x),
T ost A8fini par y" = F(x',x") 5 ¥ = P(x',x') 3 ¥ = P(x,x) , et VP est

défini par y" = P(x,x") 3 y!' = F(x,x!) 3 y = P(x,x) .
De 13 résultent irmédiatement les propriétés suivantes :

(4.14) 3‘% est un homomorphisme de groupoides El_k - _ﬁ_(’?”k)

(4.15) Xﬂ est un homomorphisme de groupoides ﬁkﬂ’ - _I_It('@’k) y de plus )Nx}z

est défini "fibre par fibre", i.c. définit un homomorphisme de groupoides
e —>H(J?' k) que nous noterons A% .

~0 ~
(4.16) 3~ et )\’Q' commuitent & llexponentielle des champs de vecteurs.

5. Bauations de Lie : forme finie.

Soit I'l;(a') € Hk(a.,a.) le jet dlordre k en a de l'identité, et soit Ik
1a section de IIX : a Ik(a.) 5 soit E € I‘(X,.le(T)) s pour UccX et t
voisin de 0 , nous avons vu que llon peut définir exp(tE) € I‘(U,Hk) s en pre-
rant la dérivée ent = 0 , on obtient une application de 3‘k(T) dans le fibré
V(Hk)hk des vecteurd de I 1le long de I, , dont on vérifie immédiatement que
clest un isomorphisme, et que cet isomorphisme est invariant par les automorphismes

diagonaux § dans la suite, il n'y aure donc aucun inconvénient a identifier ces

deux espaces,

Soit F ¢ Hk(a,b) ¢ 1ltapplication G GF est un isomorphisme

~ ~1~
() - Hk(a,) 3 a un vecteur £ ¢ J (T)(b) , considéré comme vecteur vertical
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de T en Ik.(b)’ cet 1somorpm.sme fait correspondre un vecteur de II (a) en F,
i.e, un vecteur vertical de H (a} en F, que nous noterons gF 5 & un champ

g 1“()(,.]'k (T)) on fait ainsi correspondre un champ vertical invariant & droite
(en un sens évident) sur 0¥ : T EF , que nous noterons aussi 'rk(g). I1 re~

vient au méme de comstruire 'rk ainsi : considérons un instant pour aeX fixé ,

Hk(a) comne fioré sur X par la projection "but" 3 si g est un automorphisme

de X , associons-lui l'automorphisme de Hk(a) : F (T]kg)(b)l?‘ , avec

b = out(F) 3 en passant aux automorphismes infinitésimaux, on obtient une struc-

ture de prolongement dlordre k de -X sur Hk(a), qui coincide avec la restric-

tion de Tk a Hk(a.) ; en particulier, 'rk est un homomorphisme dlalgebres de

Lie.

Soit maintenant RS une &quation de Lie 5 la collection des REF , FelX, est
un systéme de Pfaff complétement intégrable, et transverse a Ik , buisque formé
de vecteurs verticaux. L'ensemble des sous-~variétés intégrabvles passant par les
points de :l'_1 deflmt donc un germe de sous-variété de Hk au voisinage de Ik ’
gque nous noterons fP ¢ nous désignerons aussi par P k un représentant du ger-

me précédent, que 1l'on sera amené a restreindre au besoin, pour que les propriétés
qui suivent soient vraies.

I1 résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites que la restric-
tion a ka de 1llapplication "source" et de llapplication "but" sont des submer—
sions 3 par contre, la restriction a "Pk de llapplication "source x but" est

une submersion si et seulement si R° est formellement transitif, i.e. si la pro-

Jection ﬁk -» T est surjective (dans le cas général, on ne peut absolument rien

. ~ . zk
dire, vu que nous n'avons méme pas supposé R - T de rang constant).

On démontre, comme dans la th¥dorie des groupes de Lie, que P k est un germe
de sous-groupoide de IX 1e long de I, clest-a~dire que si 1l'on a : Fe?”k
et Gef’r’k agsez voisins de Ik avec source G = but F , ona F'lef}‘k et

GFe ‘T’k 3 nous laissons les détails au lecteur.

3

Comme II™ ,7’&{ sera muni sauf exception de la projection "source"; on notera
alors f{ le faisceau de ses sections, et ‘Jf_k le faisceau de ses sections éta~
les, Dans la suite, nous supposerons k=1, le cas k =0 étant trivial par
Frobénius.

Soit J(X) 1ltespace des jets dlordre k d'applications X »X , (ou, ce
qui revient au méme, de sections du fibré trivial X® - X), muni de la projection
"gource"; si l'on considdre I comme un ouvert de J- (x) (cf. début du § 4),

?k est une Squation différentielle non-lindaire d'ordre k dans le fibré X° - X

Nous utiliserons dans ce cas la théorie formelle des équations différentielles,
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en prenmant pour référence Goldscimidt [2] ; dans ce contexte, nous allons rappeler
rapidement quelques résultats essentiellement bien conmus (voir notamment Qua[t]).

Pour FCHU k) et € section de 3(1 k) (T), on peut définir EF , vecteur
vertical de H('1 k) en F, de la méme maniére que nous avons défini ™ i
dessus j désignons par & (ﬁk) c 3(1’1{)(1‘) (resp. 3 (P k),, resp. (P k) cn(1’k))
ltensemble des jets dlordre 1 de section de ®E (resp.
de sections de TP k, resp. de sections étales de .(Pk) s il est facile de voir
que F ‘ﬁkf est encore un faisceau dlalgébres de Lie, et que, au voisinage de
?Ik = 3 Tq o F (cf’k) peut &tre construit au moyen du systéme de Pfaff
Fr— & (#X)F de 1a méme manidre que ?Jk a été construit au moyen de i (nous
laissons les détails au lecteur) 3 dtautre part, du fait que A e Hk+1 -»H(1 k)
est un homomorphisme de groupoides, résulte que A* commute 3 l'opération
(£,F) — EF , Ces faits, joints & 1'égalité B = () F (B) (qui exprime que
B et 1e prolongement dtordre 1 de ﬁk) entrainent, au voisinage de I_, ,
la relation :

P RyEE@ .
Diautre part, M5! gtidentific maturellement en prolongement d'ordre 1 de

ok (puisque k=1 , un élément de Jk +1 (X) dont la projection dlordre k est
inversible, est lui-méme inversible) ;3 dtautre part, on a, par le méme argument,

FE@H 0@ - 2 @9 a @) .
Par conséquent, (P k)(1 ). )ty U“k) est le prolongement d'ordre 1 de
(Pk, et 1'on a le résultat suivant :
PROPOSITION (5.1)s Au voisinage de L.,q» 002 Pl _ (7 1(:)(1) 3 en particu-
lier la projection (P k) LD ‘P K ost surjective.

Le dernier point résulte immédiatement du théoréme des fonctions implicites et

de 1thypothese " B o B surjectif".

Naturellement, on notera dans la suite (Tk)(” [resp. (j:~k)(1)3 le faisceau

d?s sc;ctions (resp. des sections étales) de (Tok)(1 , comme sous-fibré de
1,k
oy~

La fin de ce paragraphe se;:a consacrée & 1l'étude de la 6-cohomologie de T k,
et de son complexe de Spencer. Soit V(Hk) (resp. V(Hk)(F), FGIIk) le fibré des
vecteurs verticaux de X (resp. llensemble des vecteurs verticaux en F de Hk);’
rappelons que ltapplication E +— EF ! (ou, si l'on préfére, la projection "but")
est un isomorphisme V(Hk) F) = Ek(’l‘)(b), ce dernier espace étant identifié a
V(Hk)(Ik(b)) , b= but F.
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Soit G wun automorphisme diagonal de X° ;3 pour afX , llapplication
Fros G(0)F (b = but F) est un difféomorphisme de 15(a) 3 en particulier, il
envoie Ecjk(T) (a) en un vecteur vertical au point G(a), que nous noterons GE
il est visible que GE ne dépend que de € et du jet dlordre 1 de G en a ,
dtol une application

ok () - vk
X
que nous noterons (H,g) - Hg , ce dernier étant un vecteur vertical em & (H),
si 1ton désigne par & la projection maturelle [ °X »IX, Il est visible aussi
que l'application composée & + G b B2G(a)™? de H(r)(a) sur TE(T) (b) (b=but &a))

nlest autre que 1'opération naturelle de G sur 3k(T), congidérée au § 4.

Prenons maintenant Hlt'l'lk+1 (a) , et posons H = E{>k]il EIIk(a) , b =but Hj

considérons ltapplication

Fr)(a) » T@) s > (lEEED .

Soit f un germe dtautomorphisme de X en a , avec 3k+1f(a) =K 5 i1
est clair quton a (F Eki‘) (a) = MH, donc ltapplication précédente est 1'opéra-
tion maturclle de la transformation diagonale (f,f) - ou, si 1l'on préfire, de

3kf - sur :Tk(T)(a) , Clest-d-dire sur Jk(‘l‘)(a) , puisque (f,f) commte

a4 eo Cela slexprime encore de la manidre suivante : l'opération naturelle de ﬁk+1
sur .Jk (T) , considérée au § 4 se fait fibre par fibre dans les deux espaces,

dtol une application

met o &) - &)
X

notée en principe (H ,£) — H (§)€Jk(T)(b) b =but § 5 nous écrirons aussi
quelquefois H [g] au lieu de H (§) pour éviter les confusions avec les opéra-
tions dans V(Hk) définies plus aut y alors, notre application est simplement
Er T tH [eE] o

Soit alors F €™t

3k(T)(a) : Eb— FLA'F ()8 (on pourrait aussi écrire FF(a)™' au lieu de

, avec E;kFl = F §y considérons 1l'automorphisme u de .

Fl), de ce qui précdde et de (4.9), on déduit qu'on a :
(5.2) u@) =€ - () X SF
ou encore, avec les notations de (4.13) :
u(g) =€ -§ R OF .
De mdme, si 1l'on considérait u! au lieu de u , on serait conduit & une
formule contenant FF au licu de JF y le lecteur averti reconmaitra 1la les

considérations connues relatives a la forme fondamentale de Cartan (cf. Bermard[i]]

et & la définition de P ¥ 2a partir de cette forme (Guillemin-Sternberg [1]).
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la formule (5.2) peut encore s'écrire un peu autrement (cf. Gué [1]) : soit
Ja'(l'lk) 1ltlespace des jets dlordre 1 de sections de e ;, on a une injection cano-
1k c (Hk) (l'l(1 k) étant l'ensemble de ceux de ces jets qui sont in-
versibles), et soit J%(Hk) lt'ensenble des Fed* (ﬂk) se projetant dans I sur
]'_k y posons encore Hg1 k) = Jlo(Hk) N H(1 ’K)‘, on sait (par exemple Goldschmidt
[2]) que P (Hk) ost un fibré affine sur [IF , de fibré vectoriel associé
™* ® V(Hk) ¢ en un point F ¢ J’b(ﬂk) , ce fibré affine a une section canonique,
ie. I I, 3 d'ol un isomorphisme 3 : Jlo(Hk) > T* 3k(T) ¢ on vérifie alors
1la formule suivante :

G.3) si PelS™ @), Fe (D)), W-F+EioF.

nique I

De 14, et de (5.2) on déduit ceci s soit T eik” avec “-Sk(fi) =¥, alors,
on a ¢

(5.4) 3(FFYT(NE) = ~(e* 0 iA)FF (= -9'F) .
De méme, on trouverait
(5.5) d(VE ) (FF) = (a9 2)IF

Ces formules sont du reste faciles & vérifier directement en coordonnées, en
utilisant (4.3) et (4.10), et 1ll'expression suivante de d : soit Fe J’;)(Hk) s
F stéerit comme une application X® -» X : y" = F(x,x',x") mod (x!'-x)?, (x"—x‘)k+1,

avec PF(x,x,x") = x" ; on a alors :
Fx,x',x") = x" + ¢ ai(x,x")(xi - xi) ,

9 ©

les a, étant définis mod(x“—x)l"’lL1 ¢ on a alors

. F )
(ia® epF =% dxi ® ai(x,x')'a—i-'- = dx ® -a%(x,x,x')g;,- .

[A noter que les formules (5.4) et (5.5) sont 1l'analogue non linéaire de la
formule bien connue suivante (qui est du reste la définition traditionnelle de D):
i B est un fibré vectoriel sur X , on a un isomorphisme

. < k
o 5(E) - R(IEE))

1 . - - ” ’
et, pour £ ¢ .]k + (E) ona, en identifiant les deux espaces précédents :
Df = £ - A\'F ¢
cf. aussi la définition des formes différentielles, et de la différentielle exté-
rieure dans Grothendieck [1] ].

PROPOSITION (5.6). Soit P ¢ <", avec 5 PP s les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) F e (fk)(")
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2) $F ¢ ™ » B

3) 5 F e o(n)x 2 B

Il est connu que F* (P l‘:) est un sous=-fibré affine de F (Hk) (restreint a
‘:Pk), de fivré vectoriel associé V(P 1{) ; par suite, ona JX(P 1{) = ™o R .
Alors la formule (5.4) montre que 3) est Squivalent & ¥ ¢ & (PX), donc a 1)y
1téquivalence de 1) et 3) s!'établit de la méme manidre, & partir de (5.5) 5 on peut
aussi démontrer a_priori l'éguivelence de 2) et 3) en utilisant le fait que
e + it(PF) ot ¢! - it(HF) sont inverses l'un de l'autre, et la remarque &1é-
mentaire suivante : soient E un espace vectoriel, F un sous-espace de E ; u
une application lindaire E - E vérifiant u(B) c P, I+u inversible ; alors,
si 1ton pose (I+u)* =I4, ona u(B)cF.

De la proposition précédente résulte que le complexe (4.12) domne par restric—
tion un complexe 3
~le+1 = ~

) 3 .
G- (eo)) > 9" S r@re E B prmxe B

o (sol) désigne le faisceau des £ € Aut(X) vérifiant Ekf € f]";k (ctest un
germe au voisinage de Ik s, dans la topologie fine @’k , de sous-groupoide de

Aut(X), quton dési%n§ souvent sous le nom de "pseudo-groupe de Lie"). Ce complexe
"'k) 1

g par ailleurs, si Rk est contenu dans le prolongement

dtune équation de Lie il , on peut remplacer le dernier terme par

A2Jo(m)% @ BT,

est exact en (

De méme, le complexe (4.5) donne par restriction un complexe analogue, que

nous ntécrirons pas.

Remarcue (5.8). Il est immédiat que les considérations précédant (5.2) "se res—

k)(1)

treigment & Pk "s en particulier, si Feik, on aura F(Rk) = Rk;si Pe($ , on

aura ?(Rk) c RS (cette dernidre ézalité ayant d'ailleurs un sens "fibre par fibre"),

r'd - 1
Passons a 1'étude du "complexe de oS~=cohomologie" de P k s soit yc le
noyau de Elk : J‘k(T) S & (T) 3y & noter qu'on a un isomorphisme

V= s55°()* @ 5°(T)

commutant aux automorphismes diagonaux de X°. Soit dtautre part v(Hk) le sous=-
1 K=

espace de V(I°) formé des vecteurs dont la projection dans V(I 1)

soit Fﬂlk s de source a , et debut », avee k= 1y pour 0= =k, la

théorie formelle des équations différentielles (cf. Goldscrmidt [2]) donne un
complexe

est nulle

(5.9)& 0 - v(Hk)(F) i T™*(a) O v(Hk"1)(F) i... iAnP*(a) o) v(Hk-n)(F) > 03
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dlautre part, la théorie des équations linéaires domme un complexe (cf. § 1)

- 18] S o) v

Le passage de 1l'un de ces complexes & ltautre steffectue par exemple ainsi :
prenons f ¢ Aut(X)_  avec Skf(a) =P y alors l'opération € »—-»“;.k(f)é s € = €€
envoic I (T)(a) sir V(Hk)(F) (autrement dit, on prend F, ¢ et , &')kFl =F,
et on considére llapplication £ r— (\! F1§3 y 1l est visible que la restriction
de cette opération a \/k ne dépend que de F ; et méme de ® F y on opére de
méme pour Yg, s, 4 = k. A noter que, pour ; # 0 , il revient au méme de prendre
ntimporte quel F ¢ ﬁlg , avec IMa) =F , et de considérer llapplication
£ ¥ , puisque €' induit 1'identité sur y’e‘ (cette remarque nous servira

dans le lemme 5.12 ci~dessous). On obtient ainsi un diagrame (5.10)k - (5‘9)k'
LEME (5.11). Ce diagramme est commutatif.

Considérons un instant F comme jet de section du fibré trivial X° - X , et
considérons le germe (id,f ') de morphisme de X° au-dessus de X § on sait
(Goldscimidt [2]) qu'il commute & (5'9)k . Nous sommes donc ramené au cas ou

F = ]'_K(a.) , audquel cas la démonstration peut &tre laissée au lecteur.

Posons mainterant gk -8%n yk s v(g"k) = V(Hk) nv(ep k) .

IEME (5.12). Soit Fe? k, de source a y l'isomorphisme précédent

1 ~ k
y(a) 5 v(@)(F)
donne par restriction un isomorphisme

] ~ It
g@) 3 vw(@FH@) .
Soit T £- , avec F(a) =T ; ona visiblement ®E@) = 7@ 5 (@) ,
dtoh, par restriction, if‘gk(a) = v(P 1{)(F) (ici, ona k=1, donc gk cﬁk) g
cela, joint & la remarque ci~dessus, donne le résultat cherché.

THEOREE (5.13). Supposons gk 2-acyclique. Alors P K ost formelloment inté~
g&ﬂble.

En effet, il résulte des lermes précédents que v(F 1{) est 2-acyclique, et
que

(v(® k)](” - xerfT* 3 v(@P ¥) ° 2o s (k)

est un fivré vectoriel (i.e. est de rang cons‘ca,rfs)9 puisque isomorphe a
1
g}.{+1 X (ﬂs 4() (gk+1 - ker{RlHJ - Rk}).
X

Iz < ,
Dtautre mart, on a vu que (P "‘)(1) =P k est surjectif, clest donc un fibré af-
fine sur P L de £ibré vectoriel associé (v(p k)](1). Le théoréme résulte alors
de Goldscimidt [2].
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Rezmarcue (5.14). Paisque Rk est supposé formellement intégradle, il existe
un prolongement R® (2 = k) qui soit 2-acyclique (ou méme involutif, i.e.
n-acyclique 5 of, Quillen [1] ou Goldscimidt [1]). Quitte a restreindre 7 k une
fois de plus (on 1'a déja fait si souvent sans le dire {), on déduit alors de
(5.1) ot (5.12) que P * ost formellement intégrable et P! - 95 surjectif
dtot 1l'existence formelle (et méme 1l'existence tout court, dans le cas amalytique)
de solutions dont le jet dlordre k soit donné dans 9§k.

6. Problemes d!'équivalence

A) Rappelons la version "sophistiquée" du complexe de Spencer (Spencer [1] ou
(2] § voir aussi Quillen [1] et Goldsclmidt [1] pour le cas lindaire). Soit 5 1a
restriction de -D 2 @ API(T)* @ K

k ~k o ]
0P o P ()* o T BP0 (m)x v vy, K- 1ROP

9

(k= 1) et posons

4 noter que (toujours pour k= 1) , _[_‘k est une algébre de Lie graduée pour le
crochet quotient de celui défini au § 3 sur API°(D)* ® 3k(T) s cela résulte immé-
diatement de (3.18.2) et du fait que, pour k z 2, 9 API°(T)*® yk est un idéal
de @ API°(7)* ® 3k(T) (par contre, pour k =1 , cette dernidre propriété nfest
plus vraie car g(¥') nlopére pas trivialement sur J°(T)* ; seul le fait que

vy est un iddal de F(T) subsiste). On a alors un complexe

o o

~k D h) D
(601) 0 - I "39 -I:k,O -> Lk,1 > ewe Lk’n - 0

obtenu de la maniére suivante : soit u ¢ %P 5 on reléve u en

ut € AP3o(m)* @ T (1)

et Du est la classe de Du! dans rk’P” (on vérifie immédiatement qu'elle ne

dépend que de u) y il est conmu que ce complexe est acyclique y et la formule

(3.18.2) sern encore vraie ici, avec D remplacé par D, 1e crochet étant ici
celui de _1:k .

La version "non commutative" de (6.1) stobtient ainsi : toujours pour k= 1,
soit Hi:” () 1ltensemble des G ¢ et (a) , avec ?,SkG = ]'_k(a) ; on sait que
i+ est un fivré affine sur [I° s la fibre du fibré vectoriel associé étant
v(Hk+1) § en Ik(a) y ce £ibré a un élément canonique, i.e. I, (2) d'ohr un
isomorphisme P Hiﬂ (a) = 'yk+1 (a) 5§ cet isomorphisme s'interprete d'ailleurs
aussi comme un isomorphisme du groupe Hiﬂ (a) sur son algebre de Lie ; on véri-

fie immédiatement que le diagramme suivant est commutatif :
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AL

k+1 k

(6.2) s — . a@h)

3 d
8
1 I'd
'Yk+ —_— ™ ® YL .
De 12 et de (5.5) on déduit ceci :
(6.5) .%é-_ G’€H§+1, 9!1__3_ ‘iG=-’5g ] ?:1_6_3_9_ g‘=BG .

Soit mainterant PAL” ; relevons F en F €' ot soit $F la classe de
$F, dans ™7, cette classe ne dépend pas de ¥, : en effet, moit ¥, un autre
relévement de F ; ona E =Fa, G€1’I}:1 dtol, par (4.6) et (6.3)

8E, = 86+ (R ) = -t + TL(FE)

dtautre part, G opere trivialement sur J°(T)* ® T5(T) , d'ot fimalement

5%‘2 = —'ég + ggi‘l .
Posons maintenant, pour o-¢ _f_'_k’1 : 5101 = Do - —g—[a,a} 5 on obtient ainsi une
suite
~k - »
J . D 6
(6.4) TR0 D | S v L rio?

dont on vérifie immédiatement que cfest un complexe, et qutil est exact en _ﬁk .

A remarquer que si l'on avait voulu partir de (4.5) au lieu de (4.12), on aurait

eu des difficultés sérieuses (notamment, on aurait trouvé un quotient de

™ @ J' “(T) par un groupe affine, et non plus par un sous—espace vectoriel, et

la version "“sophistiquée" de @1 serait en conséquence peu maniable) : ceci est
notre raison majeure de travailler & partir de (4.12).

Comme £ est un opérateur différentiel dtordre 1 , il définit un morphisme
de tivess P (F) : 1¢TE) L 1 (uo 1a formule (5.4) permet facilement dtin-
terpréter : soient F'iﬂ“’k), F sa projection dans Hk, et F, un relévement
de F a nkt! s alors p (H)F! est la classe dans rl ge

- [(e*)? ® idRR(Fr* NE) ,

classe indépendante de F, comme nous venons de le voir j; on en déduit que 1l'éga-
A 1
1ité P (PPt = 0 équivaut & Freatns

Désignons dtautre part par f <1 1'engsemble des

T gont 1a projection wo(a) dans J°(T)* @ T vérifie : " _g'ol - i'(a) est

inversible" [_s_”ol étant 11'élément de J°(T)* ® T associé & ¢ kJ°(T) - T],
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Ltimege de TCHE) L ot meme 1timege de HS ) _ a0l | gane
s par 7 (H ) est égale & f’l‘:’1 (parce que Hl’k est l'ensemble des

o€ T*® J5(T) vérifiant " id + wo(a) est inversible" ; vérification immédiate
a partir de ll'expression de 3 en coordonnées donnée au § 5). En résumé :

IEDE (6.6). Pour k= 1, la suite

ro.omet Lo TR g

est exmcte au senms suivant : \' est injectif, v (P ) surjectif, et l'on a

Im(\') = ker v ($) .

- 0

De méme, la _suite

Lw o Hff xR iﬁ) ) e,

egt exacte,.

PROPOSITION (6.7)s Pour tout k= 1 , la suite

~

gk B 2 [s2

est exacte.

I1 suffit évidemment de démontrer, pour tout k= 0 , 1llaseertion suivante s

Soit we J°(T)*® FA(W) , avec € - i'(Fou) inversible ,
(6°8)k .
Du - % Exk_1[u,u] =0

(cette dernidre assertion &tant vide par hypothése pour k = 0) y alors il existe
Fs§k+1 vérifiant HF =u .

Cette assertion se démontre par récurrence sur k y pour k =0 , cela ré-

sulte des faits suivants, de vérification immédiate :

1) Llapplication 3 : HJ;) -» T*Q® T est un isomorphisme de Ulo sur le sous-

ensemble des uvu e ™ ® T vérifiant " id+u est inversible"
2) pour T ¢ _1110 , ona JF = {(e*¥) o idlsF .

A noter quton pourra donc choisir % vérifiant 5 T = u et Gof = To » Sup-
posons alors (6'8)1< dénmontré, et ddmontrons (6.8)1:4_1 , soit u comme dans }‘énon-
cé, avec k remplacé par k+l1 , et soit u! = Gu 5 soit F€Qk+1 y avec F = ut,
et relevons F en i‘l E_ﬁ_k"Lz s caerchons f‘g = F, .G, avec G@_iﬁ ; tel qu'on
ait 5:@2 =u y il revient au méme de résoudre £G =1u —555"1 , Ou, avec les no-

¢ g - 1
tations de (6.3) ¢ -dg=u-Pf =v; ona WV =0 , donc vE€J(T)* ® 3(_'{-” g

9
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de plus, on vérifie facilement quton a encore Dv - %Sk[v,v] =0, ce qui s'écrit
aussi 6v = 0 5 1~ résultat se déduit alors immédiatement de l'exactitude du
complexe (1.3),

erarque (6.9). Le raisomement précédent montre qu'on peut en fait remplacer

_Iik dans (6.7) par Tk {F'Tl ‘b.)o.x. Io} , ce qui est du reste évident en rem=-
placant F par (3 f)’1 f = 3.F . Dlautre part, llapplication

kD e,

I

est injective puisque, pour F et f}fﬁk , 11galité IF = 3G (ou FF = 58)
équivaut visiblement & TG 1€3k Aut(X) 5 il en résulte que la suite des sections

e D
e 5 e s rEgo?)
est encore exacte, et de méme avec I'(X Hk) au lieu de I"(X,H ) .

Soit maintenant Rl‘ une équation de Lie, avec k = 1 comme d'habitude j§ soit

H
ok 1timage de J°(T)* ® B dans I"k’1, et posons gl gl a5 ona
évidemment ¢kl J°(D)* ® ﬁk/SgK+1 s comme gk+1 est de rang constant, 1l
le sera aussi. De la surjectivité de Rk“':l - RS , on déduit alors que

I.lc Oc_ ( }} 1_1: 1
s de méme, la surjectivité de (P k)(1) - PE oy (5.7)
montrent que (6,4) donne par restriction un complexe

~k -~ s
J < & A
(6.,10) (sol) - fPl" - _C_k91 j—-} »2

envoie EX dans Ck1

ok
et ce complexe est exact en 7 .

Le lemme (6.6) donne alors par restriction le résultat suivant :

LEDE (6.11). Les suites

N g(g)
L., =~ @HM L Rk - gkt L o
N ($)
ky (1), k1 k ! ~k,1
I.l{+1 - (fP )( )ﬂ Hk - 3‘6(‘} ) - c™? - 0
sont exactes. (Pour 1ltamalogie dans le cas lindaire, voir Goldscmmidt [1]).
emarque (6.12). Supposons gk 2-acyclique, et soit k2 1timage de

2J°(T)°® # gans K92 + on aura alors

X2 - p2go(m)x  BY/E(30(T)* @ g5

et 1'on vérifie aisément que Ck’ est de rang constant j; de la surjectivité de

B 5 BY, on adauit alors qutona BN ¢ %, aren & ot B
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le complexe (6,10) peut alors s'éerire s .
":k » a

J ~1 n
(6.13) (sol) -~ iK 9, _qkﬂ j’_f cks?

Notons enfin ceci j; soit FSﬁk, avec k= 1y alors, l'action de F! gur
APTo(D)* ® 3‘1‘{(@ passe au quotient pour domner une action de F ! sur rk’P o il
suffit pour cela de remarquer ceci : soit wu € Ap-1J°(T)* R Yk+1 ; et soit E un
a ;ﬁ_kﬂ ¢ alors ¥ '(u) ne dépend que de F et u , et, en
le notant ¥F1(u) , ona F*(Bu) = 87 (u) (formle qui résulte immédiatement de
(3.14) et de (446) ). Pour Fell® ot E‘rt‘ﬁk, on a alors

(6.14) AE) = FG + CH(FF)

relévement de F

qui résulte de la formule analogue pour ﬁ;: (elle-méme conséquence immédiate de

(4.6) ). _

Pour ozt‘l"_kﬂ y DPosons O.'F = 3)'%‘ + F1 (oz) y on a les formules suivantes :
e ¢
(6015) o = (01 )
(formule qui, appliquée &8 o = 0 , redonne (6.14) ),
(6.16) g,0 =F1(F,)
enfin, si oz:’f_k"' y ona ost_f_k’1 .

Ces résultats stétablissent comme les précédents § nous laissong les détails
au lecteur, Notons enfin que, pour i‘e_fk, de F! (ft_k) - 85 on asduit

K k
F—l(g 913) =C 9P ,

dlol une "restriction" des formules précédentes a ik , _(_)_k’P et Qk’1. Avec

ces remarques se bterminent enfin nos préliminaires... Toutes nos excuses au lec-
teuro

B) Soit Y une variété de classe ©° sur R, avec dim Y =n (= dim X)
soit M1 = Hi?,‘[ lt'ensemble des Jets dlordre k inversivles dlapplication
X - Y 3 nous utiliserons dans cette situation plus générale les mémes notions
et notations que dans le cas X =Y en laissant le lecteur les interpréter. Soit
R une équation de Liec sur X (avec k= 1) , 95k c¥ (= H;X) sa "forme fi-

. . k s sy
nie", et soit ¥ '° une sous~variété de 'Y, Posons

F5(,0) = [FeP5|out F = 2} , acx ,

et définissons de méme <P ‘k(.,b) , avec beY
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DRFINITION (6.17). Nous dirons gue < v o5t une ‘_f’k (ou une ﬁk)—structure si
les propriétés suivantes sont vérifides.

1) Sux P 1 les projections "source" et "put" sont des submersions.

1 . . . s i i !
2) Tﬁ "opére principalement” sur _hjilk , au_sens suivant : soit Fe P k ’

de source a , et de but b y alors un voisinage de F dans T‘k(.,b) est
formé des FG , GGTk(.,a), G voisin de Ik(a) .

Ia premiére condition équivaut & ceci : par tout FEP 1 passe un germe de
gection étale de & k s en fait, parmi les FleJl (¢ 'k) de projection F ,

1lensemble de ceux qui sont inversibles formera un ouvert dense.

1
Ia seconde condition équivaut ensuite a ceci : soit ﬂ’"k = {F€Hk 'F"IE‘?'&} 5

Y, X
alors, pour tout F€‘J""k, de source b et de but a , ona

V) (F) = BG)F .

En congidérant H’k comme un ensemvle de jets de sections du fibré trivial
XXxY->X, onfait de P 1k une équation différentielle d'ordre k dans ce
fivré, qui est l'analogue non-linéaire d'une équation avec second membre, ‘f’k
étantbnalogue dAlune équation homogéne, & llusage des non-spécialistes, et pour
justifier le titre de ce paragraphe, donnons quelques mots dtexplication : une
telle équation intervient lorsqulon cherche & comparer deux "structures infinité-
simales" ¢ sur X et o! sur Y (par exemple deux opérateurs différentiels,
deux tenseurs, etCees) ¢ Rk (resp.‘“f’k) est alors 1'équation des automorphismes
infinitésimaux (resp. des automorphismes) de o, et Pk 1'équation des germes
de difféomorphismes X - Y qui transforment o en 0! 3 +trouver des germes de
solutions de’ P ik revient alors & montrer 1l'équivalence locale dc o et ot
(ety si Y =X , trouver une sclution inversible de "-j')’k revient & montrer
1téquivalence glotale de o et o!, mais nous n'aborderons pas ce provldme ici),

Soit TF< ﬂ‘-”*k, de source a , et soit Fe 9-5';{ s avec F(a) =F 3 1'applica-
tion gH—s IY (g€Rk(a) ; £ = €*g) permet de définir un isomorphisme du complexe
(5.10)1{_% (£ =z 0) sur le complexe de s-cohomologie de $1° on F (raisomner
come en (5,11) et (5.12) ). Dlautre part, on a le résultat suivant :

IEVME (6.,18). Soit F< P : los propriétés suivantes sont Squivalentes.

‘}.
1) Il existe Fle(Tt‘)“), avec G F =F.

2) Ia'bondition d'intégrabilité" suivante est vérifide.

(C) Soit F,<3* (P %) | de projection F dans @!k , ona ;pl(;zs“)ﬁ’zeck'1
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Montrons 2) = 1). Soit F, comme dans 1'énoncé ; en u en fait,
pl(ﬁs )Fgeék’1 ; dtaprés le lemme (6.11) il ex:Lste GeJ* (“f )(a,) , avec
() = (P )63 onaalors GlEed (P! Ky et pl(gs J(G*E,) =0, done
GiEclp ™) 1) | 1timplication 1) = 2) se démontre en renversant le calcul.

De 1la, en raisowant come en (5.13), on déduit la généralisation suivante du
théoréme (5.13).

THEOREME (6,19). Supposons que R® goit 2-acyclique et que, en tout point

k ‘s P ST . . . <
Fefy" la condition dlintéerapilité (C) soit satisfaite. Alors <p it est for-
mellement intégrable.

Dans le cas amalytique (i.c. X, ¥, Rk et P 1k sont analytiques), on en dé-

duit, par le théoreme de Cartan-Kdhler-Kur nishi, l'existence , YV Fe? 'k, d'une

solution £ de P'° vérifiant Ekf(a.) =P (voir par exemple Kuranishi [1] ou
1tappendice 2 du présent article).

,
DEFINITION (6.20). Nous dirons que <P ¥ ost intégrable s'il est formellement in-
tégrable et si , v Fep 'S, il existe femff(x,Y) (faisceau des germes de dif-
féomorphismes de X dans Y) vérifignt ﬁkf(a) =
~k . k

JEePr

y @ = source F , et

Etudier 1l'intégrabilité de ﬂi'k revient 4 étudier la 1-cohomologie du com-
plexe (6,10) 5 pour le voir, il est commode de travailler dans les germes (ce qui
revient & étudier les problémes d'équivalence locaux "avec points marqués"). Le
germe de variété (F fk,F) avec source F = a sera appelé un germe de
PE_gtructure en a ¢ deux tels germes en a (Cji'k,l?‘) et ( "k,G) , avec
P c iz s 4 une autre variété de dimension n , serptt dits équivalents si
la condition suivante est satisfaite : notons b (resp. ¢) 1le but de F (resp.
de G) ; alors il existe un germc de difféomorphisme ¢ : (Y,b) - (Z,c) tel
qulon ait "k @“k F) = (’f”k ¢). Nous noterons H (?k) 1l'ensemble des classes
dtéquivalences de germeo en a de ‘TL structures formellement intégrables
poux qa‘un germe (5" F) soit équivalent & (‘)’k ]'_K(a,)) il faut et il suffit

que EP‘“‘ soit "intégravle en T " i.e. qu'il existe f ¢ Diff(X,Y)a , avec
kn _.x,.. .{
jf(a) =PF,3°F ¢ !

Soit i)e o 1'tensemble des germes Te P, s avec T(a) = Il(a) 5 __ 0 est
]
un groupe qui opdre & droite dlapres (6.15) et (6 16) dans 1l'ensemble Zk 1 des
Al »
us_(_)_‘;’1 vérifiant $,u = 0 5 posons Hl(ﬁD ) = /TP

-

Supposons rE 2-acyclique, et soit (‘35' ,F) un germe de $¥_gtructure for-
mellement intégrable (d?aprés les résultats précédents, il revient au méme de dire
que f]'“k vérifie (C) en tout point G voisin de F). Soit lﬁ‘eﬂ_o’g , avec

Fla) =F , ot soit u 1la classe de &F dans Hl(?f;{) : cette classe ne dépend
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pas du F choisi j en effet, si 1lon prend F'e f?' , avec P!(a) =F , onaura
Pt = F¢, avec G€‘3SL 0 atoh par (6.14) $F' = (gﬁF)G si 1'on prend

@ € Diff(Y 2:)1D , b=tut T, du fait que B (GF) = , on déduit que 1'ima-
ge du gerue 3 cp(‘f’ " ,F) dans B (SDL) est 1o méme que celle de (9“ ,JF) 5 on
obtient donc ainsi une application I—I1 (_ff - B @k) s Qqui est visiblement in-

jective. Enfin, on déduit de la proposition (6. 7) que cette application est sur~
jective. En résumé

THAOREME (6.,21) ("2e théordme fondamental"). 5i RY est 2-acyclique, l'applica-

tion précédente est un isomornhisme

F@PH 3 BED

Si 1'on se place dans la catégorie des variétés (et morphismes) analytiques,

ou formels, cela, joint au théoréme (6.19) montre qu'on a I (f }:) =0 (ce résul-

tat aurait dlailleurs pu étre obtenu directement par une étude de L!'équation
FH-u, FeF, uc®™', amlogue 3 1'étude faite dans Goldscimidt [1] dans le

cas lindaire).

To Généralisation du théoréme de Newlander-Nirenberg.

Nous nous plagons ici dans "la catégorie e "s 1téquation Rk sera dite

amlytique si elle provient dtune équation amalytique sur X (supposé analytique-
réel) par "oupli de la structure analytique".

THEOREME (7.1). Soit R* une dquation de Lie 2-acyclique, amalybique, et cllip=
tique. In tout point acX, on a I?(ﬂ’:) =0,

Autrement dit : dans les hypothéses précédentes, soit T'k CHk(X,Y) une
f}sk—s’cm.cture de classe S‘fm, vérifiant la condition d'intégrabilité (6.18.0) 3

alors PV est intégrmble. Ce résultat avait été conjecturé par Spencer [1].

En vertu du théordme (6.21), il suffit pour cela de démontrer le résultat sui-~

vant : soit u€CK’1, vérifiant ;ﬁlu = 03 il existe E’ELJ3 P a0 vérifiant ®F = u. Nous
]

allong démontrer ce résultat par une généralisation de la méthode employée dans

ialgrange [2] vour démontrer le thdoréme dec Newlander-Nirenberg [1] (qui en est 1le

cas particulier suivant : X = r2" ~ ¢ k=1, pt

s est 1'équation des germes

. ", ,‘1 ) I ’ - rd .
dtavtomorphismes holomorphes de €, considérés comme germes de difféomorphismes
2n
9

de R et R est donc 1t'équation des automorphismes infinitésimaux de Cn, en

tant que variété amalytique-~complexe. sAlors, P est une structure presque-~
complexe et (6.18,c) sa condition dlintégrabilité).

Le théoréme étant local, on peut supposer que X est un ouvert de Rn, et

qu'ona a =0 3 on peut aussi, en restreignant au besoin X , choisir une tri-
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k,1

vialisation analytique X X ﬁk (resp. XX~ C?, resp. X x N 2 Ck,2) du

L ~
k’1, Tesp. Ck’z, voir remarque (6.12)) sur X ol

fibré vectoriel RS (resp. C 5

L, M, et N sont des R-espaces vectoricls de dimengion finie § dans la suite,

~1

nous identificrons R ctCeee a leurs trivialisations , on peut alors choisir des
adjoints & coefficients amalytiques, des opératcurs différentiels D Rk - Ck 1

i 1,2 . s . . .
et C LN C™" , adjoints qui sont respectivement un (M,L) et un (N,M) opéra-

teur différentiel lindaire sur X dlordre 1, et seront tous deux notés D%,

Soit z = (g peeesZ, ) un systéme lindaire de coordomnées dans L j; soit
dtautre part « 1la progectlon "source" 951’ - X 3§ come « est une submersion,
et compte-~tenu des isomorphismes X x L ~ &< V(}Sk)(Ik) , on peut, pour tout
ouvert Uc cC X, avec O0cU, trouver un ouvert W c L, avec OecW et un isomor—
phisme analytigue de fibrés sur U,p : U x W > (un voisinage de I dans) & * (U)
possédant les propriétés suivantes :

1) (U x {0}) =

2) pour tout x€U, 1'isomorphisme %%(X,O) s L > V(F k)(Ik(x)) coincide avec
1tigomorphisme ci-dessus.

Les secctions de f}‘k au~dessus de U (et assez voisines de Ik) stidentifient
donc aux applications x+= Z(x) de U dans V , ceci dans le cas analytique comme
dans le cas ® °°; en restreignant au besoin W, on peut supposer que les sections
qui vérifient, pour tout =x€U et pour i = 1,,.4,n ¢ %i—_(x)ew sont étales (puis-
que toute section de P k, @' ~voisine de I, est étale).

~ Cela posé, revenons & notre provléme j comme 1l'équation SF =u , F(O) = I_k(o)
admet une solution formelle en O , on peut par une transformation préliminaire
se ramener au cas ou Fu(0) = 0 (on pourrait méme supposer que u s'annule en O
& un ordre arbitrairement grand, voire infini, en 0O, mais peu importe). En res-
treignant au besoin X, U, etcessy, on peut supposer que u est défini sur X
entier et y vérifie $H,u = 0 ; enfin, en remplagant F par F!, on remplace
1téquation $F =u par o = 0. Nous allons démontrer dlabord le résultat sui-
vant, en apparence plus faibvle :

PROPOSITION (7.2). Si U est asscz petit, il existe Fel'(U, PX), avec

e —————————

Fr) = F ]:l,(o), tel qulon ait D'X'(uF) =0

. . . i) .
Dans notre systéme de coordomnées, ltapplication Fw u  stéerit

Z = {x b (x,u(X), (X))}

-” el < 1 .
ol > est une fonction de classc & ° sur U x ‘Jn+ a valeurs dans M , la

condition FF(0) = FIL(0) s'éerit 2(0) = 2—‘;— (0) = 0. Posons
i



B, Malgrange, Pseudo~-groupes de Licees § 7 45

% oY/ A Z Z
(1:3) ety 510 = 2 agy (e S > =Bz, )

LEME (7.4). Ltopérateur différenticl (lindaire, de L dans L)

Z » T A (o 0,0)E2m

i=) ax ax

cst ellintique.

Congidérons 1ll'opérateur lindarisé de F w D*(u ) le long de I i.e. pre-
nons une fanille a un parametreélFt ayec F =1 , dt Flieo = 3cI‘(U, Ky et
considérons llapplication g b 7w D* (v %) 4203 On trouve immédiatement que cette
application vaut £ - D¥Dg + Dﬁs(g)u ; comme ju(0) =0, son symbole en x = O
coincide avec celui de D*ﬁ, gui est elliptique puisque D est elliptique (cf.
Quillen [1] ou CGoldsclmidt [1]). D'autre part, en calculant cet opérateur linéa=-
risé en coordomndes, & partir de (7.3), on trouve que son symbole en x = 0 coin-
cide avec celui de (7.4). D'ol le lemme.

Ia démonstration de la proposition (7.2) est alors une application usuelle de
la théorie des dquations elliptiques 3 il suffit méme de recopier, avec des modi~
fications mineures, un raisonmnement de Agmon-Douglis=Nirenberg ([1], Théordme 12.6)

Pour la commodité du lecteur, nous allons détailler un peu.

Soit s€]0,1[, fixé une fois pour toutes. Soit B une boule fermée de (ke
(pouxr la norme euclidienne, notée |.]) 3 pour kelM, désignons par @S+1{(B) 1l'en~
semble des fonctions sur B, & valeurs réelles, continues ainsi que leurs dérivées
dlordre = k, les dérivées dlordre k vérifiant une condition de Holder dtordre
s 3 muni de la norme

4 %
1 =, 5 swp 8+ £ suwp 02600 £(y)|
s lo'=k xecB loz|=k x,y€B s
i X;é‘y' !x—y!

cet espace est complet. On trouve de méme 1l'espace <€s+k(B) ® L , quton notera
E"4"]“:(3 L) 3 dans lo suite, nous supposerons B centrée en O, et nous désigne-—

rons pa.:r: %’SH"(B L) 1le sous-espace du précédent formé des 2 vérifiant

z(0) = (0)

LEMVME (7.5). L'opéroteur différentiel (7.4) est surjectif direct (i.e. admet un
S+2(B L) dans €©°(B,L).

inverse a droite lindaire continu) de

Soit ¢ une fonction Ef’m(ﬁn) , & support compact dans 28, avec p =1
au voisinage de B. Etant donné fe ‘€S(B L), soit T 1e prolongement de f dé~
fini, pour =x¢£B, par I(x) = o(x)f(x ! !2), r = rayon de B 3 il est facile de
vérifier que l'applicotion f - T est continue de € °(B,L) dans €°(2B,L) 3
de plus, I est évidemment

support compact dans 2]03.

Q‘,f
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Soit alors LI wune solution élémentoire & droite de (T+.4), i.e. une distrivu-
tion sur B 3 woleurs dans Hom(L,L), vérifiant

3°E

la Xj

£ A, (ooo)

= Onid. ®

5 1o masse +1 en O, et soit 4 la restrictionde B4 f & B. Si 1'on choi-
- 4 (ol

sit convenavlement E, il est commu qu'on a, avec K> 0 convenable : Ze ‘5'2%(391')_.

et ,Z|‘2+s

fait, o posteriori, le choix de B est imatile, puisque deux telles solutions

(voir Douglis-Nirenberg [1], démonstration du théoréme 2 ; en

- -~ e © ~ . 3 -
S1ldmentaires différent par une fonction €7, et méme analytique, mais peu importe

ici) ; comme on a
(Ooo)m—(E*f)-_-

7 est un relévement lindaire contimu de (7.4) de ‘€s+2(B L) dans ¥€°(B,L); pour ra-
menexr % dans %’S+2(B L), il suffit alors dele rempamrper Z - 2(0) - & §— - (0) g,

puisque les polynomes de degré 1 sont annulés par (7.4) 5 d'ou le lezmne.

Pixons B wune fois pour touves, avec B C U , et soit 3 une boule de

’ o ~ Z -

S+2(B L), centrée en O, et telle qu'on ait, pour Ze® , x€B s Z(x)eW, , 'B—‘.GW
i

dx;- 7

avec W, ccll . Considérons l'application
v+ [0,1] x 3 - E°(B,L)
définie par

\y(‘b,Z)(x) =% Aij(tx,tzZ Xk)\x ax

Cette application posséde les propriétés suivantes :

+ B(tx,%%2, t%) .

1) Elle est de classe €' (et méme €°) : ceci est un exercice de calcul dif-

férentiel banachique qui peut &tre laissé au lecteux.

2) on a ¥(0,0) = O. IBn effet, on a par définition de 3 : 3(x,0,0) = u(x) ,

donc, puisque Fu(0) =0, 2(0,0,0) = ?%-(o,o,o) =0 . Dlautre part, si l'on pose
Dt =% a.l S-ax—- + ag (1es ai étant des fonctions analytiques a valeurs dans

Hom(1,L)), on a :

Bx2y §0) =Ty )% ey S S v age(anz, )
i

2 (x,7, ¥
i ax [ axk 5 i X9 axk d
dtou

8(0,0,0) = % a lg;’;(ooo)+a@(ooo)~o

3) Ia dérivée partielle %%(O’O) est surjective directe, d'aprés (7.5).
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Dlaprés le théoréme des fonctions -“implicites, il existe, pour t voisin de O,
un Z_tg‘&j vérifiant ‘f(‘b,Zt) =0 , Alors la fonction Z définie au voisinage de
0 par Z(x) = tgzt(%) satisfait (7.3) , de plus, elle vérifie bien

¥4
z(0) = axi(o) = 0.

Reste a voir que Z est de classe €% au voisinage de O ;3 cela se voit par
un raisonnement classique sur les équations quasi-linéaires que nous allong répé-

- 5 = -B.Z— = -a—Z— - L3 f3 12
ter § posons aij(x) = Aij(x,Z, aX)’ b(x) = B(X’Z’BX) ; alors Z vérifie 1'Squa=-

9
tion lindaire
327
axia Xj

T aij(x) +o(x) =0

come Z est de classe gst2 dans un voisinage U, de a , les as . et b y
sont de classe @SH; en particulier notre équation, étant elliptiqueJen 0, est
elliptique dans un voisinage U, de O ; on peut supposer U, = U, ; appliquant
Douglis-Nirenberg [1], théoréne 4, on trouve que 7% est de classe @S+3 dans T,
done as et b de classe gs+2 s appliquant & nouveau le méme théoréme, on trou~
ve que 4 ost de classe €5 gans T, domc a, et b de classe &%, et

ainsi de suite. Ceci achéve la démonstration de la proposition (7.2).

Pour démontrer le théoréme (7.1), posons maintenant v = o s ona v(0) =0
puisque u(0) =0, FF(0) = 3 Ik(o) ; dlautre part, ona D¥v = 0 dlapres (7.2)
et #,v =Dv ~L[v,v] = 0 dalaprés (6.16) ; par suite, on a

(7.6) DD*v + D¥dv - D¥[v,v] = O .

Cette dermniere équation est visiblement & coefficients analytiques en x, v,
Ve, vgj [elle est méme polynominale du sccond degré par rapport a (v,vi,v‘i j)ft.
llontrons que, au voisinage de O , v est une solution elliptique de cette équa-
tion, i.e. que llopérateur lindarisé de (7.6) le long de v est elliptique ;3 ce
dernier stéerit cn effet :

w s DD + D¥Dw - D*{w,v].

I1 suffit de vérifier ltellipticité en 0 3 or, du fait qutona v(0) =0, on
voit facilement que cet opérateur a méme symbole en 0O que W DDsew + D*Dw s on
sait par ailleurs (Quillen [1] ou Goldschmidt [1]) que ce dernicr est elliptique ;
dtoll le résultat., Il est alors connu que v est analytique au voisinage de O
(voir par exemple Friedman [1]) 3 dtapres (6.19) et (6.21), il existe G , germe
de section analytique fg,o , vérifiant W ol g , dloax 9(GCF) =u,
ce qui démontre lc théoréme,

Remargue (7.7). Si 1'on cherciec a démontrer le méme résultat avec un minimum

dtiypotihese de régularité sur u , la démonstration précédente doit &tre un peu

modifide, du fait que l'application F - F!(u) ne possédera pas de bonnes pro-



46 B. Malgrange, Pseudo-groupes de Licess § 7

priétés de différentiabilité dans les espaces pstk $ on obtiendra une meilleure
Squation en travaillant avec H = F! au lieu de F et en étudiant 1'équation
gt (Dv‘?(ub)) = HI(D*)(u-DH) = 0 au lieu de D”n"(uF) = 0 3 nous n'entrerons pas

dens les détails (voir Malgrange [2], pour le cas des structures presque complexes),

Sismalons pour terminer deux conséquences du théoréme (7.1) que nous ne dévelop—

perons pas ici :

1) Ia théorie des déformations des P X structures intégrables, lorsque RE
est une équation de Lie 2-acyclique, amalytique et elliptique sur une variété
compacte, notamment la construction de "llespace de Kuranishi" des ‘Fk—stmctures
intégravles voisgines dlune ?lc—wstrucmre donnée., Nous renvoyons pour cela a Qué

(1], ol la question est traitde dons le cas transitif (le cas général est analogue).

2) L'existence de coordomnées amalytiques pour une équation de Lie de classe
@m elliptique et formellement transitive, i.e. Rk - T surjectif (d'ou résulte
que, dans le cas formellement transitif, le théordme (7.1) est vrai sans faire
a_priori dthypothése dlanalyticité). Ce résultat stobtient en combinant (7.1) et
le "troisieme théoréme fondamental" de E. Cartan § nous donnerons les détails ul-

téricurcment.
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LPPENDICE 1

Sur la notion dlespace différentiable

S8i 1lvon cherche a définir les espaces différentiables en copiant la définition
des espaces amalytiques (Grothendieck [1]), i.ec. en les considérant comme des espa-
ces annelés, on tombe sur des difficultés analogues & celles qui se présentent
dans le cas des espaces analytiques banachiques. Pour sten sortir, le plus simple
est de copier purement et simplement la définition de ces derniers (Douady [1]),
en y remplagant partout "espace de Banach" par "espace vectoriel de dimension fi-
nie sur B " (ou, si l'on préfire par "espace R ") et "application analytique"
par apnlication différentiable de classe g% n, tioyennant quoi on pourra repren-
dre mot & mot l'exposé de Douady, % 3, n° 1, 2, 3 y nous laisserons au lecteur la
joie de se livrer a ce travail, et d'obtenir ainsi une catégorie que nous appelle-
rons "catégoric des espaces différentiables". Clest, en gros, la plus petite caté-
gorie contenant les varidtés de classe €®  dans lagquelle les produits et les
noyaux de double fléche (et donc les produits fibrds) soient toujours définis. 4
noter qulici, deux simplifications se produisent par rapport au cas analytigue

tanachique, la seconde étant de loin la plus importonte :

1) Toutes les applications lindaires étant ici directes, le canular des sous=—

variétés non directes qui ne sont pas des sous-espaces he se produit pas.

2) Un morphisme d'espaces différentiables est visiblement déterminé par le mor-
phisme des espaces annclés sous-jacents qutil définit, et la catégorie des espaces
différentiables est donc une sous-catégoric de celle des espaces annelés ;3 mais le
canular est ici le suivant : on ignore (et clest d'ailleurs probablement faux) si
cette sous~catégorie est "pleine", i.e. si tout morphisme d'espaces différentiables
en tant qulespacesammelés en est un morphisme en tant qulespaces différentiables ;
en particulicr, on ignore si tout isomorphisme en tant qu'espaces annelés est un
isomorphisme en tant qutespaces différentiables (par contre, il est évident qutun
morphigme dlespaces différentiables est un isomorphisme si le morphisme sous-jacent

dtespaces amelds en est un).

Si X cest un sous-cspace différentiable d'un espace différentiocble Y, on
vérifie facilement que, au voisinage de chacun de ses points, X peut &tre défini

comne le noyau dlune doudvle fléche

Y

-
&y

ol =

E un espace vectoriel de dimension finie j; prenant des coordonnées dans B, et

posant ¥ = (fi,...,fn), on voit alors que X est en fait déterminé par 1'Idéal
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de type fini J engendré par L ,...,fn dans G/Y (GY étant le faisceau struc-
tural de Y , i.c. le faisceau des germes de morphismes Y —9(R); on appelle alors
"yoisinage infinitésimal dtordre p de X dans Y le sous-espace défini par

313+1. Bn particulier, si . est la diagomale dc X°, i.e. le noyau de

(M, et I, , les deux projections canoniques), on a ainsi défini ;(P), ce qui

permet, en recopiant Grothendieck [1] de définir les notions essentielles du cal-

cul différentiel § en particulier on définira QX , faisceau des formes diffé-

rentielles sur X comme le sous-Oy-Module de Il 9<(O’(1)) formé des éléments dont
o

la projection a l'ordre O est nulle, et le faisoceau 9 des champs de vecteurs

Xet

lorsque X est un modéle local, i.e. le sous-espace fermé d'un ouvert Y de

sur X comme Hoch, (QX,_O”X). I1 est facile de domner une description de Q

Ox

B défini par 1'Idéal J engendré par £, ,...,fp : Q, (ou plus exactement son

X
prolongement 3 Y par O0) est le quotient

Oy/ Ty + Opafy +aet OpAL 5
@X est donc le quotient _
By /T Oy 4
é-X
ou encore £(¢)J <.J.

le sous=~faisceau de Iy formé des ¢ vérifiant pour tout i : < g,dfi >cJ,

Pour g € I“(Y,@X), on déduit de ll'inclusion précédente que le germe de groupe
3 un parométre exp(t:) laisse stable Y 5 démontrons ce résultat (quoique ce

soit surtout une curiosité) : posant en effet

T

£
p

on aura :(¢)f =CF , C une matrice p x p & coefficients €® 3 soit M 1a
mtrice p X p définic au voisinage de Y x {0} dans Y x R paxr 1'équation

22 = [exm(tg)ch ,

avec 1l(x,0) = identité j lo fonction G = exp(tg)F - MFP vérifie

gl il ~
-g—% = exp(tg)F - %-%— F = [ex($)C]G , avec G(x,0) =0, d'oh G =20,
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I1 résulte de 1a que exp(tz) détermine un germe de groupe & un paramétre
d'automorpnisimes de X. Ce dernier ne dépend que de la classe de ¢ dans F(X,ax);
soit en effet S'GF(Y’éi): les coefficients de g'-¢ appartenant & J , et soit
g une fonction € sur Y ; posons [£(g') - £(g)] exw(tit)g = NP, avec
N
M

@5,...,np), les n, étant €7 au voisinage de Y x {0}, et soit

]

(nh,...,mp) la solution de
%% = 5(¢N + MC + N, avec M(x,0) =0 .

Posons enfin n = exp(tg?)g - exp(tg)g = MF 3 on a

: I 3
L2 - o(g") exo(tgt)e = 2(5) exp(te)e - %%F = NF + g(¢)[exp(tg')g ~ exp(tg)e)<3

NF + (g)n + g(g)QF) - %%F = 2(g)h

et n(x,0) =0, d'ou h=0,

Ainsi, pour € ¢ r(x,@x), le germe exp(t¢) est bien défini. Dlautre part,
gi X est une variété usuelle, il cst immédiat de vérifier que 3k§T2 est le
sous-faisceau de @ﬂ(k) formé des champs [l -projetables, ce qui "justifie" la

terminologie que nous avons employée.

On peut se demander quel est 1'intérét des notions précédentes, tout au moins
pour les persommes qui ne confondent pas sorites et mathématiques. Il nous sembdble
cependant que, dans la théoric des applications différentiables, certaines classes
particulidres de tels espaces peuvent &tre utiles & considérer (ce qu'on fait,
bien entendu, souvent sans le dirc), par exemple ceux qui proviemnent localement
dlespaces analytiques par "oubli de la structure analytique", ou ceux qui "ressem=
blent suffisamment” aux précédents, i.e. ceux dont les modéles locaux sont définis
par des iddaux de type fini suffisamment "bons" (en 1'état actuel des choses, le
sens qulon donne au mot "bon" ne peut guére que dépendre du probléme auguel on

stintéresse, bien entendu).

FEn géométrie différentielle, 1'utilité des espaces différentiables est encore
plus douteuse, vu qu'on ne connait & ltheure actuelle pratiquement rien sur les
équations différentielles avec points singuliers en dimension > 1, et ce méme
dans le cas amalytique et lindaire. Le seul cas qui semble utile & considérer est
celui des "variétés épaisses", i.c. des espaces différentiables qui sont localement
du type Y x %4, Y une variété usuclle (le "réduit" de X) et Z provenant d'un
espace analytique de dimension O, i.e. un point muni 4d'une ®RK-algebre locale fi-
nie en tant que R-espace vectoriels Leur intérét tient au fait que, si X est
une sous~variété d'une variété X!, les voisinages infinitésimaux de X dans X!

e oa s 2 s . as k .
sont des variétés épaisses 3 en particulier les espaces ;( ), (et aussi les
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A(kﬂ) etCess) sont de ce type lorsque X est une variété usuelle, voire épaisse §
dtautre part, les varidtés épaisses forment une sous-catégorie pleine de celle des
espaces amelés, clest-a-dire que les canulars dont nous avons parlé plus haut ne
gty produisent pas. Enfin, le groupoide des germes dlautomorpnismes d'une varié-
té épaisse X est transitif (i.e. est transitif sur l'espace topologique sous-
jacent), Toutefois, cette généralisation est essentiellement illusoire, vu que

le groupoide en question est isomorphe au groupoide des automorphismes dlune struc-—
ture fibrée convenable sur le réduit de X . Leur mérite essentiel, voire unique,
samble donc &tre de domner un langage commode pour le calcul différentiel - leur

principal inconvéhient}de donner prétexte a des sorites, que nous arrdterons la.
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APPENDICE 2

Sur le théoréme de Cartan-Kihler

1. Introductione.

Le but de cet appendice est de donner une démonstration rapide du théoréme
dlexistence des solutions dlune équation différentielle dans le cas amalytique,
une fois obtenus les résultats formels nécessaires, que nous ne reprendrons pas
ici, Nous nous appuierons pour cela sur une majoration de Grauert [1], plutdt que
sur les majorations pour la "&-cohomologie", & la Spencer (Sweeney [ 1], Ehren-
preis-Guillemin-Sternberg [1]) 3 dtailleurs ces derniéres avec un choix convena=

ble de normes, sont essentiellement un cas particulier du théoréme de Grauert.

2, Polydisques distingués.

Soit o = (pl,...,pn) un systeme de n nombres > 0 , et soit P 1le poly-
disque de €" défini par les équations izi} <p; « Soit LF(Pp) ltespace des

fonctions holomorphes sur Pp s, F =2 f& pa pour lesquelles on a

71,

gi E est un espace vectoriel sur € de dimension finie, on le munira d'une nor-

TE Jp¥ <+

me |« , etpour F =3 f&za c B® HL(PJ) , On posera encore
B, =3 Je g %

Soient E et E, deux espaces vectoriels sur € , de dimension finie, et
goit U =2 uaza, uaiL(E,Ea) une fonction holomorphe au voisinage de O dans
Cn, a valeurs dans L(E,E&) § pour p suffisamment petit l'application
Ué : Fr UF envoie continuement E ® EP(PQ) dans E, ® H?(Pp). Nous dirons par
définition que " p est U~privilégié " si 1ll'image de cette application est fer-
mée, et formée de tous les G c¢ B ® H‘(Pn) qui, au voisinage de l'origine sont
de la forme UF, , I, holomorphe a 1*or;gine (comme il est bien conmu, il revient
au méme de dire qu'il existe une série formelle en O, soit F, , telle qu'on

ait 1'égnlité entre séries formelles G = UE,).

THEOREME 1,1 (Gravert). Les »  tels que p soit U-privilégié forment un sys-

3]

téme fondamental de voisinages de O,

Pour la démonstration, nous renvoyons & Grauert [1] (1). Notons aussi qutun

résultat analogue a été démontré par Douady [1] pour l'espace B(Po) des fonctions

(1) En fait, Gravert travaille avec la norme L et non I}, mais la démonstra-
tion est identique.
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continues sur PO et holomorphe sur P, , muni de la norme

P
sup |B(z)]
zeP
P
et que la démonstration de Douady pourrait aussi bien &tre adaptée a l'espace

Hl(Pp) .

Si p est U privildgié, il existe C > O tel que, pour tout GeIm(Up) .
on puisse trouver F ¢ EQ HL(PP) vérifiant UF = G , HFHP = CHG”p s cela ré-
sulte du théoréme "des homomorphismes" de Banach (et en fait, peut se démontrer

directement en méme temps que le théoréme précédent).

Nous nlaurons vesoin de ce résultat que dans le cas ou U est un polynome ho-
mogene de degré k, auquel cas il est clair que, si G est homogene de degré
kg, et si UF =G, ”Fﬁp = CHG[[p , ona encore UF =G, HE@” = ClG|| , en
désignanti par Fk la composante homogine de degré 2 de F (pour un degré
fixé, une telle majoration est évidente y l'essentiel est qulici, C est indépen-

dant de Z).

Nous allons transposer ces résultats y soit £, 1'espace des polynomes homo-
génes de degré 4 & n variables sur C ; son dual peut étre identifié a Zz
au moyen du produit scalaire

<PF>= v £ f'g

|pl=s 7 °

si lton munit %, de la norme H.“p , la norme duale est alors :

(Tt = sup If rB

I “r 5 ! Bl

1 re . - N Ve - . o
avec T, =5 (ce que nous écrirons bridvement : ='%). On définit de méme la
noxrme !.]é ‘sur E* D v, (B¥, dual de E, muni de la norme duale). la transpo-
! L

sée de U(2), xrestrictionde FH UF & ED 3%, est llapplication

2
U(e)* ¢+ Br o Tipy ~ EFOE

9
ainsi définie s
si F = I A U(L)¥F = 5 gz, avec g = % u f
| .o N, B » o ot
o] =l |B]= |orl =k

(u* , 1le transposé de u ).
o o
En transposant les résultats précédents, on obtient donc le

COROLIAIRE 1,2, Etant domé Ue¢ L(E,E ) 2%, , il existe r = (g ,...,rn) ’
T >0 gt C>0 possédant la propriété suivante :
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Pour tout 4ell et tout G ¢ Im U(2)%, on peut trouver F ¢ E¥ ® Tperg tel
M

234 I = 't < ol
quton ait U(L)*F = G, [[F) = CljGt .
Nous dirons alors que r est U-distingué ; dans ce cas, pour A > 0 ,
k

est évidemment encore U-digtingué, avec C remplacé par CA .

3. La norme "de lLaplace" formelle.
Pour des raisons de commodité, nous permuterons dans la suite les rdles de B

fz¥ c EQ® ,

et E¥* 3 pour
F= X
!

nous poserons
est plus ou moins une transformation de Laplace-Borel),

rs — Qe o 4 «
R = 3 !al! IaZ (¢

et
S
%F T = ”"“Fnr ¢

Si F est une série formelle & n variables sur € (& coefficients dans E),
et nous poserons

sa composante homogéne de degré 4

nous noterons Eh
= +eeet F
O LN 3 I’,

F’.‘I
I = I
irlr ﬁio !lglr *
Pour X = (Xi,...,Xn), on a
2 4% B
‘}'con’l‘x ~ = = X
% " lcﬁﬂ R A
dtol en faisant Xi =1 3
E_!-S n"a 3
al ©
o , I' est convergent au voisinage de l'ori-
on déduit que, si F est

on en déduit que, si 1l'on a IFII < 4+
gine 3 inversement, de 1'inégalité évidente o! = |alf,
convergente au voisinage de Pr , ona ;F[r < 4 o,

on a immédiatement

si T =0,
o/
| =5 i
(301) EFlr'_LJ ri!azi'r .

T est homogeéhne de degwé

Si
2F 2 p
' z.lr — 1. ‘ﬁ’r ’
i i
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d'ou par récurxrence

§ 1
(3.2) T, = ey = 1l -

PROPOSITION 3.3, Si F et G sont & valeurs scalaires, on a ]FG!r = [F;I[G!r .

Pour X = (Xi,...,Xn), Y = (Yi,...,Yn), on a la formule du bindme

@)Y = n =Ll xP
arpey P

, !
Prenons les X, égauxa x , et les Y, a1 ; ona alors (x+Y) V= (x+1)?Y!;

en calculant de deux manidres le coefficient de x* (&

lIA

|yl) dans cette dernidre
expression, il vient

yi o [y!s
(5.4) a+§=y MR I

lol=g

Démontrons maintenant (3.3) 3 il suffit de traiter le cas o F et G sont

homogeénes, disons de degrés . et m .

On a alors

FG = % (= fglz'.
ly| =t oty ¥
Dtol, dtaprés (3.4) :
_+E s Y = |® . 4L mt _
!Ylg icfiB fagBIr = I'ﬁ! ler l'y ] oz+[§= al B! !F'rlG!r
|| =2

ce qui démontre la pronosition.

Ia norme introduite ici étant "homogeéne", les inégalités précédentes peuvent

P . Ay L s . . . (07
8tre interpr8tées en termes de séries majorantes ¢ si l'ona F =3¢ faz , f&eE ’

g =2 gwiy, 2 20, nous écrirons F << G ; si 1'on a, pour tout o :
o
!f&IE =g, ; nous dirons alors que G est une majorante de F ,

Soit alors X une indéterminée ; posons !F!X = 2!F7]rx3 ; les inégalités
Xp 4 .
(3.1), (3.2) et (3.3) seront encore vraies avec r remplacé par Xr , et le si=-
gne = par <<, ©Soient dtautre part
1
Q:? < C[[Yl 9!009Yp3} ? et F( )9-o~gF(P) € C[[Zl gooo,Zn]3 ]

les F(i) étant sans terme constant ;, il résulte de (3.3), interprété en termes

de séries majorantes que, si & est une majorante de ¢, ona
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(3.5) ]@(E“),...,F(P))[X « «5([F(1)[X SN

T

si F(1) ..,F(P) sont & valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie,

disons E( a valeurs dans E(l) et si & est une série formelle sur

2D oo 50

ne change essentiellement rlen)g on voit quton pourra encore trouver une série

en choisissant convenablement les normes dans les E( i) (ce qui

) e el(y, ,...,Yﬁ}}; 4 coefficients = 0, qui vérifie (3.5) quels que soient les
I —
pt s si & est convergente, on pourra supposer ¢ convergente (nous laissons

les détails au lecteur).

4. Bguations différenticlles.

Soient E et E, deux espaces vectoriels de dimension finie sur C ; consi-

dérons une fonction & holomorphe au voisinage de

(Zo9y:!) € e x T_' B

|or| =

a4 valeurs dans B , avec @(zo,yg) = 0 et considérons 1l'équation différentielle :

(®) &(z,0%F(z)) =
Soit
F= T £ (z-z, )t
CIESS A

9

un polynome de degré = k+f{ , a valeurs dans E , avec (a!ﬁy =)EyF(zo) = y°
pour !a{ = k 3 nous dirons que F est un jet d'ordre k+{ de solution de E ,
prolongeant le Jjet
= ¢ £ (z-z )%
Ia!ék o °
si le développement de #(z,0°F(z)) en z, ne contient pas de termes de degré
= 4, ce que nous écrirons &(z,0F(z)) = O mod (z-zo)a. Pour £'>2 , et F!
Jjet de solution dlordre k+i!', nous dirons de méme que F! prolonge F si les

coefficients dtordre = k+{ de I'' gsont ceux de F,

DEFINITION (441). Nous dirons que Fk est fortement prolongeable si, ¥V 2 >0 ,

tout jet de solution d'ordre k4 gqui prolonge Fk est lui-méme prolongeable a
1tordre k+i+le

La partie analytique du théoréme de Cartan-Kihler (compte non tenu des questions

de donndes de Cauchy) est contenue dans le théoréme suivant s
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THEORMIE (4.2). Si F(k) est fortement prolongeable, il existe une série

F=3 f&(z—zo)a, convergente au voisinage de O , avec DQF(ZO) = yg y e =k,

qui soit solution de 1'équation (E).

o
s ¥ =0, ce que nous suppose-

On peutv toujours se ramener au cas ou z, = 0 o

rons. Posons, pour o =k 3

3@
aya(O) =u, € L(E,E ) , et ‘y(z,ya) = ]azl:=1ru°’y°‘ -3 .

Supposons trouvé un jet Fk+”-1 dtordre k+4-1 de solution de E, et cherchons

a le prolonger a llordre k+f{ ;3 dans 1l'équation que nous devons résoudre les ter-

mes Dngﬁz nlinterviennent que linéairement, et, en posant

notre équation stéerit :

¢ -1
R -(“—‘é-?)-— 2® = y(z,FM)
Joje P
|p]=
Paxr hypothese, un tel Fk+£ existe. Posons U =% u:za, et choisissons une

fois pour toutes wn r = (x&,...,rn) qui soit U-distingué. Il résulte alors de

(1+2) que, si 1'on pose

v ( - ,DQFI'I'I‘,@ -1 )

Lnoog ZB ’
Copelm

on pourra trouver Fk+z vérifiant

HA

sup  af|f ¥ =C sup B! & IrB
BETAC A

ce qui s!éerit encore

LA o derg=1
1Fk+,(7,lr =0 (crg)t ¥ (2,0 P )z‘r

dfol, dtaprés (3.2)

C
sup =

| o= Bk+i~1 -
IDaFk‘i‘,elr - Cl !Y(Z9D El ),GII_‘ avec IQ! =k ' Cl lalé]-{ ra

Soit ¥ wune fonction holomorphe au voisinage de O dans

¢y TT ,
o=k
a coefficients positifs, telle que (3.5) soit satisfaite avec & remplacée par Vs
on peut supposer quton a ¥(0) =0 et %% (0) = 0 pour |o| =k ; on aura donc,
o

avec les notations du § 3, pour |o} =k

]
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o
lD Fk

k- - +4=1
“&er «< ¢, x=lal F(x_, |pPrtt

Ix )

Xr £

Berivons ces inégalités en y remplacant successivement £ par 1,2,.e.,4, et

remarquons qulon a évidemment, si ' < £ :
IDBFk'”“q] << |D‘3Fk+£"'1}

X X7
r T
dtol

- Bkets 1=1 - Sektg=1 .
¥(X,, |[D°F gxr)z << ¥(X,,|D P er)E 3

en ajoutant, il vient, pour lo! =k

PP <o xlel e, Pt )
r

Ix
r

Posons
0
) = T P
Ia}=k r
de (341) on déduit quton a, pour X > O convenable, indépendant de F :

|D‘3Fk+*9"1[X <« X IBlakre=T gy lp| = k
I

dtol finalement, avec C, =C, £ 1
Jor|=Ie

A0 << 0, F0c 001 E 1 00)

I1 existe m> 0 et C3 > 0 tels qu'on ait, pour |z] = suplz
= -
v, =n (v.60)

1A

v,

[¥(zy )| = cllzf + 2y |+ <3 .

X
3 Ial§k—1 Iozi=k

Par suite, il existe n' et C, , indépendants de £ tels qu'on ait, pour
O<A=n', et ARG = g

A0 = o 0+ T )+ A5 02T

Soit (M) 1la solution de 1%équation A(A) = C.[A + AM(A) + A(A)?] qui tend
vers O avec A 3 on vérifie immédiatement qu'il existe mn'" > 0 tel que pour
A =m", la relation 0 =a = A(A) entraine 0 =C./[A +Aa +2a®] = A(A) (cf., mé~
thode des approximations successives)., Choisissons A = inf(m',m") ; par récur-
rence, on voit que 1l'on a Akﬁ%(h) = A(A) pour tout £, ce qui montre que les sé-

L3 I - P re -
ries i D“Fk+£ s |o] =k, et donc la série E Fe

tre le théoréme.

est convergente ; ceci démon-
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