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DONNÉES DE CAUCHY PORTÉES PAR UNE CARACTÉRISTIQUE DOUBLE,
DANS LE CAS D’UN SYSTÈME LINÉAIRE D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES,

RÔLE DES BICARACTÉRISTIQUES

par Jean VAILLANT

0. Introduction.

Ce travail a pour objet le problème mixte de Darboux, Goursat, Beudony-Hadamard
et l’étude de la propagation le long de bicaractéristiques dans des cas de carac-

téristiques multiples. Le problème de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard, forme

généralisée du problème de Cauchy, donne un moyen de classer les équations aux

dérivées partielles à partir de leurs caractéristiques; son étude conduit à l’étu-

de algébrique de matrices de polynômes et montre la nécessité de généraliser les

classifications du type de Petrowsky [14]. L’étude de la propagation conduit,

lorsque les caractéristiques sont "fronts d’ondes", pourvu que des hypothèses de

"non singularité" que nous préciserons soient réalisées, à des cas où l’on peut
calculer les coefficients du développement formel de la solution à ltaide d’équa-
tions différentielles (ordinaires), le long des bicaractéristiques , ce résultat
remarquable a conduit à utiliser la méthode des "rayons" à propos de nombreuses

recherches d~ ondes asymptotiques, ainsi : Lax [ 8] , Ludwig [12], Garding, Kotakd,
Leray C9], Lewis [10], Lewis et Keller [11], (dans ce dernier mémoire, on trouvera
une bibliographie sur ces questions, travaux de Keller...), Mme Y. Choquet-Bruhat
[20], [21 ] , [26]; ce même résultat est lié à la définition de l’hyperbolicité.
Cependant, même dans le cas linéaire, lorsque les caractéristiques sont multiples,
le problème de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard, comme celui de la propagation,
n’ont pu être résolus de façon générale, en partie à cause de la difficulté des
calculs.

Les résultats du livre classique de Hadamard [6], recouvrent pratiquement
tous les cas d~équations ou de systèmes, à caractéristiques simples ou multiples,
où la propagation est décrite par des équations différentielles du 1er ordre.

Dans le cadre de tels cas, Courant et Lax [3], Iax [ 8 ] , Lewis [10], Ludwig [12],
ont publié des articles où les problèmes de Cauchy à données discontinues, à données
oscillatoires sont résolus et généralisés ; Cdrding, Kotaké, Leray [9], Mme Y.
Choquet-Brul-at [21 ], [26] donnent les calculs les plus généraux d’ondes asymptoti-
ques et montrent leur analogie avec les calculs des théorèmes dturiiformisation.

Nous indiquerons maintenant des résultats à caractéristiques multiples, en dehors
du cas de Hadamard, et nous nous bornerons à des résultats concernant les problè-
mes cités au début, (théorème de Darboux..., calcul des coefficients d’un dévelop-
pement formel). DufP[4], à propos d’un système d’équations aux dérivées partiel-
les du 1er ordre, remarque que l’origine des difficultés dans certains cas - en
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fait, ceux non décrits par X*damard - provient de la présence de facteurs invariants

non simples, (c’est-à-dire décomposables en facteurs irréductibles de multiplicité
supérieure à 1), lorsqu’on met le système sous la forme canonique de Petrowsky
~ 14] , et il obtient un théorème de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard dans ces cas;
la propagation n’est cependant pas décrite et la méthode ne peut s’employer que

pour un système d’équations du 1 er ordre, en se ramenant à deux variables princi-

pales, car elle utilise la forme réduite de Jordan et essentiellement des résultats

relatifs aux anneaux euclidiens, (cf. par exemple, Van der Waerden [19]) ; dans
Duff [5] on ramène le cas d’une seule équation d’ordre supérieur à 1 à celui

d’un système, en laissant de côté les cas de facteurs invariants non simples. Dans

son mémoire [13],Ludwig étudie un système de deux équations aux dérivées partiel-
les, linéaires du 1er ordre, et à coefficients constants, et montre que, pour une

caractéristique double la propagation des coefficients du développement étudié est

décrite par des équations différentielles du second ordre, lorsqu’il y a front

d’onde; la caractérisation algébrique de ce cas, à l’aide de valeurs propres, ne

peut s’employer que pour un système du 1er ordre. Dans Vaillant [15]e pour un

système linéaire de m équations d’ordre t, à coefficients constants, on montre

que la propagation est décrite, sur un plan caractéristique, front d’onde, de mul-

tiplicité quelconque, "non singulier", par des équations différentielles d’ordre

supérieur à 1, leur ordre est précisé ~ la caractérisation algébrique des diffé-

rents cas se fait en déterminant les facteurs invariants de la matrice caractéris-

tique considérée comme matrice sur l’anneau localisé [1] de l’anneau des polynômes
par rapport à l’idéal correspondant à la caractéristique étudiée - ces résultats

permettent de montrer que les cas classiques de propagation décrite par des équa-
tions différentielles du 1 er ordre correspondent à une matrice caractéristique où

les facteurs invariants, dans l’aru1eau localisé, sont simples 9 lt hypothèse de

"non singularité" exclue essentiellement les cas de contact singulier avec le cône

caractéristique qui donneraient lieu, par exemple, à des phénomènes analogues à la

réfraction conique (à ce sujet voir les travaux de Ludwig g on peut aussi utiliser
certains calculs de [15]) ; on remarque que, dans les cas de propagation, les hy-
pothèses de Urne Lax [7J~ nécessaires et suffisantes pour avoir un problème de Cau-

chy bien posé pour une équation à 2 variables d’ordre t, à caractéristiques mul-

tiples, sont satisfaites. Dans Vaillant [16J, on étudie le cas d’une seule équation
d’ordre t, à coefficients variables et à caractéristiques multiples par une mé-

thode directe. Enfin la note [17]? préliminaire au travail exposé ici contient des
résultats incomplets qui seront précisés et simplifiés dans ce mémoire. En résumé,
nous étudierons ici un système linéaire de m équations aux dérivées partielles,
d’ordre t, à coefficients analytiques, à m inconnues ~ on retrouvera le cas de

la propagation classique par équations différentielles du 1 er ordre, lorsque la

matrice caractéristique est équivalente dans 1 anneau localisé convenable à la

~’) Cf. aussi [27J.
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forme 9

B

et on montrera que lorsque la matrice se réduit à la forme,

B

deux cas sont possibles, pour une caractéristique "non singulière" s ou bien il y

a propagation le long des bicara c téris tiques décrite par une équation différen-

tielle d’ordre 2, ou bien il niy a pas front d’onde ; la distinction entre les 2

cas se fait à l’aide d’un invariant analogue à la fonction j de Garding, Kotaké,
Leray [9] 9 lorsque la matrice caractéristique est self-adjointe il y a nécessai-

rement propagation par équations différentielles ; on donne une définition moins

stricte que celle de [15] et plus explicite des hypersurfaces caractéristiques non

singulières 9 on obtient, comme cas particulier, si les coefficients sont constants,
des résultats analogues à ceux de Ludwig [13] ; on donne enfin un théorème généra-
lisant le théorème classique de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard.

Dans une autre publication, nous indiquerons les conclusions d’une étude ana-

logue pour le cas plus général

Je remercie vivement Jean Leray de ses encouragements  qui m’ ont été très

précieux.

1. Anneau localisé et invariants.

Soit E une variété analytique réelle* 9 x un point de E 9

des coordonnées locales de x ~ un indice grec tel que a

varie de 0 à n : 

On considère un système d.e m équations aux dérivées partielles à m incon-

nues ayant dans chaque système de coordonnées locales une expression de la fourme :

.~() On aurait un exposé analogue à partir d’une variété analytique complexe, en
remplaçant les fonctions analytiques réelles par des fonctions analytiques
complexes.
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on a posé :

les indices tels que A , B varient de 1 à m ~ 1 # A # m ; les inconnues yB,
les seconds membres fA. les coefficients

de chaque opérateur différentiel sont des fonctions analytiques des xa; ces

coefficients sont totalement symétriques en ae. Les ma opérateurs différentiels

(agissant dans chacune des m équations sur chaque y) sont d’ordre inférieur

ou égal à t. On emploiera dans la suite la convention de sommation dteinstein

pour les indices A 9 Bq... et les indices a, ~3 q ...

Si (p est une fonction analytique sur Ey on notera x son gradient en x,

de composantes en coordonnées locales 

Au système (1), on associe la matrice (HAB) où s

on appelle (HAB) matrice caractéristique du systéme ; ses éléments sont des poly-
nômes de degré t (ou nuls) son déterminant est noté

. .. 

a n 
,

la matrice (HAB) et H sont invariants dans un changement des coordonnées

locales (cf. [22], [9]).

Nous étudierons le système dans un ouvert (2 où H n’est jamais le polynôme

H est donc de degré mt 9 pour chaque équation l’un des m opérateurs
de cette équation est donc d’ordre t.

L’anneau R[la] des polynômes sur R est factoriel, [23]; en chaque point
Q!

x, H se décompose de façon unique en un produit de facteurs irréductibles de

facteurs sont des invariants dans les changements de coordonnées lo-
Cl

cales. Nous supposerons en fait que, sur Q, on a s
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oû v est un entier constant sur Q, appelé multiplicité de H’ 9 dans chaque

système de coordonnées locales, Ht et H" sont des polynômes en la; on suppo-

se qu’ils dépendent analytiquement de x et que H" n’est jamais divisible par

HI , en résumé nous supposons la multiplicité de HI constante sur O.

Dans la suite nous serons amenés à considérer une hypersurface qui annule

dans un sens que nous préciserons ; pour cette raison, nous serons conduits

à introduire l’anneau localisé suivant.

En claque point x, ayant choisi système de coordonnées on considère

l’anneau localisé, ([1]), de par rapport à l’idéal premier défini par H’ q

cet anneau sera noté O; les éléments de W sont les fractions du corps des

fractions de qui sont telles que leur dénominateur n’appartienne pas à
1 xdeal défini par Si a1 est un élément non nul de W, on décompose son

"2 0
numérateur en produits d’éléments irréductibles 9 soit v(?2013) l t exposant de Ht

r ... 
Q2 Qi i .

dans cette décomposition g on l’appellera la valuation de 
Q2 

Q1; on a évidemment

v(~) ~ o
L’anneau cp est un anneau de valuation discrète, [24], ses idéaux sont de la

forme FP(HI)X où x est un entier positif : X &#x3E; 0. o est donc un anneau

principal.

Comme o est principale la matrice (HAB), considérée comme matrice d’élé-

ments de 4§ est équivalentes cf. [25]~ à une matrice diagonale de la forme :

avec q~ ~~ ~ ~.~~q~O .
Les éléments de la diagonale définissent les facteurs invariants de la

matrice.

Dans les deux cas que nous étudierons, nous supposerons 
tants sur n, ce qui précise l’hypothèse de multiplicité constante. Il résulte

de sa définition que cette hypothèse est en fait indépendante du choix des coordon-

nées.

Nous étudierons dans la suite les deux cas suivants s
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Cas (I)

Cas (II)

B /

Dans le cas ~1~ g Ht a la multiplicité v =. k .

Nous nous proposons de construire des suites de polynômes 

telles que chaque polynôme soit un invariant et que, pour chaque x 1

(c’est-à-dire 1 y 5 soit un multiple de H~).

Nous utiliserons des résultats de [15] que nous résumerons ici. On convient
DEF A *D c ,

de noter le cofacteur de HD HE C dans le développement de H y ce cofac-

teur correspond au mineur obtenu en rayant les Am, Cm lignes de (~), ainsi
que les Dm 9 FR colonnes 9 on utilise des notations analogues pour les cofac-

teurs ayant un plus grand nombre d’indices. Dans le cas (r) il existe, (cf.[251)9
au moins un cofacteur d’ordre (m-k) qui ntest pas divisible par Ht - on peut

t 12k A et. d. ba’ . d 1 supposer u A Convenons qu’un indice surbarré varie de 1 a

1~ ~ 1 ~ k et qu’un indice chapeauté varie de (k+1 ) à m ~ (k+1 ) ~ ê 2 m.

Posons alors ;

On vérifie âne s

l .Ç:t.. t 
1 2 (D-1) (15+ 1 ) ...le . t d... bl H résulte de d le que 12...(E-1)(E+1) soit par H résulte de la définition

du cas (r) ; JÉ £ est défini par l’égalité précédente. On a donc :
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On. a ainsi construit une famille (al ,a2 9 ... ~ â-! ... ~ ô ~ de k suites de m poly-
nômes et chacun des polynômes est invariant dans un changement de coordonnées

locales ; de plus chacun d’eux dépend analytiquement de x .

On construira de même une famille en posant :

On vérifie de même que -.

Les y jouent ainsi un rôle analogue aux 6, 9 mais relativement à la matrice trans-

posée de la matrice caractéristique. On a donc construit une famille

de k suites de m polynômes et clacun des polynômes est encore invariant dans un

changement de coordonnées locales et dépend analytiquement de x o

Plus généialement, désignons y en un point x, le quotient de

l’anneau O par l’idéal (H2), quotient qui est ici un corps. (HAB) définit "ca-

noniquement" une matrice d’éléments de y1, qui est équivalente àla matrice

1 ’

(HAB) définit ainsi un endomorphisme de (y1)m ; son noyau est de dimension k et

l’on désignera par base de ce noyau. On choisira des

représentants des vecteurs d- dans P 9 ils formeront la famille
1)

et seront tels que : 1

ou bien tels que :

l’élément crD appartient à pm 9 la famille (d,,-) autrement dit est définie à

la transformation suivante près s

où la matrice (ÀPI) est inversible dans o et Pz appartient à ce. On véri-

fie que la famille (6n) correspondant à la famille (6r) définie précédemment est
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une base du noyau de l’endomorphisme de (y1)m définie par (HAB), la famille (à,)
est donc une famille particulière. Elle a l’a-vantage de ne faire intervenir

que des polynômes en 1 et que des éléments indépendants du choix des coordonnées
et dépendant analytiquement de x ; il sera parfois commode deutiliser la famille

les composantes de chaque 8= sont des fractions rationnelles indépendantes du

choix des coordonnées ; on remarque que des éléments déduits par uneD

transformation (4) indépendante du choix des coordonnées locales sont eux-mêmes
indépendants de ce choix g c~est le cas pour les ou pour les familles analo-

gues à la famille construites à partir d’autres mineures que A (et tou-

jours non divisibles par Et).

De même on pourra considérer des familles telles que 1

ou bien telles que s

F
et introduire la famille 

D’autre part on aura besoin d’étudier la matrice d’éléments :

ou plus précisément la divisibilité par HI du déterminant de la matrice k x k

d’élément général :

on a :

Or il résulte d’une identité remarquable (cf. par exemple, Bourbaki : Alg, multi-

linéaire, Hérmann 1 958 , p. 115) y que r

d’eus
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Le déterminant de la matrice

n’est donc pas divisible par H ! t Cette propriété est indépendante du choix des
coordonnées locales.

. s 
. , , ..Avec des familles (gF) et (d), on est conduit à étudier la matrice des

ou plus précisément la valuation du déterminant de la matrice k x k d’éléments

général

Le fait que v(36) &#x3E; 0 ou v(3&#x26; ) = 0 est indépendant du choix de la famille

(du) à une transformation (4) près, de même pour les (9 p) - cela résulte de la
définition de ~ ~ . Les résultats obtenus avec la familles (815) et la famille

(y ) montrent donc que v(H) = 0. Cette propriété ne dépend donc ni du choix des

coordonnées ni de celui des familles (d -) et 
(g rl

coordonnées ni de celui des familles (dD) et (gF).
Dans le Ht a la multiplicité V = 2. Il existe au moins un cofac-

teur d’ordre (m-l) non divisible par Ht soit A 1 = A. Posons t

On vérifie que 3 a

soit :

Les 5 B et les YA sont encore des polynômes en ~9 sont indépendants du

choix des coordonnées et dépendent chacun analytiquement de x.

Désignons, en un point x, par y2 le quotient de l’anneau o par l’idéal

(H,)2. (~) définit canoniquement, dans le cas ~IZ~, une matrice d’éléments de

y2 qui est équivalente à la matrice 1
1
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et (4) définit aussi un endomorphisme de ( *2)m ; son noyau est en module libre
et on désignera par d une base de ce noyau. Soit d un représentant de d dans

ey d est tel que :

clest-à-dire tel que s

avec cr élément de 1? élément d de o est défini à la transformation
m

suivante près

(7) d -~ ~~. + ~ ~H~ ~d + 

où h est inversible dans #, À : et g éléments quelconques de © et

On vérifie que b est un d particulier y il s ra parfois commode d’utili-
ô

sert dont les composantes sont des fractions rationnelles indépendantes

du choix des coordonnées ; on remarque que les éléments déduits de ô par une

transformation (7) indépendante du choix des coordonnées sont eux-mêmes indépen-
dants de ce choix, c’est le cas pour b t ou pour les éléments analogues à 8

construits à partir d’autres mineurs que A (non divisibles par On a des

considérations analogues pour la matrice transposée ainsi on considère

des 9A tels que s

et il pourra être commode de poser yt = A

Considérons le polynôme s

il est immédiat que

n’est pas divisible par He et cette propriété ne dépend pas du choix des

coordonnées.

Plus généralement, on a :

et la valuation de
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ne dépend pas du choix de d et g à une transformation du type (7) près J on en

déduit donc que : v(fl) = 0. Comme dans le cas (I), cette propriété est indépen-
dante du choix des coordonnées et des vecteurs d et g.

Enfin dans le cas (II) , nous serons conduits à introduire des invariants que
nous allons décrire.

On utilisera les polynômes sous-caractéristiques de Garding, Kotaké, Leray
[9] ; si définit une forme élément de volume sur la variété

le polynôme sous-caractéristique d’un opérateur différentiel est le polynôme carac-

téristique de la demi’-différence de l’opérateur et de son adjoint  il s’écrira ici

pour l’opérateur dans la Aième équation, relatif à l’inconnue 

en posant s

,, 
Il est évidemment indépendant du choix des coordonnées. La matrice sous-

caractéristique du système (1) est par définition la matrice des polynômes sous-

caractéristiques. Il résulte de la définition du système adjoint que la matrice

caractéristique du système adjoint est la transposée de la matrice caractéristique
du système initial (1) et que la matrice sous-caractéristique du système adjoint
est 1 s opposée de la transposée de la matrice caractéristique du système initial.

Un système sel£-Gdjoint a donc une matrice caractéristique symétrique et une matri-

ce sous-caractéristique antisymétrique.

On construit ensuite le polynôme s

Ce polynôme est aussi invariant dans un changement de coordonnées locales; le

polynôme correspondant pour le système adjoint est l’opposé du précédent ; si le

système est self-adjoint, il est donc nul.

D’autre part, les polynômes de mêmes degrés y[B et pour A et B fixes

quelconques, peuvent être considérés comme des polynômes caractéristiques d’opéra-
teurs différentiels G et DB de mêmes ordres ; le polynôme caractéristique de
l’opérateur :
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s*écrit s

il est évidemment invariant dans un changement de coordonnées locales, de même, le

polynôme (en sommant en A et B) :

est un invariant -, le polynôme correspondant pour 1!adjoint est l’opposé du précé-
dent j si le système est seli-adjoint, ce polynôme est nul.

Enfin le polynôme s

est aussi invariant; le polynôme correspondant pour le système adjoint est l’oppo-
sé du précédent p est nul.

Ayant choisi un ouvert de coordonnées locales, définissons dans un voisinage

d’un point de cet ouvert, 9 des vecteurs dB et gA qui soient fonctions analyti-

ques de x dans ce voisinage; co-mme, précédemment, en particulier, 8B et YA
sont de tels vecteurs. Nous indiquerons quelques lemmes qui nous serviront cons-

tamment dans le cas (II) «

Rappelons que diaprés (6) r

On en déduit immédia temen t le lemme I.

Si ~ et à’ sont deux dérivations qui cormuter-ity on a encore ~

ou encore à l’aide de (8) -

soit le lemme II :

Ces lemmes vont dEjE r permettre d’obtenir des résultats concernant K .

Il résulte deabord de (6) y (8) et du lemme (I) que91ocalement:
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Posons

Il résulte de (7) et de la formule analogue pour les g, que, pour tout x ~ s

avec ~ élément de P non divisible par HI.

K~ n’est pas invariant, niais on a pour tout x Q

De plus l’expression de Ki se simplifie à l’aide des lemmes I et II et :

Par suite, si on pose ®

on a pour tout x :

K n’est pas invariant en générale mais la condition v(K) &#x3E; 0 en un point x esi

indépendante du choix de d, g, p et des coordonnées locales.

De même, en un point x et pour une forme £ / 0 tels que s H~ ~x s~ ~ = 0,
la condition K(x~) ~ 0 équivaut à la condition K (x,ae) ~ 0 ~ pourvu. que l’on

ait choisi le X proveriant des transformations (7) tel que J~ ~xp,~~ ~ 0.

2. Bypersurface caractéristique.

On considère une hypersurface analytique P d’équation locale :

on posera :

forme non nulle).

On dira que cette hypersurface est caractéristique dans 0 si en tout point de

Q n p

Une hypersurface P telle que :
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en tout point de 0 n P est donc caractéristique 5 nous n’étudierons désormais que

de telles hypersurfaces caractérjabiques, (multiples en général).

Nous supposerons de plus l’hypersurface P non singulière dans le sens sui-

vant : elle satisfait aux hypothèses :

H 1) Rappelons d’abord que pour x quelconque due 09 (x 9~ ~ étant équi-
valente à la matrice (2) du 1 er paragraphe, on sait, [25J, qu’il existe au moins
un mineur d’ordre (m-k~, qui n’est pas divisible par Et ; k désigne le nombre

d’exposants q non nuls g ainsi dans le cas (I) , k est l’entier déjà noté ainsi,
dans le cas (II), k = 1. Désignons encore par un tel mineur, l’hypothèse
H 1) exprime que n’est jamais nul sur Q n P. Il en résulte que les fa-

milles resp. en chaque point de Q n P formeront une base du

noyau de (4(xlp», (resp. de sa transposée). Si on considère des familles de

vecteurs locaux (d) et (g), on les choisira de façon à ce quelles possèdent la
même propriétés (Cette restriction au choix des (d) et (g) revient à restrein-

dre les transformations (4), (7) admissibles qui font passer des (0), (y) aux

(d~~ (g) de façon à éviter d’introduire des singularités qui seraient dues aux
coefficients de ces transformations).

Dans le cas (II~9 H 2). P est telle que

- ou bien nul sur 0 n P 9 ce cas sera désigné par cas (Ila)
Pour un choix convenable de (d) et (g) dans les conditions de la fin du 1er

paragraphe, on peut encore dire que K{x,p~ ~ 0 en tout point de 

- ou bien le polynôme K est divisible par H~ en tout point de 0 n P ; on a vu

que cela équivaut à v(K) &#x3E; 0 sur P ce cas sera désigné par cas (IIb}.
Si le système est self-adjoint, ,1£ = 0, H2) est réalisée pour toute P et l’on

est toujours dans le cas (IIb~.

Dans les cas (I) et (IIb) , H 3~. On suppose que ne s’annule pas sur

P n ~. Pour des raisons analogues à celles de H ~ ~ , si on emploie (d) et {g~ ,
on supposera que n’est jamais nul.

Dans les cas (I) et (IIb), H 4). En chaque point de Q n P, posons, en coor-

données locales :

le vecteur de composantes pei est appelé vecteur bicaractéristique en x ; on

sait que ce vecteur est un invariant, (pour p donnée) et d’après l’identité

d’Euler, que p est tangent à l’hypersurface P en claque point : p p = 0.
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On supposera que le vecteur p ne sgannule en aucun point de P n Q

On appellera données de Cauchy d’ordre u sur une hypersurface pour une fonc-

tion y, les restrictions à l’bypersurface de la fonction et de ses dérivées trans-

versales d~ordre  u.

3. Enoncé du problème formel.

On se propose d’étudier une hypersurface au voisinage dtun point. On choisira

des coordonnées locales telles que le point ait des coordonnées nulles : x a = 0 et

que l’hypersurface ait pour équation 1 
~~

on aura donc :

On oonv1endm qu’un indice latïn varie de 1 à n : 1 5- 1 # n . On aura, ausai :

si l’hypersurface est caractéristique.

On prendra pour 0 un polycylindre ouvert de centre 0, tel que les coeffi-

cients des opérateurs différentiels, les seconds membres et les données de Cauchy

puissent être représentés dans 0 par des séries entières convergentes en

x° xi .., x n. Jusqu2au § 6 inclus on cherchera les inconnues Y $ sous forme

de séries formelle. On est donc d’abord ramené à un problème où les données et

les inconnues sont des séries formelles.

On désignera par Q l’anneau des séries formelles en 

et par a 0[ Y,a] l’anneau des polynômes sur On aura

à considérer des fonctions du type posons :

où L q appartient Sur l’hypersurface P, on aura constamment des

expressions du type L yp), qui sont des éléments on posera 0

On aura ainsi, si caractéristique

y B sera représentée par :
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où les YB appartiennent à ’i ; les données de Cauchy d’ordre u sur Pi pour
B a B -B 0 

yB
y , sont les séries : ïo ^9 1 .,bey U- 1 0

En remplaçant les y B dans (1) à l’aide de (9) et en écrivant que les séries
formelles en xo des deux membres sont identiques, on obtient des équations en

YB que nous allons écrire. Pour t, on a :

les pointillés représentent une combinaison linéaire des dérivées des s tels
que st  s-2 et de coefficients connus des seconds membres de (1).

Lorsque P n’est pas caractéristique, on calcule, par récurrence, les 

de façon unique à partir des données de Cauchy d’ordre t sur P et des seconds

membres et on a le théorème formel de Cauchy-Kovaleska . Il est bien connu, d’ail-

leurs, que, dans des conditions analytiques, on sait en déduire un théorème analy-

tique.

Nous supposerons désormais P caractéristique s

Nous la supposerons de plus "non î remarquons qu t en fait, il suffira que
les inégalités qui expriment H 1 ~ , H 2) Cas (II a), H ~ ~ , H 4) soient réalisées à

l’origine pour qu’elles le soient dans un polycylindre convenable de centre 0,

puisque les fonctions considérées sont analytiques ; en choisissant Q convenable,

H ~ ~ , H 2) Cas II a), H 3) et H 4) se simplifient dans ce sens  on peut aussi

dire que les séries formelles ayant leurs termes constants (réels) non nuls, on
pourra les inverser.

Nous nous proposons dans les paragraphes 4, 5, 6 de résoudre le système (10)
dans les différents cas.

4. Résolution formelle dans le cas (I).

Rappelons que les résultats concernant ce cas, sauf la caractérisation algé-

brique,ont été donnés par Hadamard [6] et de nombreux auteurs ; nous abrégerons
donc un peu.

On a, d’abord, à partir de (10) pour s = t d
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les pointillés ne font intervenir que des Y y tels que s’ ~5 t-2 .

Dloà en multipliant et sou=,!7-,nt par des e§(P) «

On obtient k conditions sur les données de Cauchy d’ordre t. Nous allons

voir qu’on peut les intégrer par rapport à certaines d’entre elles; de façon plus

précise, posons :

On a décomposé Y t-1 en sosrra d’un élément C:.u P!2.n de (20)L- déterminé par les

dD(P) et d2un élément V . d’un plan suppicmentaire. En remplaçant, on obtient:tl- .1 ’

Soit, à l’aide de (3) et (5) et en posant :

combinaison linéaire des

il 1.

F et comme on a vu. que H D(P) était inversible

De façon classique, on intègre le système caractéristique, qui s’écrit, en

supposant, par exemple 9 le de p1 non nul:

On obtient :
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o-à *1 est une série formelle sous terme constant 1 les (2j ri), sont

tels que

On a donc "le long des bicaractéristiques" g

- combinaison linéaire des U- + termes en VB +... = 0.t-1 t-1

Les ~-1 satisfont donc à des équations différentielles du 1er ordre le long des

bicaractéristiques définies par le chanp p~ 
, 

dans P n (2 . Soit Q un

hyperplan, (Xl =. 0), transverse à ces bicaractéristiques. Supposons 

’D

données sur ainsi que on appellera ces données, données sur P,
t-1 

B
pour simplifier 9 on peut déterminer les et par suite tous les pourvu

que l’on connaisse les "valeurs initiales" des UDt-1 sur P n Q, c’est-à-dire en-
S . 

9

core les "restrictions des Q. 
Ô"

t- 1 ,

, , 8D
Cas particulier.- Prenons comme famille an, la famille 8t du 1 er para-

graphe et projetons Yt-1 sur le sous-module engendré par d’une part

et sur le sous-module engendré par les derni ers vecteurs de la base canoni-

que de (Ro)m d’autre part y qui sont supplémentaires. On obtient:

Supposons

on peut déterminer les YDt-1 sur P pourvu, que l’on connaisse leurs valeurs ini-

tiales sur P n Q.-

Les conditions précédentes étant remplies, on déduit de (11) :

où Vf est une solution particulière de (11) déterminée en fonction des données
sur P et de la donnée deq sur P n Q, Les V9 restent à déterminer.’ ° 

t-1 t

Le système (10) s’écrit pour s = t+l :

Ecrivons qu’il est compatible en en nultipliant par les et 



on a :

c i s on 1 ire de s UD + , .. - QF combinaison linéaire des 0 pt

les pointillés représentent des termes connus.

Comme précédemment, on écrit cette équation sous la forme:

Supposons ~ connu sur P n Q ~ en intégrant on l’obtient sur P.

Suite du cas particulier.- On suppose les restrictions formelles des 

données sur P n Q.-

Par récurrence, on obtient de même 1

où VB est fonction des données sur P et des données sur P n Q des
s

à l’aide de (10), où l’on a remplacé s par s+1 et multiplié par les 

on ô

Finalement on détermine tous les Y~ pourvu que l’on connaisse :
s

- les données sur P àe i YBt-2, YBt-3,..., YBo et VBt-1;
- les données sur

Se donner les ufi sur P n Q équivaut à se donner les k séries

où UD est une série formelle en x 0 ,~ ,... ,xn, série "sur Q".

Nous concluerons dans le cas où lton a choisi pour (dr) et (8e) les

familles 
-

On détermine tous les YB pourvu que l’on connaisse :
s
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- les données sur P, de ô

- les données sur Q des k séries représentant les restrictions formelles des

yD à Qq ces données étant supposées compatibles avec les données sur P.

On obtient alors le théorème d’existence et dtunicité formel de Darboux-

Goursat-Boudon-Hadamard . :

Il existe une solution formelle et une seule, correspondant aux données sui-

vantes :

1 ) les restrictions formelles à P hypersurihce caractéristique non singuliè-
re des y et de leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal à (t*-2)~ ainsi que

(m-k) conditions linéaires sur les restrictions formelles des dérivées dtordre

(t-l)t (c’est-à-dire la donnée des Va 9 (k  à » m)); 
.

" ’ 
’ 

’ "  ’J. t H 1 ! t-1

2) les restrictions formelles à Q, hypersurface transverse aux bioaractéris"-

tiques des y D (1  D  k), ces données étant compatibles avec les précédentes
sur P n Q.

En résumé, on a mt données s soit, [m(t-l) + m - k] sur P et k sur Q.

5. Résolution formelle dans le cas (II a).

... On déduit du lemme I les formules (valables dans les cas (II a), (II b»

- Un lemme III nous sera utile dans les cas (Il a) et (II b) - démontrons-le .

On a :

ô

et :

car est un polynôme proportionnel à Ht d’après l’identité 

comme ’y 4 est aussi un polynôme homogène y on a encore



47

d’où le lemme III s

soitg pour P :

On a encore ?

d’où, en multipliant et sommant en A g une condition sur les données

de Cauchy d’ordre t sur P :

Supposons cette condition réalisée, on a g

ou V. est une solution particulière de (11), déterminée a l’aide des données de

Cauchy d’ordre t sur P.

Pour s = t+~ 9 le système (10) s’écrit encore :

Ecrivons qu’il est compatible en en multipliant par P et sommant, 9
B t+1 A

et remplaçons Y,., à ltaide de (15), on obtient :t

(les pointillés représentent des termes fonctions des données de Cauchy d’ordre t

et des seconds membres).

Compte tenu des formules (12), il ne reste que :

soit encore, à llaide de (8) -

et en utilisant (14) :



48

c’est-à-dire :

Dans le cas (II a) , on en déduit, en divisant par K(P) que Û t et par suite

les YB sont déterminés en fonction des données de Cauchy d’ordre t.
t 

Raisonnant par récurrence, admettons que les systèmes (10) "d J indice inférieur
ou égal à s " déterminent les U d-indice inférieur à s et considérons le sys-

tème (10) d2indice ~s+~ ~ 9 soit s

Remplaçons yB par :
s 

où les V s sont déterminés en fonction des données de Cauchy d’ordre t sur P,

puis multiplions et sommons en A? après des calculs analogues aux

précédents y il xeste s

qui détermine U s en fonction des données de Cauchy dtordre t sur P. On a

ainsi un théorème d’existence et d’unicité formel.

Il existe une solution formelle et une seule du système correspondant aux

données de Cauchy d’ordre t sur P, hypersurface caractéristique non singulière,
pourvu que celles-ci satisfassent à une équation aux dérivées partielles sur P

exprimant leur compatibilité.

Dans ce cas analogue à celui de ~~~j9 (Annales I. Fourier, p. 306)~ on est
conduit à dire que, pour l’hypersurface P, le système est parabolique dans le

sens suivant : on a une hypersurface caractéristique réelle, pour laquelle le pro-
blème de Cauchy formel admet une solution et une seule sous réserve de compatibili-
té des données.

6. Résolution formelles dans le cas (II b).

On déduit du lemme II les formules suivantes.

et sur P, on obtient :
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Pour 3 =9 et a t = lao, on a sur P n

On a vu, (lemme III) :

Dérivons par rapport à £i’ on a sur P :

Rappelons que s

Nous allons calculer explicitement (~1K)(P) de façon à préparer les calculs

suivants, ou cette expression développée apparaîtra ; cependant il nous suffira

d’effectuer ce calcul modulo les termes proportionnels à p .
Posons s

on a d

Posons s

on a d’abord :

Calculons le premier terme sur P 1

Remplaçons
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D’où compte tenu de (g~

Le deuxième terme s ’écrit :

Compte tenu de (8), on a :

(en termes en chaque point de P on a un vecteur proportionnel au vecteur

bicaractéristique (p ) ).
En développant s

On a donc s

1")

Enfin, posons :

on a z

On a vu que s

de plus, d’après l’identité d’Euler :
I"V

d’où en dérivant en 
1.
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soit pour P :

il reste donc :

les calculs précédents déterminent (à%) (P) module P’ a
Revenons à la détermination des ~ . Ia formule (10) s’écrit encore

pour s = t :

En multipliant par et sommant, on a une condition sur les données de Cauchy

dtordre t :

Supposons, pour 1 t instant 9 cette condition réalisée, (par la suite, nous

l’intègrerons dans des conditions qui généralisent celles du cas (I~ ~,

Le système (23) en Y. est compatible et n 1t

vk est une solution particulière de (25) , c’est-à-dire que :

t s’exprime donc à 1?aide des données de Cauchy d f ordre t sur P. Le scalaire

ut reste à déterminer.

La formules (10) s ~ écrit alors pour s = t+1 :
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Soit encore en remplaçant Y~ à ltaide de (25) :

les pointillés représentent des termes en données de Cauchy d’ordre (t-1).
En multipliant par g,~ (P~ et en sommant en A 9 on obtient, comme dans le

cas (II a), à l’aide de (12) et (14), la condition s

Dans le cas (II ’~}, on a K(P) = 0, la condition précédente est donc une condi-
tion sur les données de Cauchy d’ordre t, soit :

Nous étudierons (24) et (28) dans la suite 9 supposons donc (28) réalisé. Le

système (27) en est compatible et

est une solution particulière de (27 bis). On peut encore dire que

wBt+1 vérifie :

On est donc conduit à choisir de la forme s
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en choisissant le vecteur de de sorte que

ce qui est évidemment possible, et en choisissant VB tel que :t+1

ce qui est encore possible puisque (28) est supposée satisfaite; les pointillés
représentent des termes en données de Cauchy d’ordre t-1.

On peut aussi bien dire que s

indépendants des Y vérifient (30) 9 s’exprime à l’aide des

données de Cauchy d’ ordre t sur P. Ut et U.  restent à déterminer.

3~, formule (10) s t écrit pour s = t+2 4

On y remplace à l’aide de (31), Yi à l’aide de (25) : on multiplie
par g,(P) et on somme en A, il reste9 après simplification :

est fonction des H" et de leurs dérivées sur P et est connu y les poin-

tillés représentent encore des termes en données de Cauchy d~ ordre t sur P.
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Dans l’expression précédente, le coefficient de à..Ut devient, compte tenu

de (16) : 
l.J t

Parmi les termes en °iUt’ on peut rassembler, compte tenu de (17), ceux dont
le coefficient est s

Il reste alors comme termes 

or à l’aide de (30) :

Il résulte alors des formules

(22’) que :

Et, comme dans le cas (II b,), K = sur P ;

(32) devient finalement, compte tenu du fait que est inversible :

w(P) est fonction des 11-â et de leurs dérivées sur P et connu.
IB

On peut encore écrire (32) sous la forme :
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Comme au paragraphe 4, on transforme inéquation précédente, de façon à l’écri-
re "le long des bicaractéristiques" sous la forme :

(on a pose d(1)2 = = d), (w’(P) et 8"(P) sont fonction des Éd(x1)2 
’ 

dx1 
"

et de leurs dérivées pour P).

Ut satisfait donc à une équation différentielle, (ordinaire) du 2e ordre le long
d’une bicaractéristique.

Nous n’avons pas calculé ici explicitement on peut cependant reinar-

quer que, par un choix convenable de et dB, (prendre les yl et ôtB), on

peut supprimer les termes du type par un changement convenable de

coordonnées (cf. [2]9 p. 551), on peut supprimer le terme (àcHt)(P),

Soit Q un hyperplan, (xl = 0), transverse aux bicaractéristiques. Suppo-
sons les données de Cauchy d’ordre t connues sur P et satisfaisant à (24) et
(28), supposons de plus que lton connaisse les "valeurs initiales" de U t et de

a 1 u t sur P n Q 9 soit U(P n Q) et (01Ut)(P n Q); ce sont des séries for-

melles en x2,x3,...,xn. ut est alors déterminé par l’équation différentielle

(33) ; par suite ~ est déterminé par (25).

Par récurrence, on trouve, de même:

avec xB(p) satisfaisant à (30) et V~ s’expriuant en fonction des Y~ 1 tels que
s s

s r  s-1 y us satisfait à une équation du type :

les pointillés représentent des termes en avec s’  s .p p 
st

On en déduit le résultat suivant, (provisoire).

On détermine tous les YB pourvu que lion connaisse :
s 

P

- les données de Cauchy d’ordre t sur P satisfaisant à (24) et (28) e

- les données sur P fl Q de *.

Nous allons améliorer ce résultat en étudiant les conditions (24) et (28),
en nous inspirant du cas (I) et des calculs précédents.
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Posons :

On a décomposé Yt_2 en somme d’un élément proportionnel à d(P) et d’Un

élément W t-2 dans un supplémentaire de d(P) dans (q 0)m ; on a fait de même

pour le premier membre de (35).

Remplaçons et dans (24) à ltaide de (34) et (35) V on obtient :

Soit encore, à l’aide de (16) et des formules de (19) à (22) :

les pointillés représentent des termes en données de Cauchy d’ordre t-2.

On procède de même pour (28). Pour cela on précise (26), en prenant

Il reste à la place de (28) par des calculs analogues aux précédents :

+ combina ison linéaire des Î
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les pointillés représentent des termes en données de Cauchy en YB d’ordre (t-2).

Les équations (36) et (37) sont des équations différentielles du 2e ordre en

ut-2 e t 

On en déduit facilement que l ’ on détermine tous les ~ pourvu que l’on
s 

p

connaisse : 
,

- données sur

- données sur

Se donner les U (P n Q) et les n Q) équivaut à se donner les 2 séries
s s

o a n 
en x 9~ ~."9x :

qu’on interprétera comme des séries sur Q.

Nous concluerons sous une forme plus parlante, dans le cas où lion choisit

pour et e~ les éléments 6 ’~ et 1 du premier paragraphe et pour supplé-
mentaire le sous module engendré par les (m-1) derniers vecteurs de la base cano-

nique de (Ro)m.
On détermine alors tous les YB pourvu que llon connaisse : js Â

- données sur P :

(on a y pour cela choisi : ~ (P) = 0, ce qui est possible)

- données sur Q s les restrictions formelles de 3r’ et de dérivée trans-

verse à Q, ces données étant choisies compatibles avec les données sur P. à

l’intersection P n Q.

On peut encore dire quton connaît sur P s les m(t-2) données de Cauchy
dtordre (t-2) et (2m-2) conditions linéaires différentielles sur les données de

Cauchy d’ordre t et quton connaît sur Q les 2 données de Cauchy d’ordre 2 de

yp soit, en tout, mt conditions.

On remarque qu’en posant s on a des conditions

sur z B d’expression un peu plus simple.
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On a finalement le théorème dfexistence et d’unicité formel suivant :

Il existe une solution formelle et une seule correspondant aux données sui-

vantes *

1) les restrictions formelles à P, hypersurface caractéristique non 

lière, des yB et de leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal à (t-3) ainsi

que 2(m-1) conditions linéaires différentielles sur les restrictions formelles des
dérivées d’ordre (t-2) et t-1 (c’est-à-dire la donnée des et v§_1 )

2) les restrictions formelles à Q, ersurface transverse aux bicaractéris-

tiques de l’une des inconnues, ( soit yl) et de sa dérivée transverse à Q,

(soit ces données étant compatibles avec les récédentes sur P n Q .

7. Résolution du problème de ££rboxzrGosa,t-BeuÔ£Qrdanà£d.

Si l’on substitue aux problèmes formels précédents les problèmes analytiques

correspondants au voisinage de l’ intersection de P (caractéristique) et de Q

(transverse aux bicaractéristiques), on obtient des résultats analogues aux résul-
tats formels dans les cas (I) et (II Nous les énoncerons encore avec, comme

choix particulier de (d) et t~~ ~ e-1; (y t) 0
- Dans le cas (1), on retrouve le thé orème de Darboux-Goursat-Beudon-Hadamard

classique.

Il existe une solutian analytique et une seule, dans un voisinage de 
section de P ~ de Q correspondant aux données suivantes :

1 ~ dans l’intersection de P et voisinage de l’interseotion de P et

Q, les m(t-1) fonctions analytiques représentant les restrictions des ~ et
leurs dérivées transversales d’ordre inférieur ou ainsï ue (m-k)
fonctions analytiques représentant les restrictions à P des combinaisons linéai-

re s de s dérivées d ~ ordre t-1 du t e r

2) dans l’intersection de Q et d’un voisinage de l’intersection de P et
1 - . 15

Q, k fonctions analytiques représentant les restrictions à Q des y , ces

données étant compatibles avec les précédentes à l’intersection de P et Q.

- Dans le cas (II b), on remplace d’abord le système (1) par un système équiva-
lent composé des équations suivantes :

- une condition sur les données sur P, soit (36)
- une équation analogue à (37)? que nous écrirons sous forme abrégée :
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+ o (combinaison linéaire de dérivées de J. y PW dont

les ordres maximaux ne dépassent pas respectivement s t+l 9

t+1,3 et 2)

+ a #le 1

les pointillés représentent des dérivées d’ordres (respectivement) plus petits ;
R, Sy Tg T sont analytiques et données

- des équations analogues à (25) 1

linéaire de dérivées des y B dforclre --5 t et

d’ordre  t en x + x c. linéaire de dérivées des fl
d’ordre # t) .

+ combinaison linéaire de dérivées

t-1 et d’ordre  t-1 en ~,
6 6wô et v ô sont des inconnues auxiliaires.
t-2 t-1

Les données sont donc dans les voisinages habituel s

- les restrictions à P des dérivées transverses des y B d’ordre  t-2, les

restrictions à P des w ô et vc, les restrictions à Q de y’ et de

dy1. 
t-2 t-1

dx1

La condition (56) sur Yt-2 le détermine sur P, ainsi par suite que les

y8 On pose alors : 
t-2

on élimine w. ? et vt-1 et on se ramène à un système du type st-2 t-1
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= combinaison linéaire de dérivées de z1 d ordre  t+1 et, pour

celles d’ordre t+1~ d’ordre  t-1 en x 0, de dérivées des zê
d’ordre # t+1 et d’ordre  t en x , et de dérivées des z
d’ordre ~ t+1 multipliées par x .

combinaison linéaire de dérivées des z d’ordre  t et d’ordre

 t en 2 , et de dérivées des z B d’ordre  t multipliées

par x".

Les données sont alors

- pour les restrictions à P de z1 et des dérivées transversales à P
.. , 1 dz1d’ordre  t-1 et les restrictions à Q de z et de 

- pour les ZÔ les restrictions à P des dérivées transversales d’ordre  t.

On utilise la méthode des fonctions majorantes et on obtient un théorème d’existen-

ce et d’unicité analytique:

Il existe une solution analytique et une seule dans un voisina de 
section de P et de ~9 correspondant aux données suivante

1 ) dans l’intersection de P et d’un voisinage de l’intersection de P et

Q, les m t~2 fonctions analytiques représentant les restrictions des ~ et de
leurs dérivées transversales d’ordre inférieur ou à (t-3), ainsi ue 2 (m-1
fonctions représentant les restrictions à P des combinaisons linéai-
res des dérivées dtordre ~t-2~ du type ?

et des combinaisons linéaires des dérivées d’ordre (t-1) et (t-2) du type :

(Àê(p) est défini par (30) avec kl = 0

2) dans l’intersection de Q et d’un voisinage de l’intersection de P et

Q, les deux fonctions analytiques représentant les restrictions 8. w et

de sa dérivée txansversale à Q, ces données étant supposées compatibles avec les

précédentes à l’intersection de P et de Q.
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8. Solutions à dérivées discontinues.

Indiquons brièvement les résultats obtenus en termes de discontinuités, (cf.
[15] par exemple). Dans le cas (I) les discontinuités des dérivées d’ordre ~ t
se propagent le long des bicaractéristiques et la propagation est décrite par des

équations différentielles du 1er ordre. Dans le cas (II a), l’hypersurface n’est

pas front d’onde, il ne peut y avoir de discontinuités de ces dérivées à sa traver-

sée. Dans le cas (II b) les discontinuités se propagent le long des bicaractéris-
tiques et la propagation est décrite par des équations différentielles du 2e ordre.

Dans les cas "singuliers", les discontinuités ne se propagent pas le long de rayons;
elles peuvent se "diffuser" dans un cône, comme dans les cas de "réfraction coni-

que
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