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DONNEES DE CAUCHY PORTEES PAR UNE CARACTERISTIQUE DOUBLE,
DANS IE CAS D'UN SYSTEME LINEAIRE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,
ROLE DES BICARACTERISTIQUES

par Jean VAILIANT

0. Introduction,

Ce travoil a pour objet le probléme mixte de Darboux, Goursat, Beudonyiadamard
et 1'étude de la propagation le long de bicaractéristiques dans des cas de carac-
téristiques multiples. Le probléme de Darboux, Goursat, Beudon, Badamard, forme
généralisée du probléme de Cauchy, donne un moyen de classer les équations aux
dérivées partielles & partir de leurs caractéristiques; son étude conduit a 1l'étu-
de algébrique de matrices de polyndmes et montre la nécessité de généraliser les
clagsifications du type de Petrowsky [14]. L'étude de la propagation conduit,
lorsque les caractéristiques sont "fronts d'ondes", pourvu que des hypothéses de
"non singularité" que nous préciserons soient réalisées, & des cas ou l'on peut
calculer les coefficients du développement formel de la solution & ltaide d'équa-
tions différentielles (ordinaires), le long des bicaractéristiques ; ce résultat
remarquable a conduit & utiliser la méthode des "rayons" & propos de nombreuses
recherches dtondes asymptotiques, ainsi : Iax [8], Iudwig [12], Ggrding, Kotake,
Leray [9], Lewis [10], Lewis et Keller [11], (dans ce dernier mémoire, on trouvera
une bibliographie sur ces questions, travaux de Keller...), Mme Y. Choquet-Brulat
[20], [21], [26] 5 ce méme résultat est 1ié & la définition de 1'hyperbolicité.
Cependant, méme dans le cas linéaire, lorsque les caractéristiques sont multiples,
le probléme de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard, comme celui de la propagetion,

nfont pu &tre résolus de fagon générale, en partie & cause de la difficulté des
calculs.

Les résultats du livre classique de Hadamard [6], recouvrent pratiquement
tous les cas d'équations ou de systémes, & caractéristiques simples ou multiples,
ol la propagation est décrite par des équations différentielles du ler ordre.
Dans le cadre de tels cas, Courant et Iax [3], lax [8], Lewis [10], Iudwig [12],
ont publié des articles ol les problémes de Cauchy & données discontinues, & données
oscillatoires sont résolus et généralisés ; GErding, Kotaké, Leray [9], Mme Y.
Choquet-Brukat [21], [26] donnent les calculs les plus généraux d'ondes asymptoti~
ques et montrent leur analogie avec les calculs des théorémes d'uniformisation.
Nous indiquerons maintenant des résultats & caractéristiques multiples, en dehors
du cas de Hadamard, et nous nous bornerons a des résultats concermant les problé-
mes cités au début, (théoréme de Darboux..., calcul des coeffiéﬁents dtun dévelop- .
pement formel)., Duff(4], & propos d'un systéme d'équations aux dérivées partiel-

les du ler ordre, remarque que l'origine des difficultés dans certains cag - en
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fait, ceux non décrits par Hadamard - provient de la présence de facteurs invariants
non simples, (ctest-a-dire décomposables en facteurs irréductibles de multiplicité
supérieure & 1), lorsqu'on met le systéme sous la forme canonique de Petrowsky
[14], et il obtient un théordme de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard dans ces cas;
la propagation ntest cependant pas décrite et la méthode ne peut s'employer que
pour un systéme d'équations du ler ordre, en se ramenant & deux variables princi-
pales, car elle utilise la forme réduite de Jordan et essentiellement des résultats
relatifs aux anneaux euclidiens, (cf. par exemple, Van der Waerden [19]) : dans
Duff (5] on raméne le cas d'une seule équation d'ordre supérieur & 1 & celui
dtun systéme, en laissant de c0té les cas de facteurs invariants non simples. Dans
son mémoire [13], Iudwig étudie un systéme de deux équations aux dérivées partiel-
les, linéaires du ler ordre, et & coefficients constants, et montre que, pour une
caractéristique double la propagation des coefficients du développement étudié est
décrite par des équations différentielles du second ordre, lorsqu'il y a front
d'onde; la caractérisation algébrique de ce cas, & l'aide de valeurs propres, ne
peut s'employer que pour un systéme du ler ordre., Dans Vaillant [15], pour un
systéme lindaire de m équations dfordre t, & coefficients constants, on montre
que la propagetion est décrite, sur un plan caractéristique, front d'onde, de mul-
tiplicité quelcongue, "non singulier", par des équations différentielles dtordre
supérieur & 1, leur ordre est précisé ; la caractérisation algébrique des diffé-
rents cas se fait en déterminant les facteurs invariants de la matrice caractéris-
tique considérée comme matrice sur l'anneau localisé [1] de 1l'anneau des polyndmes
par rapport & 1l'idéal correspondant & la caractéristique étudiée ; ces résultats
permettent de montrer que les cas classiques de propagation décrite par des équa=-
tions différentielles du ler ordre correspondent a une matrice caractéristique ol
les facteurs invariants, dans ltanneau localisé, sont simples ;3 lt'hypothese de
"non singularité" exclue essentiellement les cas de contact singulier avec le cdne
caractéristique qui donneraient lieu, par exemple, & des phénoménes analogues a la
réfraction conique (& ce sujet voir les travaux de ILudwig ; on peut aussi utiliser
certains calculs de [15]) 5 on remarque que, dans les cas de propagation, les hy-
pothdses de Mme Iax [7]% nécessaires et suffisantes pour avoir un probléme de Cau-
chy bien posé pour une équation & 2 variables dlordre t, & caractéristiques mul-
tiples, sont satisfaites. Dans Vaillant [16], on étudie le cas d'une seule équation
dtordre t, a coefficients variables et & caractéristiques multiples par une mé-
thode directe. Enfin la note [17], préliminaire au travail exposé ici contient des
résultats incomplets qui seront précisés et simplifiés dans ce mémoire. En résumé,
nous étudierons ici un systéme lindaire de m équations aux dérivées partielles,
dtordre t, & coefficients analytiques, & m inconnues ; on retrouvera le cas de
la propagation classique par équations différentielles du ler ordre, lorsque la

matrice caractéristique est équivalente dans lfanneau localisé convenable a la

*) Cf. aussi [27].
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forme,

et on montrera que lorsque la matrice se réduit a la forme,
[(Ht)z 1
L

5
\ 1/

\ /

deux cas sont possibles, pour une caractéristique '"non singulieére™ : ou bien il y

a propagation le long des bicaractéristiques décrite par une équation différen-
tielle d'ordre 2, ou bien il n'y a pas front dfonde ; la distinction cntre les 2
cas se fait & l'aide d'un invariant analogue & la fonction j de G2rding, Kotaké,
Leray [9] ; lorsque la matrice caractéristique est self-adjointe il y a nécessai-
rement propagation par équations différentielles ; on donne une définition moins
stricte que celle de [15] et plus explicite des hypersurfaces caractéristiques non
singuliéres ; on obtient, comme cas particulier, si les coefficients sont constants,
des résultats analogues & ceux de Iméwig [13] 5 on donne enfin un théoréme généra-

lisant le théoréme classique de Darboux, Goursat, Beudon, Hadamard.

Dans une autre publication, nous indiquerons les conclusions dlune étude ana-

logue pour le cas plus général
()
sy 0
0 1
"
Je remercie vivement Jean Leray de ses encouragements, qui m'ont été treés

précieux.,

1. Anneau localisé et invariants.

Soit E une variété anmalytique réelle* 5 x un point de E ;3
o . o
XP,X},ooQ,X ,,.,,x? des coordonnées locales de x ; un indice grec tel que «

varie de 0 a8 n: 0= o =n,

On consid®re un systéme de m équations aux dérivées partielles & m incon=-

mues ayant dans chaque systéme de coordonnées locales une expression de la forme :

*) On aurait un exposé analogue & partir d'une variété analytique complexe, en
remplacant les fonctions analytiques réelles par des fonctions analytiques
complexes,
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les indices tels que A, B varient de 1 3 les inconnues yB,

[
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—-—
1A
=
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les seconds membres fA, les coefficients

Oll% ...Q/tA O{l% Qoiat-;ilé-
9 H* gees
B
de chaque opérateur différentiel sont des fonctions analytiques des & 5 ces
coefficients sont totalement symétriques en o. Les m° opérateurs différentiels
(agissant dans clacune des m é&quations sur claque yB) sont d'ordre inférieur
ou égal & t., On emploiera dans la suite la convention de sommation d'Einstein

pour les indices A, B,... et les indices o, Bsees

Si ¢ est une fonction analytique sur E, on notera £ son gradient en x,
de composantes en coordonnées locales aa@ .

oo

Au systéme (1), on associe la matrice (H%) ol

alCVQ .OlQ'tA
H% = H%(X,JO) = HB X‘Olllz% .-.Zat H

on appelle (H%) matrice caractéristique du systéme ; ses éléments sont des poly-
ndmes de degré t (ou nuls) en osky yesed yeee L 5 sOD déterminant est noté

H 5 la matrice (Hg) et H sont invariants dans un clangement des coordonmées
locales (cf. [22], [9]).

Nous étudierons le systime dans un ouvert Q ou H n'est jamais le polynOme

nul 3 H est donc de degré mt 3 pour chaque équation l'un des m opérateurs
de cette équation est donc d'ordre +t.

Ltanneau B[ﬁa] des polyndmes sur R est factoriel, [23] ; en claque point
x, H se décompose de facgon unique en un produit de facteurs irréductibles de
R[Em] s ces facteurs sont des invariants dans les clangements de coordonnées lo-

cales. Nous supposerons en fait que, sur Q, ona ¢

H= (g)%8" ,
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ot v est un entier constant sur 0, appelé multiplicité de H' 3 dans chaque
systéme de coordonnées locales, H' et H" sont des polyndmes en ﬂa s on suppo-
ge qu'ils dépendent analytiquement de x et que H" n'lest jamais divisible par

H' 3 en résumé nous supposons la multiplicité de H! constante sur Q.

Dans la suite nous serons amenés & considérer une hypersurface qui annule

H, dans un sens que nous préciserons ; pour cette raison, nous serons conduits
a introduire lfamneau localisé suivant.

En chaque point x, ayant choisi un systéme de coordonnées, on considére
1tanneau localisé, ([1]), de m[za] par rapport & 1%idéal premier défini par H';
cet anneau sera noté &, les éléments de & sont les fractions du corps des
fractions de B[zaj qui sont telles que leur dénominateur n'appartienne pas a
1tidéal défini par H!'. Si EL est un élément non nul de ¢, on décompose son
numérateur en produits d?éléments irréductibles j soit V(q;) 1ltexposant de H!
dans cette décomposition 3 on 1llappellera la valuation de
Q
%

L'anneau ¢ est un anneau de valuation discréte, [24], ses idéaux sont de la

;5 on a évidemment

uﬂ..@

v(

20,

forme cIv(H‘)X ol X est un entier positif ¢ y 20 . & est donc un anneau
principal,

Comme & est principal, la matrice (H%), considérée comme matrice 4'é1é-
ments de & est équivalente, cf. [25], & une matrice diagonale de la forme :
(a)% \
(mt )‘12 °
0 q‘m
)

G

(2)

I

avec q

Gy = eee = qm =z 0

Les éléments de la diagonmale définissent les facteurs invariants de la
matrice.

Dans les deux cas que nous étudierons, nous supposerons % 99z 5ese»d, CONS-
tants sur Q, ce qui précise 1l'hypothése de multiplicité constante. Il résulte

de sa définition que cette hypothése est en fait indépendante du choix des coordon-
nées.

Nous étudierons dans la suite les deux cas suivants :
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_CE,_S_(I) / °e \.‘ ”1
() ~ S

0 1\\‘ /

1/
-
3 /

Dans le cas (I), H' g la multiplicité v =k .

cas (I1) (1
]

/
() ~ (
\

Nous nous proposons de construire des suites de polyndmes en £ 3

(6% (558) 5o e s62(x08) 0 ee ,67(x,2))

telles que chaque polyndme soit un invariant et que, pour chaque x
B _
Hg 6" = 0 modulo H',

(clest-a-dire H% 5B soit un multiple de H').

Nous utiliserons des résultats de [15) que nous résumerons ici. On convient
de noter A}gﬁg le cofacteur de H% Hg ng dans le développement de H ;5 ce cofac~
feur correspond au mineur obtenu en rayant les A™, B", ¢ lignes de (}%), ainsi
que les " ’ Em, T colonnes ; on utilise des notations analogues pour les cofac-
teurs ayant un plus grend nombre d'indices. Dens le cas (I) il existe, (cf.[25]),
au moins un cofacteur dtordre (m-k) qui n'est pas divisible par H! 3 on peut
supposer que clest Alg:”i = A, Convenons qutun indice surbarré varie de 1 &
k: 1=A=Xk etqu'un indice clapeauté varie de (k+1) & m : (k+1) = & = m.

Posons alors

= e = D 8 12400 (D=1)a(D+1)=k
6%.:0 Si B#D g 65=A ; 6]‘3=A .‘95...?15000?']5 -

On vérifie que 3

i 6f = () ED L2k - g

=0 g

le fait que n12...(5—-1)(§+1g...k soit divisible par H! résulte de la définition
‘l%.vo(E“1)<E+1 -ock

du cas (I) ;J%% est défini par 1'égalité précédente. On a donc :

H% 6% = 0, mod, H?
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On a ainsi construit une famille (§, ,6, ,...,65,...,61{) de k suites de m poly-

ndmes et clacun des polyndmes est invariant dans un changement de coordonnées

locales ; de plus chacun dleux dépend analytiquement de x .
On construire de méme une famille (y* ,...,;yIl jeese ,yk) en posant @

F ﬁ 12.uaocoooteoco.oo'k

P . T . “
vp=0 si K4 R Sl PO ¢ DTG IUD DO

ki)
<

23! Rl
|

On vérifie de méme gque :

Y = 0, mod. H! ,

Les v Jouent ainsi un rdle analogue aux §, mais relativement & la matrice trans-

posée de la matrice caractéristique. On a donc construit une famille

F k
('Yl ,"ﬁ,ooopy gatcyY )

de k suites de m polyndmes et chacun des polyndmes est encore invariant dans un

clangement de coordonnées locales et dépend analytiquement de x .

Plus généralement, désignons, en un point x, par §, = ®/H® le quotient de
1tammeau & per 1'idéal (H!), quotient qui est ici un corps. (H%) définit "ca-
noniquement" une matrice dféléments de 1, , qui est équivalente dla matrice

09

|k
. ¢ k lignes
Owp-nmn=| J

\ "
(H%) définit ainsi un endomorphisme de (§ )™ 5 son noyau est de dimension k et
1'on désignere par (& ,d, ,.00,35,5.0,3 une base de ce noyau. On choisira des

représentants des vecteurs (Niﬁ dans &° s ils formeront la famille
d]_ gdz 9...96—5,.00,dk et seront tels que 3

H% d,gs 0, mod (H!')

ou bien tels que ¢

(3) }% d% = H'c% 5

1télément op appartient a F . 1a famille (dﬁ) autrement dit est définie a

la transformation suivante prés :
B D!
(4) 5~ 5

ot la matrice (?\g‘) est inversible dans & et k5 apprartient a &, On véri-
fie que la famille (35) correspondant & la famille (65) définie précédemment est
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une base du noyau de llendomorphisme de ({ )" définie par (H%); la famille (bg)
est donc une famille (dﬁ) perticulidre. Elle a 1l'avantage de ne faire intervenir
que des polyndmes en £ et que des éléments indépendants du choix des coordonnées
et dépendant analytiquement de x ; il sera parfois commode dfutiliser la famille
(6%) oun ¢ '
5 I

les composantes de chaque 6% sont des fractions rationnelles indépendantes du
choix des coordonnées ; on remarque que des éléments déduits des (65) par une
transformation (4) indépendante du choix des coordonnées locales sont eux-mémes
indépendants de ce choix ; c'est le cas pour les (6%) ou pour les familles analo-
gues & la famille (6ﬁ) construites & partir dtautres mineures que A (et tou-

jours non divisibles par H!).

De méme on pourra considérer des familles (gF) telles que :

gjlz = 0, mod, (H)
ou bien telles que 3

F A F
(5) gA H% = Ht P

et introduire la famille (y’B) o vy = T -

Dlautre part on aura besoin d'étudier la matrice d?éléments :
F" i
H%éDYA..HJﬁ’ = Htady

ou plus précisément la divisibilité par H! du déterminant de la matrice k X k

dt'élément général :

ona :

det (A.a%%) = 4% det (© ‘%‘) .
Or il résulte dlune identité remarquable, (cf. par exemple, Bourbaki : Alg, multi-
lindaire, Hermann 1958, p. 115), que :

k-1

HA 12...(5-1;(

- aet (4730 DA Ky

dtoh ¢

det @% - mn
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Le déterminant de la matrice

o Iig %)

nlest donc pas divisible par H ! Cette propriété est indépendante du choix des
coordonnées locales.

Avec des familles (gﬁ) et (dﬁ), on est conduit & étudier la matrice des

B F A F F B
HgdngA‘H' o5 & = H' pp d5
ou plus précisément la valuation du déterminant de la matrice k x k d%élément
général
E A F F B B
5= 05 & = op d5 5 det 5 =¥,
Le fait que v(#)>0 ou v(¥) =0 est indépendant du choix de la famille
(d.D) 3 une transformation (4) prés, de méme pour les (g ) 5 cela résulte de la
deflnltlon de ggg . Les résultats obtenus avec la famille (65) et la famille
(Y ) montrent donc que v(H) = 0. Cette propriété ne dépend donc ni du choix des
coordonndes ni de celui des familles (dﬁ) et (g).

Dans le cas (II), H! a la multiplicité v = 2, Il existe au moins un cofac-
teur dtordre (m~1) non divisible par H' soit A:: = A, Posons :

B B 1

On vérifie que @

1 /B

Hﬁ )
280,

= (5)°H"

]

soit :

iy 6

Les 6B et les Y sont encore des polyndmes en £, sont indépendants du

0 , modulo (H')® .

choix des coordonnées et dépendent chacun analytiquement de x.

Désignons, en un point x, par |, le quotient de l'anneau ¢ par 1l'idéal
(H1)2. (H;) définit canoniquement, dans le cas (II), une matrice d'éléments de

* qui est équivalente & la matrice :
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et (H%) définit aussi un endomorphisme de ('412)m s son noyau est en module libre

et on désignera par d une tase de ce noyau. Soit d un représentant de d dans

3% @ est tel que :

}% a® = 0, mod (H')? .

clest-a~dire tel que :
(6) o - (@) ot

avec o ©&lément de & s 1%é8lément 4 de @m est défini 4 la transformation

suivante prés
(1 d - (n +ATH)A + u(E)?,
ol A est inversible dans &, L' et p éléments quelconques de $ et &,

On vérifie que & est un d particulier ;3 il s ra parfois commode dtutili-
ser ¢ 6% = g- dont les composantes sont des fractions rationnelles indépendantes
du choix des coordonnées 5 on remarque que les éléments déduits de 6 par une
transformation (7) indépendante du choix des coordonnées sont eux-mdmes indépen-
dants de ce choix 3 c'est le cas pour 8! ou pour les éléments analogues & &
construits & partir d’autres mineurs que A (non divisibles par H'). On a des
considérations analogues pour la matrice transposée de (H%) ¢ ainsi on considére

des 8y tcls que @

(8) g, B = (1) py= 0 mod (BVP

et il pourra &tre commode de poser V! = X-.

=

Considérons le polyndms :
H% 62 Y, = (H?)PH".A 5

il est immédiat que

nlest pas divisible par H! et cette propriété ne dépend pas du choix des

coordonnées.

Plus généralemsnt, on a :
A B
Hy &g - (W) o g = (B g a

et la valuation de

B
ge:gAgA=de
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ne dépend pas du choix de d et g & une transformation du type (7) pres 5 on en
déduit donc que : v($) = 0. Comme dans le cas (I), cette propriété est indépen—

dante du choix des coordonnées et des vecteurs d et g.

Enfin dans le cas (II), nous serons conduits & introduire des invariants que

nous allons décrire.

On utilisera les polyndmes sous-caractéristiques de Gadrding, Kotaké, Leray

z

[9] ;s si M(x) définit une forme élément de volume sur la varidté :

N(x)ax® A dx Aueor ax% Avaoh &2,

le polyntme sous-caractéristique d'un opérateur différentiel est le polyndme carac-
téristique de la demi~différence de l'opérateur et de son adjoint ; il stécrira ici

itme . ch s . B
équation,relatif a llinconnue y ¢

A
g = 37 %) (i)

pour l'opérateur, dans lah

en posant

al%oosa_A
H*% - By -1 88, il et 3 = 3%— .
L% t-1 A

Il est évidemment indépendant du choix des coordonnées. Ila matrice sous-
caractéristique du systéme (1) est par définition la matrice des polyndmes sous-
caractéristiques. Il résulte de la définition du systéme adjoint que la matrice
caractéristique du systéme adjoint est la transposée de la matrice caractéristique
du systéme initial (1) et que la matrice sous~caractéristique du systéme adjoint
est 1'opposée de la transposée de la matrice caractéristique du systéme initial,

Un systéme self-adjoint a donc une matrice caractéristique symétrique et une matri-

ce sous-caractéristique antisymétrique.

On construit ensuite le polyndme :

(8¢ = 57 2L (M) Ty, 6

Ce polyndme est aussi invariant dans un changement de coordonnées locales ;3 le

polyndme correspondant pour le systéme adjoint est ltopposé du précédent 5 si le

systéme est self-adjoint, il est donc nul.

Dlautre part, les polyndmes de mémes degrés Y, et 63, pour A et B fixes
quelconques, peuvent &tre considérés comme des polyndmes caractéristiques dtopéra-

teurs différentiels G, et D° de mémes ordres ; le polyndme caractéristique de
1topérateur :

B B
507, - G,0%)
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stécrit ¢
1/ A B B A
20" 673, v, =3, 63" vy) 3

il est évidemment invariant éans un changement de coordonnées locales, de méme, le
polyndme, (en sommant en A et B) :

A 3 B\
}tj;(o 879,y =9, 63 yA)

Wi

est un invariant ; le polyndme correspondant pour 1l*adjoint est 1?opposé du précé-

dent 3 si le systéme est self-adjoint, ce polyndme est nul.
Enfin le polynlme
- [ _Z_hH%m B .1 A B.A
est aussi invariant ;5 le rolynéme correspondant pour le systéme adjoint est 1l'oppo-
sé du pré~édent ; si le sysiers ess self-adjoint, ¥ est nul.

Ayant choisi un ouvert de coordonnées locales, définissons dans un voisinage
d'un point de cet ouvert, des vecteurs dB et 8y qui soient fonctions analyti-
ques de x dans ce voisinage j comme précédemment, en particulier, éB et Yy
sont de tels vecteura. Nous indiquerons quelques lemmes qui nous serviront cons-
tamment dans le cas (II).

Rappelons que dlaprds (6) :
g B (P g, - (PF
On en déduit immédiatement le lerme I.

63" H% a¥ =0, mod m

. B
Eh9 ¢y }‘% d
Siy et 0! sont deux déxivations qui cormutent, on a encore 3
o B
gAaa'(H%d )

ou encore & 1l'aide de (8) ¢
wrd 4B AL, B B " A
EABB'H%Q + gAaHéa*d + 5A8'3§3d = 23H' *Hio 8 mod H!

Hl

0, mod H!.

1l

3 [(H)? 1" g, , mod Y,

soit le lemme IT :
gAaa‘H%dB + gAaH%a g 4 gAai}%adB = 2WIMI3THT mod H! .

Ces lemmes vont d443 r~u~ mermstire Afobtenir des résultats concernant I .
I1 résulte dtabord de (6), (8) et du lemme (I) que,localement:
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= [ = & 0} (#) v, 60 + 352" %, v, = 3Mv,3,6%) moa m
Posons
Kt = (B - 4 o) (H)]g,a® + 3 ("%, g, = °g,0,05) .
I1 résulte de (7) et de la formule analogue pour les g, que, pour tout x @
K' =AJ , mod H!,
avec A élément de % non divisible par HY.
K' n'est pas invariant, mais on a pour tout x :
v(K') > 0o v(%) > 0,
De plus ltexpression de K'! se simplifie & l'aide des lemmes I et II et :

A ]
K = B a® - Hp% 0, a° - ¥ a%H_H , modulo H' .

Par suite, si on pose :

A
K = Hpgy

B A o B .
& - Pfga g0 4" - fa%me mt ,
on & pour tout x @

v(iK) >0e v(X) >0

K ntest pas invariant en général, mais la condition v(K) > O en un point x est

indépendante du choix de d, g, p et des coordonnées locales.

De méme, en un point x et pour une forme £ # O tels que : HY(x,4) = O,
la condition K(x,£) # 0 équivaut & la condition ¥ (x,£) # O, pourvu que l'on
ait choisi le A provenant des transformations (7) tel que A(x,4) £ O,

2. Hypersurface caractéristique.

On considére une hypersurface analytique P d'équation locale 3

ﬂ(x) =0 g
on posera :
3,1 = Py (pa forme non nulle).

On dira que cette hypersurface est caractéristique dans Q si en tout point de
QNP
H(X,p) =0.

Une hypersurface P telle que :

mt (X,P) =0
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en tout point de Q N P est donc caractéristique ; nous n'étudierons désormais que

de telles hypersurfaces caractérigiques, (multiples en général).

Nous supposerons de plus l'hypersurface P non singuliére dans le sens sui=-

vant : elle satisfait aux hypothéses :

H 1) BRappelons d'abord que, pour x quelconque de Q, H%(x,ﬂ) étant équi~
valente & la matrice (2) du ler paragraphe, on sait, [25], qu'il existe au moins
un mineur d'ordre (m-k), qui n'est pas divisible par H' ; k désigne le nombre
dtexposants q non nuls ; ainsi dans le cas (I), k est l'entier déja noté ainsi,
dans le cas (II), k = 1. Désignons encore par A(x,£) un tel mineur, 1'hypothise
H 1) exprime que A(x,p) n'est jemais nul sur Q N P, Il en résulte que les fa-
milles (6(x,p), resp. Y(x,p)) en claque point de Q N P formeront une base du

\
noyau de (H;(x,p)), (resp. de sa transposée). Si on considére des familles de

vecteurs locaux (d) et (g), on les choisira de facon & ce qu'elles possédent la
méme propriété. (Cette restriction au choix des (d) et (g) revient & restrein-
dre les transformations (4), (7) admissibles qui font passer des (8), (y) aux
(a), (g) de fagon & éviter d'introduire des singularités qui seraient dfies aux
coefficients de ces transformations).

Dans le cas (II), H2). P est telle que :

- ou bien %(x,p) n'est jamais nul sur QN P 5 ce cas sera désigné par cas (IIa)

Pour un choix convenable de (d) et (g) dans les conditions de la fin du ler

paragraphe, on peut encore dire que K(x,p) # 0 en tout point de PN Q ,

-~ ou bien le polyndme 7 est divisible par H' en tout point de QNP 3 ona wvu

que cela équivaut & v(K) >0 sur PN Q ; ce cas sera désigné par cas (IIb).
Si le systéme est self-adjoint, 7 = 0, H2) est réalisée pour toute P et lton
est toujours dans le cas (IIb).

Dens les cas (I) et (IIb), H 3). On suppose que H"(x,p) ne stannule pas sur

PN Q. Pour des raisons analogues & celles de H 1), si on emploie (d) et (g),

on supposera que 4€(x,p) n'est jamais nul.

Dans les cas (I) et (ITb), H 4). En claque point de QN P, posons, en coor-
données locales :
3%8! (x,p) = p° 3
le vecteur de composantes pa est appelé vecteur bicaractéristique en x § on

sait que ce vecteur est un invariant, (pour p donnée) et dlaprés 1ltidentité
d'EBuler,que p est tangent & l'hypersurface P en clhaque point : papa = 0,
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On supposere que le vecteur p ne s'annule en aucun point de PN Q

On appellera données de Cauchy d'ordre u sur une hypersurface pour une fonc-

tion y, 1les restrictions & l'hypersurface de la fonction et de ses dérivées trans-
versales d'ordre < u.

3. Enoncé du probléme formel.

On se propose d'étudier une hypersurface au voisinage d'un point. On choisira
des coordonnées locales telles que le point ait des coordonnées nulles 3 =0 et
que l'hypersurface ait pour équation s

n(x) = x°=0,

on aura donc ¢

po=1,h=p2=...=pn=o.
On conviendre qulun indice latin varie de 1 &8 n¢ 1 =i=n. On aura aussi :

PO =0,
g8i 1'hypersurface est caractéristique.

On prendre. pour Q un polycylindre ouvert de centre 0, tel que les coeffi-~
cients des opérateurs différentiels, les seconds membres et les données de Cauchy
puissent &tre représentés dans Q par des séries entitéres convergentes en
xo,xl ,...,xn. Jusqutau § 6 inclus, on cherchere les inconnues yB sous forme
de séries formelles. On est donc d'abord ramené & un problime ol les données et

les inconnues sont des séries formelles,

rd . ré 3 i n
On désignera par Qo 1tanneau des séries formelles en X yX° yeeesX goesX

et par RO[ICY] 1tanneau des polyn@mes en 4o ,,61 gees ,I;a, cee ,f’n sur &O’ On aura

4 considérer des fonctions du type L(x,4) 5 posons
0ya
o x
L(X,Z) = Lo'f'x ]..1 oot ‘Q“E%— qu +teee o

ol Lq appartient & R 0[2@]. Sur 1lthypzrsurface P, on aura constamment des

expressions du type Lo(x,p), qui sont des éléments de R o 5 on posera 3
L(x,p) = L(B) ,  (L(P)er,) .

On aure ainsi, si 1lthypersmrface o5t caractéristique

yB sera représentée par :

O\8
(9) yB=Yg+ooQ+'(‘§S‘c‘rLY§ teae y
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ou les Y§ appartiennent a RO ; les données de Cauchy d'ordre u sur P, pour
yB, sont les séries : Y?,Y?,...,Yﬁ 1

En remplagant les yB dans (1) & 1'aide de (9) et en écrivant que les séries
formelles en x° des deux membres sont identiques, on obtient des équations en
Y: que nous allons écrire. Pour s = t, ona :

B, + () (Bay¥e , + BGMIE) (Pl Y0, + (s-6) (3, Hp) (B)Y,

(10) + (s=t) (1) (B)3, Y2, + B(s=t)(smt1)(a_ Hp) (BIYD_, + H(B)YD_,

1
i A B p A B _
+ (3 H%B)(P)aiYs_2 + {S-t)(BOH B)(P)Ys_2 +eee = 0,

les pointillés représentent une combinaison linéaire des dérivées des Yg, , tels

que s' < s=2 et de coefficients connus des seconds membres de (1).

Lorsque P n'est pas caractéristique, on calcule, par récurrence, les Yz ;
de fagon unique & partir des domnées de Cauchy dtordre t sur P et des seconds

membres et on 2 le théoréme formel de Cauchy-Kovaleska. Il est bien connu, d'ail-
leurs, que, dans des conditions analytiques, on sait en déduire un théoréme analy-

tique .
Nous supposerons désormais P caractéristique :
H'(P) =0 .

Nous la supposerons de plus '"non singuli*—e"; remarquons qu'en fait, il suffira que
les inégalités qui expriment H 1), H2) Cas (II a), H 3), H 4) soient réalisées &
1torigine pour qutelles le soient dans un polycylindre convenable de centre O,
puisque les fonctions considérées sont analytiques ; en choisissant (Q convenable,
H1), H2) Cas IT a), H3) et H4) se simplifient dans ce sens ; on peut aussi
dire que les séries formelles ayant leurs termes constants (réels) non nuls, on
pourra les inverser.

Nous nous proposons dans les paragraphes 4, 5, 6 de résoudre le systéme (10)
dans les différents cas.

4. Résolution formelle dans le cas (I).

Rappelons que les résultats concernmant ce cas, sauf la caractérisation algé-
brique, ont été donnés par Hadamard [6] et de nombreux auteurs ; nous abrégerons
donc un peu,

On a, dtabord, & partir de (10) pour s = t :

(1) BEE + ) ERE, + BAEYE, +i.. =0
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les pointillés ne font intervenir que des Ys’ tels que st' = t-2 ,

Dol en multipliant et somrant par des gE(P) :
F i F A, B
gA(P)(a }%)(P)aiY‘E_1 + gA(P)H*B(P)'s:,c_1 + see =0,

On obtient k conditions sur les données de Cauchy d'ordre t. Nous allons

voir qu'on peut les intégrer par rapport & certaines dlentre elles 3 de fagon plus
précise, posons 3

Toq = Tog GE) + Vg

fom
On a décomposé Yt~1 en sorrz d'un élément Ju plan de (Ro)m déterminé pez les

dﬁ(P) et dfun é1ézmant V. 4 @&'un plan supplézentaire. En remplagant, on obtient:
FiAB D) i B F A B D
(o BB PR, + (Go's ) (@), + drdd) @

b (o ) (@R, + (AE)@WE, 4ers =0

Soit, & 1ltaide de (3) et (5) et en posant :

K(2) = (B aD) (@) - (ialels a@)(e),
(o) @)plo 0D + [(pin'a,aD)(2) + L@, + (aidh) (@), Vo,

1

(n L) (RIS +0ee = 0,

on »

5 %(P)piaiU£_1 + combinaison linéaire des Uild

B
+ terres en a4VBn1 s Vt-1 +eee = 0,

et comme on a vu que 33 (P) était inversible

Uﬁ + c.1l., Ces Uii

P PR terres enn V 4406 = O,

De fagon classique, on intdgre le systdme caractéristique, qui glécrit, en

supposant, par excmplc, le *e o constant de P+ non nul :
o2 P B
axt oa dxt P

On obtient :
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ou ¢i est une série formelle sous terme constant 3 les aj, (2=3= n), sont
tels que
j j n
a'J = \‘,13(09&29“-9& )0
On a donc "le long des bicaractéristiques"s

avy_ -

+ combinaison linéaire des U? g F termes en VB tese =0 o
Xm - t—1

Les U2_1 satisfont donc & des éguations différentielles du ler ordre le long des
bicaractéristiques définies par le chanp "formsl" Pw dans PN Q. Soit Q wun
hyperplan, (& = 0), transvezse 2 ces bicaractéristiques. Supposons
B
Yiz 9Yt3 9.3.3Y§
données sur P N 0, ainsi que V;“1 ; on appellera ces données, données sur P,
3
pour simplifier ; on pout déterminer les U;, et par suite tous les YE 4 bourvu
que lfon conmaisse les "valeurs initicles'ces U£_1 sur PN Q, clest-d-~dire en-
core les "restrictions formelles" des U2_1 a PN Q.
8—

Cas particulier. -~ Prenons coxmme famille dD’ la famille 61 = 7? du ler para-
graphe et projetons th1 sur le sous-wodule engendré par les 6D(P) diune part
et sur le sous-module engsndré paxz les (m-k) derniers vecteurs de la base canoni-

que de (ﬂo)m dlautre part, qui sont supplémentaires. On obtient 3

Yoo, s et v,

t=1 t-1 = "D
Supposons
B 8 8 R
Y%—Z ’ Y£~3 ,...,Xo et th1 = Yt—T o 6D (P)Y données sur P,
on peut déterminer les 12 4 sur P pouru que 1l%on connaisse leurs valeurs ini-

tiales sur PN Qo=

Les conditions précédentes étan% rermplies, on déduit de (11)
D B
£ ) v

ol Vi est une solution particrlidre de (11) détecrminée en fonction des données

sur P et de 1o domnée des U£_1 sur PN Q. Les Uz restent & déterminer.

Le systéme (10) stécrit pour s = t+1 ¢
i 7 NP B | .
BEE | + (L) (PN, T) + (3 H)(B)7) + BR(RIY, +uue = O

. iy
Ecrivons qutil est compatible en Y?$1 en multipliant par les gA(P) et somrant,
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on a :
gAa H%%)(P)B UD + combinaison linéaire des Uﬂ + 200 =0

les pointillés représentent des termes connus,

Comme précédemment, on écrit cette équation sous la forme:

dU‘D

--—+cl des UD+...-O.
Xm

Supposons UJ; conmu sur PN Q 3 en intégrant on 1'obtient sur P.

a9

Suite du cas particulier.— On suppose les restrictions formelles des
données sur PN Q.-

Par récurrence, on obtient de méme :
D.B
T - U T

ou Vg est fonction des données sur P et des donndes sur PN Q des

S )

t-1

4 1'aide de (10), ok 1l'on a remplacé s par s+l et multiplié par les gF(P)s
ona :

ar?

""T""Cclo deS UJS)+000 =Oo
ax

. . B .
Finalement on détermine tous les YS pourvu que l'on connaisse

~ les données sur P de : Y§-2 s Y]E-?J secey Y';B) et ijq

~ les données sur PN Q de : U'Q_.,(Pﬂ Q), UJ;(P N Q),...,UIS)(PH Q)yees

Se donner les U'g sur PN Q équivaut & se donner les k séries

U'ﬁ= S;w Uﬁ(PnQ)Q-,-)*S-,
s=t=1 S s

~

s 0 n o
ol UD est une série formelle en X ,X° see03%X 5, Série "sur Q",

. F
Nous concluerons dans le cas ol 1lfon a choisi pour (d.-ﬁ) et (87) 1les
familles

@ - (D e D) - (D .

On détermine tous les Y;SB pourvu que l'on connaisse :
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- les données sur P, de : YB

g g 18
t"z 9 Yi_s 9eeeg Yf et V = Y (P)Yg-.‘

=1 t=1

~ les données sur Q des k séries représentant les restrictions formelles des

y & Q, ces données étant supposées compatibles avec les donndes sur P.

On obtient alors le théoréme d'existence et dlunicité formel de Darboux=-
Goursat-Beudon~Hadamard . :

I1 existe une solution formelle et une seule, correspondant aux données sui-

vantes ¢

1) les restrictions formelles & P hypersurface caractéristigue non singulid-

re des yB et de leurs dérivées d'ordre inférieur ou égal & (+-2), ainsi que

(m~k) conditions lindaires sur les restrictions formelles des dérivées d'ordre

(t=1), (clest-d=~dire la donnée des V2_1 , (k<8 =m))s

2) les restrictions formelles & 9, hypersurface transverse aux bicaractéris-
tiques des yD, (1 =D =k), ces données étant compatibles avec les précédentes
sur PN Q.

En résumé, on 2 mt donndes : soit, [m(t-1) +m ~k] sur P et k sur Q.

5. Résolution formelle dans le cas (II a).

-~ On déduit du lemme I les formules (valables dans les cas (II a), (II b)) :

iAB
(g0 Had) (@) = 0
(12)
) B
(8,3 Oﬂgd )P) =0.
~ Un lemme III nous sera utile dans les cas (II a) et (II b) ; démontrons~le .
On a :
g,fy = (8')%0; 3
dtou 3
aagAH% + gAaaEg = 2H‘aaH'pB , modulo (H')?

zaao’gAHﬁ; + gl aao‘}% = 0, modulo (H!')? ,

car zqaaH' est un polyndme proportiomnel & H'! dtlaprés 1'identité d'Euler,

comme H% est aussi un polyndme homogéne, on a encore

z@ao’gAﬂg = 0, modulo (H!')?
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dtolr le lemme III :

(13) zaaO‘gA = 78, , modulo (mr)?,

gsoit, pour P :
(14) (aogA)(P) = (TgA)(P) .

On a encore :

(1) HEYE + M) @R, YE_, + (BRI, 4., = 0

H

d'ou, en multipliant par SA(P) et sommant en A, une condition sur les données
de Cauchy dtordre t sur P :

i A
(g0 B (B)o,Ys 1 + (g B3) (IS | #uus = 0 .
Supposons cette condition réalisée, on a s
B
(15) T = Ua(R) 4V, ,

ot V, est une solution particulitre de (11), déterminée 2 1'aide des donndes de
Cauchy d'ordre t sur P,

Pour s = t+1, le systéme (10) s'écrit encore :

EYEE, + G (R, + @ B) (@) + () E)T +... = 0.

Ecrivons qu'il est compatible en Yz 4 en multipliant par SA(P) et sommant,

et remplagons YB a 1taide de (15), on obtient :
i A_B i B B
(gAanga )(P)aiUt + (gAalH%aid )(P)Ut + (3A5 H%d )(P)Ut
+ (gAH g )(P)U tees =0

(les pointillés représentent des termes fonctions des données de Cauchy d'ordre +t

et des seconds membres).

Compte tenu des formules (12), il ne reste que :

(g,3 H%a a® 4 g, B d )(P)U + eee =0,
soit encore, & 1l'aide de (8)
i B AR,

(-H%a g,8,4" + g, B¥d J(P)U,c + vee =0,

et en utilisant (14)

o B
- d
( }%a gAaa

A.B
gAH*Bd )(P)Ut + eee = O 9

+
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clest~a~dire :

i
o

K(P)Ut t oeee =

}C(P)Ut + eee =0

Tans le cas (II a), on en déduit, en divisant par K(P) que U, et par suite

les Yf sont déterminés en fonction des données de Cauchy dtordre +t.

Raisonnant par récurrence, admettons que les systémes (10)"d!indice inférieur
ou égal & s " déterminent les U d°indice inférieur & s et considérons le sys-
téme (10) dtindice (s+1), soit @

BE + G ()10 ¢ (s1-1) (3, ) @)L + ()@ + v =0 .
Remplacgons Yg par :
Yg - UsdB * Vg ’

ou les VS sont déterminés en fonction des données de Cauchy dlordre t sur P,
puis multiplions par gA(P) et sommons en A ; aprés des calculs analogues aux

précédents, il reste :

K(P)US + eee = 09

qui détermine US en fonction des données de Cauchy dtordre t sur P, On a

ainsi un théoreme dlexistence et dlunicité formel,

11 existe une solution formelle et une seule du systéme correspondant aux

données de Cauchy dfordre + sur P, hypersurface caractéristique non singuliére,

pourvu que celles—ci satisfassent & une équation aux dérivées partielles sur P

exprimant leur compatibilité.

Dans ce cas analogue & celui de [15], (Annmales I. Fourier, p. 306), on est
conduit & dire que, pour lthypersurface P, le systéme est paraboligue dans le
sens suivant : on a une hypersurface caractéristique réelle, pour laguelle le pro-
bléme de Cauchy formel admet une solution et une seule sous réserve de compatibili-

té des données,

6. Résolution formelle dans le cas (II b).

On déduit du lemme IT les formules suivantes,

Pour 3 =3~ , 3' =3Y et sur P, on obtient :

(16) g (307 H5a® + 23 a®)1(@)a = K (@)o'oa
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-

Pour 3 = al et 3! =00, oOna sur P :

i B i B i B i
1 = - i
(17 [g(iEe® + o'ip a® + 5 maa®))(P) = 2(% ) (P)p
On a vu, (lemme III) :
(13) EaaagA = 18, , modulo (1) .,
Dérivons par rapport a £; » ona sur P
i o .
(18) (37g, ) (®) + (3°7g)(®) = [37(1g)1(®) .
Rappelons que :
K = Biga® - B a%%, - WaoH .

Nous allons calculer explicitement (alK)(P) de fagon & préparer les calculs
suivants, ol cette expression développée apparaitra ; cependant il nous suffira
dteffectuer ce calcul modulo les termes proportionnels & pl

.

Posons

' A B
(19) K = Wggd

ona 3

(199 ('K)(E) = (g ) () + (B e,a®) () + (#gg,5 ) (P)

Posons

- B o
_}‘gadd-a gA 12

on a dtabord :

iAo B i Al B
= oM (Hp %o &) + 2 (253 go4d ) -
Calculons le premier terme sur P ¢

(20) & = [%(H2%,3 a5 1(2)
- (@) (610g0,8° + 2°g,3 50N () + (UEp)(P)(3°%g,2,87) (),
Remplagons (78 )®) et (3%%g,)(P) & 1'aide de (14) et (18)
- ~(ifp gy 5 a®) () + By(P)o (1g,)3 @7 + g2 a")(R) + (1) (P)(7gy0 B(e

= - (Hp%g,0,a%)(®) + 1 (173,80 1(E) .
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D'ol compte tenu de (8)
(201) A = -(Hple (@) = (8,273 )(@) .
Le deuxieme terme s'écrit
(1) = [a™(EpY%,0 7))
=b%m%%%>-£%%b§%ﬂw

- {5'a3 (8, )0,8"11(B) - [3*(%pe2 AP1(@) .
Compte tenu de (8), on a :
o 3 B X . .
{alfaa(ﬁggk)ajd 13(®) = 2(ppp @) (P) p’ x p" = 0, modulo p" ,
(en termes imagés, en chague point de P on a un vecteur proportionnel au vecteur
bicaractéristique (p*) ).

En développant :
. B
(@11 1 - (7(7Hg0 67)1(E)

= 2 a0) (2) + (376,275,000 (B) + (g2 @)(P)
On a donc :
(21m) M=-M , modulo pi .
Enfin, posons :
(22) K = 3% H

3

on a 3

>k

3

]

a%&ﬂw%ﬂ'+%ammqﬁ'+%a%m%m.

On a2 vu que

o0

(3°8')(P) = p° =03

H'(P) = 0, donc (aiH')(P) =0 3

de plus, dtaprés l'identité A'Buler :

Qrry 1
faaa H cH
dlol en dérivant en zi H

3TH! + zaal“H' = o d'H ,
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>,
i <,
soit pour P : U;:;; %%%
i i 2 -, -2 -
(™) (P) = (o=1)p" = 0 modulo p* ; <
-5 4 e ‘/1/‘
il reste donc : 09 e
-, e
i i i <,
(221) (%) (®) = % (P)pdy .ot |, modulo pt ; P -~
3 2
W

les calculs précédents déterminent (aiK)(P) modulo pi .

Revenons & la détermination des YE. la formule (10) s'écrit encore
pour s =t ¢

(23)  Hy(B)Yy + GUER(PlYy , + 2T (R)ay¥h , + (BRI

i A
+ (3 H*B)(P)aiY]é_z + eee =0,

En multipliant par 5A(P) et sommant, on a une condition sur les données de Cauchy
dtordre t :

(24) (g B (@0, + Hed )P, 1p, + (g FR)(R)Y]
+ (g ) (B Yo, + vee = 0

Supposons, pour l'instant, cette condition réalisée, (par la suite, nous
1tintégrerons dans des conditions qui généralisent celles du cas (I) ).

Le systéme (23) en Y% est compatible et :

(25) Y'E = 1,8%(®) + WS
wﬁ est une solution particulidre de (23), clest-a~dire que :
(26) Hy(eWD + (') () YD, + 2N (P Yh, + (B ()Y,
+ IR (R)YE , + aee =03

Wg s'exprime donc & l%aide des données de Cauchy dfordre t sur P. ILe scalaire
Ut reste a4 déterminer,

Ia formule (10) stécrit alors pour s = t+1 @
(27)  EEE,, + ()@, YE + 3G @R T + (5 B @)Y

s IR @R, YE L + (W)@ + G (R, YL, + (o Bh) (BT

+ eaee =0
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Soit encore en remplacant Yf a 1l'aide de (25)

(27 vis) H(TL | + G (@), + (U, D) (@)Y, + (o, KB (B),
+ 2OV (), Y3 + G (@) YD + (M) (2o,
+ (0,8p) (P, + (35a°) (B)U, + () (W + (aTmd)(R)a, Y,

A B
+ (aoH*B)(P)Yt_1 + eee =0,

les pointillés représentent des termes en données de Cauchy d'ordre (t=1).

En multipliant par QA(P) et en sommant en A, on obtient, comme dans le
cas (IT a), & ltaide de (12) et (14), la condition :

R()U, + (g2 Hp) (B)a iy + 3o my) (B ¥y 4 + (g0 1) ()W

+

+ (g2 ) (P, Y0

(g B¥G) (P + (g2 mg) (Pa, Yo

+

A B
¥ =
(g3, F¥p)(P)Yy 4 + eee =04

Dans le cas (II b), on a K(P)
tion sur les données de Cauchy dlordre +t, soit :

(28) (g2 Hp) ()0 My + H(eyd V) (o ¥y | + (g3 Hp) (BT + (g3 ) (B)a Yy

0, 1la condition précédente est donc une condi-

(g, W5) (PIVS + (g0 m0) (R0 Y5 + (g0 BRI | + vov = 0

Nous étudierons (24) et (28) dans la suite 5 supposons donc (28) réalisé. Le
systéme (27) en Y£+1 est compatible et :

B B B
(29) Yo g = U, 40 (P) + W
Wz+1 est une solution particulidre de (27 bis). On peut encore dire que
%) vérifie :

t+1
BE)WE - 1P (E)R,u, - (o )E)U,] + ('Hp,a°) ()T,

+ 3N PR, Yoy + LR (P Ty, + (GTHR(R)VE + (3 Hy) (B
+ (ma®) (@)U, + (B EW + L) (P)2 YD |+ (aOH*%)(P)Y]é_1 + eee = Oa

On est donc conduit & choisir Wf+1 de la forme :
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Wy = GRDER,T, + @ )@, + 2 P@), + v,

en choisissant le vecteur (KB(P)) de (Qo)m de sorte que
B i B A.B
(30) H(EP() + (Ep a® + wha®) () - o,

ce qui est évidemment possible, et en choisissant Vf+1 tel que :

(20, + BOPBR) @30 4 + GI@R YD + (i) (@) P

+ (0, Hp) (W + (BG) (W + (TBG)()o;¥e | + (3, BB, + oou = 0,

ce qui est encore possible puisque (28) est supposée satisfaite ; les pointillés

représentent des termes en données de Cauchy dlordre t-1,
On peut aussi bien dire que :

(31) Y§+1 - Ut+1dB(P) + (%% (), + (aod.B)(P)Ut + \B(e)u, L

les 1P(P) indépendants des Y vérifient (30) ; Vy,, s'exprime & 1'aide des

données de Cauchy d'ordre t sur P, Ut et Ut+1 restent a déterminer.

le. formule (10) s'éerit pour s = t+2 3

By(P)Yy,, + (BT () Ty, + (IR (@), 1y + 2( Hp)(P)YS,

i7t+1
+ 2T (B)0, Y0 + (3, Hp) (B)YD + (W) (B)YS,, + (' m)(2)o, 15

A B
+ 2(aOH:*B)(P)Yt + sae =0 4

On y remplace Y£+1 4 1taide de (31), Yf a 1taide de (25) : on multiplie

par gA(P) et on somme en A, il reste, aprds simplification s
j. A i.B j. A i.B i B
(52) &, () (% la®)(@),u, + (I e (B)a, U, + (o ) (BN T,
. i A B iy B
+ G ENE(E) U, + 3 Ha®) (Ph Uy + (7 a7) (B)a T,
i B i A B LA 1B
+ 2(@05%3 a )(P)aiUt + 2(50H%d )(P)aiUt + (B 2 & )(P)aiUt
+ o Ea®) (2)5.U,] + 0(P)U, + vuu = 0 3
B i % t ce e 9

0(P) est fonction des H% et de leurs dérivées sur P et est connu ; les poin-

tillés représentent encore Aes termes en données de Cauchy d'ordre t sur P.
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Dans l'expression précédente, le coefficient de aiJ.Ut devient, compte tenu
de (16) :

X(@)ppd .

Parmi les termes en 3.U,, on peut rassembler, compte tenu de (17), ceux dont

le coefficient est :

ZgA(P)(aiH%§odB + aoH%aidB + ajH%dB)(P)

4%6(p) (511 ) (P)p*
0, modulo pl.

I1 reste alors comme termes en aiUt H

- 5GP E) + G ENEE) + (M ) @) - (i @)
+ ') @) + () ()], 5
or & l'aide de (30) :

g,5 1) (PN E(P)

- B (P) (%5, ) (PN (@)
(238 ;0% g ) (B) + (a0 7g))(P) .

I1 résulte alors des formules (19), (19t), (20), (20%), (21), (21%), (21"), (22)
(221) que :
=4 + (3% )(®) - A
(Y% -k )I®), modulo p
(GE)(®) + 'K )(P), mod p'
(3'K)(®) +36(®)p% o7, moa 1" .

1]

M

il

Et, comme dans le cas (II b), K = H'K', sur P ;
N sﬁe(P)pjajpi, modulo p .
(32) devient finalement, compte tenu du fait que FC(P) est inversible :
p'pY, U o3 P 13,0, + w(P)pd,U, + 61 (BT, + ave = O,

w(P) est fonction des H% et de leurs dérivées sur P et connu,
On peut encore écrire (32) sous la forme :

. ) i
pJaj(plaiUt) + o(P)po;U, + 81 (P)UL + oev =0 .

t
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Comme au paragraphe 4, on transforme l'équation précédente, de fagon & 1l'écri-

re "le long des bicaractéristiques" sous la forme

(35) 5(1)2Ut + w'(P)51Ut + G"(P)Ut + eee =0 ’

. 3® d

(on a2 posé & 3y ye = y O, = ==), (0'(P) et 6"(P) sont fonction des

(P "3y 1 "5 i
et de leurs dérivées pour P).

Ut satisfait donc & une équation différentielle, (ordinaire) du 2e ordre le long

dtune bicaractéristique.

Nous n'avons pas calculé ici explicitement w(P) 5 on peut cependant remar-
quer que, par un choix convenable de gA et dB ’ (prendre les YA et 6! ), on
peut supprimer les termes du type (poJa d )(P) par un changement convenable de
coordonnées (cf, [2], p. 557), on peut supprimer le terme (JoH')(P).

Soit Q wun hyperplan, (¥ = 0), transverse aux bicaractéristiques. Suppo-
sons les données de Cauchy dtordre t connues sur P et satisfaisant & (24) et
(28), supposons de plus que 1l'on connaisse les "valeurs initiales" de U, et de

3,U, sur PNQ, soit U (PNQ) et (a1Ut)(P N Q) ;5 ce sont des séries for-

melles en ¥ ,%,ee0,X s U, estalors déterminé par 1'équation différentielle

(33) ; par suite Y% est déterminé par (25).

Par récurrence, on trouve, de méme 3
2 B 2
=T 4 (P) + (oa )(P)aiUS_1 + (s-t) (354 )(P)U + A (P)US_1 + Vg

avec kB(P) satisfaisant & (30) et Vﬁ stexprimant en fonction des Yg, tels que
s? < g=1 3 US satisfait & une équation du type :

3(1)2US + (P)a1U + e"(P)U + ese =0,

les pointillés représentent des termes en Yg, avec s!' <s .
On en déduit le résultat suivant, (provisoire).
On détermine tous les Yg pourvu que l'on connaisse @

~ les données de Cauchy dlordre t sur P satisfaisant a (24) et (28),

soit YB YB Y?

t-1, t-2,...’
=~ les données sur PN Q de :

Ue(PNQ)yeeesU (PN Q),eees (34T N Q),eees (33T)(R N Q),ees

Nous allons améliorer ce résultat en étudiant les conditions (24) et (28),

en nous inspirant du cas (I) et des calculs précédents.
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Posons
(34) Yoo = U, ,a%®) + Vo,
(35) Y];_1 - (aidB)(P)aiUt_z + (aodB)(P)Ut o - AB(P)Ut_Z = Ut_1dB(P) + vl,z_1 .

On a décomposé Yt _p ©on somme d'un élément proportionnel A a(P) et d'un
élément Wt—Q dans un supplémentaire de 4(P) dans 6& )® 5 ona fait de méme
pour le premier membre de (35).

Remplacons Y§-2 et Y£_1 dans (24) a ltaide de (34) et (35) ;5 on obtient :
J.A LB jA 1B B
(g2 e a7)(B); Uy p + (g2 H%a 4 (B),0, , ~ (gt &) (B),U, ,
+ (g ) BNP(®)au, , + %(gAaiJ’HgaB)@)a Ty + (g™ (@00, ,
+ (g B ") (P, , + (g, B¥aP) (), Teo + 0 ,®,

L. . B B
+ combinaison lindaire de aivi_1,vf_1,a JWt_z et o, Wt_2 + see =0,

Soit encore, & 1l'aide de (16) et des formules de (19) & (22)

(36)  phalpta, T, L] + w(B)pd,U, , + 81,(R)U, ,

+ c.l. des aivﬁ_.] ,.V-E 193 5_29511"[5_2 + e0e =0 9

les pointillés représentent des termes en donndes de Cauchy dlordre t=2.

On procéde de méme pour (28). Pour cela on précise (26), en prenmant

v,

B i.B B
We = (37 )(P)aiut__1 + A (P)Ut_1 + Ve

ol V? est combinaison linéaire de termes du type 9, Ut 09 33Ut 50 Up o ain_1,

VB 10 94 WB_Q, aiWE o WB et de données de Cauchy d'ordre t~2, (on procéde

comme pour V¥+1 precedemment).

Il reste & la place de (28) par des calculs analogues aux précédents :
J
(37) 3 [P e U'b 1] + W 1(P)P]Bl =1 + 811(P)U.b_1

.U )

+ combinaison 1lindaire des { 3 =27 al £=2° U

13K0t-27 913 g2 ? aijvfﬂ 4%

4B B B B
(Lvi-vag s 93600 0¥ 09 Wi o
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les pointillés représentent des termes en données de Cauchy en YB dtordre (t-2).

Les équations (36) et (37) sont des équations différentielles du 2e ordre en

Ut—2 et Ut-1 .

On en déduit facilement que 1l'on détermine tous les Yg pourvu que 1l'on
connaisse 3

- données sur P Yi—}’ Y§_4,...,Y§ 5 w?_z et Vf_1

~ données sur PN Q JUt_z(P Na), Uy (PN Q), T, (PN Q),eee, T (PN Q)yens

L(alUt_z)(P NQ), (37U, 1)(EQ), (3T (MNQ),...(3,U)(PN),..0

Se donner les US(P naQ) et les (alUS)(P N Q) équivaut & se donner les 2 séries

n
en XOQ}CQ,OOO,X :

8=x0 0\S 8= O\ S
U= % US(P na) -@S—,L et U= I (alus)(P n Q) %—,—2—- ,
=2 : s=t=2 :

quton interprétera comme des séries sur Q.

Nous concluerons sous une forme plus parlante, dans le cas ou l'on choisit

pour dB et g, 1les éléments B'B

et YA du premier paragraphe et pour supplé-
mentaire le sous module engendré par les (m-1) derniers vecteurs de la base cano-

nique de (Ro)m.

On détermine alors tous les Yg pourvu que lion comnaisse :

. . e .8 V& (o
~ donndes sur P : Yi_s,...,Yf,Wt_2 =Y, -8 (P)Yt_2

et

8 e} i_ 8 8 &
v vt - elem - e tERe ¢ 6 s, -2 %@,

(on a, pour cela, choisi : A*(P) = 0, ce qui est possible)

’ - . » a - Ve
-~ données sur @ : les restrictions formelles de y* et de §£; dérivée trans-
verse &4 Q, ces données étant choisies compatibles avec les données sur P, &

1'intersection PN Q.

On peut encore dire qu'on connait sur P : les m(t~2) données de Cauchy
dtordre (t=2) et (2m~2) conditions lindaires différentielles sur les données de
Cauchy d'ordre t et qulon connait sur Q les 2 données de Cauchy dlordre 2 de

¥y, soit, en tout, mt conditions.

On remarque qu'en posant : 2z =y, z° =y = 8'°(P)y*, on a des conditions
sur zB dlexpression un peu plus simple.
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On a2 finalement le théoréme dlexistence et dlunicité formel suivant @

I1 existe une solution formelle et une seule correspondant aux données sui=-

vantes 3
SE———

1) les restrictions formelles & P, hypersurface caractéristique non singu-
lidre, des yB et de leurs dérivées d'ordre inférieur ou égal 3 (t=3) ainsi

que 2(m=1) conditions linéaires différentielles sur les restrictions formelles des
dérivées dlordre (t-2) et (t-1), (ctest-a-dire la donnée des Wz_e et Vi_1)

2) les restrictions formelles & Q, hypersurface transverse aux bicaractéris-

tiques de l'une des inconnues, (soit y') et de sa dérivée transverse & Q,

(soit 3, ¥*), ces données étant compatibles avec les précédentes sur PN Q .

7. Résolution du probléme de Darboux-Goursat-Beudon-Hadamard.

Si 1ton substitue aux problémes formels précédents, les problémes analytiques
correspondants, au voisinage de llintersection de P (caractéristique) et de @Q
(transverse aux bicaractéristiques), on obtient des résultats analogues aux résul-
tats formels dans les cas (I) et (II b). Nous les énoncerons encore avec, comme
choix particulier de (d) et (g), les (8%) el (Y!).

-~ Dans le cas (I), on retrouve le théordme de Darboux-Goursat-Beudon-Hadamard

classique.

Il existe une solution analytique et une seule, dans un voisinage de ll'inter-

section de P et de Q correspondant aux données suivantes :

1) dans 1t'intersection de P et dlun voisinage de 1l'intersection de P et

Q, les m(t~1) fonctions analytiques représentant les restrictions des yB et de

leurs dérivées transversales d'ordre inférieur ou el & (t-2), ainsi que (m=k)

fonctions analytiques représentant les restrictions & P des combinaisons linéai-

res des dérivées dl'ordre +t-1 du type :

& & _ .8 5
Vo1 70 yemtY T é'ﬁ(P)a(o)tqy o

1A

b

HA

k,k<6§m)o

2) dans 1'intersection de Q et d'un voisinage de l'intersection de P gt

Qy, k fonctiong analytiques représentant les restrictions &8 Q des ¥y , ces

données étant compatibles avec les précédentes & l'intersection de P et Q.

- Dans le cas (II b), on remplace d'abord le systéme (1) par un systime équiva-
lent composé des équations suivantes :

- une condition sur les données sur P, soit (36)

- une équation analogue a (37), que nous écrirons sous forme abrégde :
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ijkoy oot
t=2
R d. . e
1,3,k,q 1Jke4 «eety

2y =t T oo

ijkzal .ooQ’t- ~
LT S 3 gton vy T
l’J,kif'yal"'ye X eee t-’B

+ & pidk 5 Wy e ¢
. 8 Cijk"t-2 . & 9iiVi~
l,J,k,B le l,j,B C ij t 1

+ x° (combinaison linéaire de dérivées de 3, ya,w]_z 07 v}z_1 dont
les ordres maximaux ne dépassent pas respectivement : t+1,

t+H, 3 et 2)

+ eac e 9

les pointillés représentent des dérivées dlordres (respectivement) plus petits ;
R, S, T, T sont analytiques et données

- des équations analogues & (25) :

a( )tye = 6'6(3?)8( )tyl + c. linéaire de dérivées des yB dfordre =t et
© o}

dtordre < t en X + X (c. lindaire de dérivées des yB
dtordre = t).

f

~ a(o)t—Zyé - 6!6(P)a(o)t_2y1 = wi_z

6 - - 3 Ve * » - e
Vt 1 + combinaison linéaire de dérivées

& &
"’ A(O)t_1y - 5! (P)a )t_1y1
d'ordre = t-1 et d'ordre < t=1 en =,

(o

8

Wt-2 et 1‘%—4 sont des inconnues auxiliaires.

Les données sont donc dans les voisinages labituels :

-

=~ les restrictions & P des dérivées transverses des yB dtordre < t-2, les

restrictions a P des we et v2_1 , les restrictions &8 Q@ de y et de

t=2
-

la condition (36) sur Yl,c_2 le détermine sur P, ainsi par suite que les

~

YZ o On pose alors :

Yé"é'a(P)yl =Zé s Yo =2,
a8

on élimine Ve o et Vi et on se rameéne & un systéme du type :
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3 t_1z1 = combinaison linéaire de dérivées de 2z' d'ordre = t+1 et, pour
(1)% (o) celles d'ordre t+1, dfordre < t-1 en x°, de dérivées des =z
dtordre = t+1 et d'ordre < t en xo, et de dérivées des zB
dtordre = t+1 multiplides par %
tz6 = combinaison lindaire de dérivées des zB d'ordre = t et dlordre
(0) <t en x°, et de dérivées des zB dlordre = t multipliées
par x°.

Ies données sont alors

- pour z', les restrictions & P de 2z et des dérivées transversales a P

1
dtordre < t=1 et les restrictions & Q de =z et de gfg.

e} . . ez
- pour les 2z~ les restrictions & P des dérivées transversales dlordre < t,

On utilise la méthode des fonctions majorantes et on obtient un théoréme d'existen=-

ce et dlunicité analytique :

Il existe une solution analytigque et une seule dans un voisinage de l'inter-

gection de P et de Q, correspondant aux données suivantes :

1) dans 1'intersection de P et d'un voisinage de l'intersection de P et

Q, les m(t-2) fonctions analytiques représentant les restrictions des yB et de
leurs dérivées transversales d'ordre inférieur ou &eal & (t~3), ainsi gque 2(m~1)

fonctions amalytiques représentant les restrictions & P des combinaisons linéa’-

res des dérivées dlordre (t-2) du type :

~

(¢! (&) 8
Wio =23 yo¥ =08 (Pl 4 ¥
(o) (o)

et des combinaisons lindaires des dérivées d'ordre (t-1) et (-2) du type :

8 8 2 i .8 N
IR L (P)a(o)tmwl - (378t )(P)ai(o)t-Zy

+ (aoéta)(P)a(o)téy1 - Aé(P)a(o)t-eyl ’

(xe(P) est défini par (30) avec A! = 0),

2) dans 1'intersection de Q et d'un voisinage de ll'intersection de P et

@, les deux foncticns aralytiques représentant les westrictions & 2 de ¥y et

de sa dérivée transversale &4 Q, ces données étant supposées compatibles avec les

précédentes a4 1l'intersection de P et de Q.
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8, Solutions & dérivées discontinues.

Indiquons bridvement les résultats obtenus en termes de discontinuités, (cf.
[15] par exemple). Dans le cas (I) les discontinuités des dérivées dlordre = t
gse propagent le long des bicaractéristiques et la propagation est décrite par des
équations différentielles du ler ordre. Dans le cas (II a), l'hypersurface n'est
pas front d'onde, il ne peut y avoir de discontinuités de ces dérivées & sa traver-
sée., Dans le cas (II b) les discontinuités se propagent le long des bicaractéris-
tiques et la propagation est décrite par des équations différentielles du 2e ordre.
Dans les cas "singuliers", les discontinuités ne se propagent pas le long de rayons;

elles peuvent se "diffuser" dans un céne, comme dans les cas de "réfraction coni-

que",
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