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£QUATIONS DE CONVOLUTION ELLIPTIQUES DANS UN DOMAINE BORNE
D'APRES M.I. VISHIK ET G.I. ESKIN

par Marc DURAND

Introduction.

Nous nous proposons de donner l'essentiel des résultats de M.I. Vidhik et
G.I. Egkin sur les opérateurs intégraux-singuliers elliptiques avec problémes au
bord. ~oprés avoir défini les principaux espaces nous donnerons dans le n° 1 un
théoréme de factorisation du symbole, analogue au théoréme de factorisation connu
dans le cas d'un opérateur différentiel elliptique. Dans le n° 2 nous définirons
les opérateurs de convolution envisagés. Nous les définirons en nous limitant au
cas du demi-espace et des coefficients constants. Nous étudierons des conditions
de régularité dans le n° 3 et nous ferons 17étude du probléme général 3 la frontiére
dans le N° 4. Dans le n° 5 nous donnerons une inégalité a priori et la construction
d'un inverse & droite (défini & un opérateur compact prés). Dans les n° 6 et 7
nous envisagerons le cas des coefficients variables et dans le n° 8 nous considére-
rons un domaine borné au lieu du demi-espace. Dans le n° 9 nous traiterons le cas
ot 1'équation introduit des potentiels. Enfin dans le n° 10 nous donnerons quelques
compléments : le cas ol les conditions de régularité du n° 3 ne sont pas remplies
et celui ou le degré dthomogénéité des facteurs définis dans le théoréme de facto~

risation du n° 1 est variable, et enfin le cas des opérateurs paraboliques.

Presque toujours nous nous contenterons de présenter les résultats sans en

donner les démonstrations qu'on trouvera pour la plupart dans [1].

Définitions et notations.

A) Etant donnée une fonction f(x), on notera sa transformée de Fourier

) = 78(x) = [ £(x)e™Bax .

B) Nous utiliserons les espaces de Sobolev ordinaires HSGRn) avec leur norme
habituelle et nous noterons 'ﬁsGRn) 1'espace des transformées de Fourier des é1é-
ments de HS(IRn). Ia norme dans ”f{s(tan) est

”f!!s = ”f”‘s *
C) Nous définissons
°+ ~ n -H n
H, = {fcH (R"); supp f C R} &, = {x;x > 0}).
o ° o
obtient de méme H, et les espaces H: ’ ﬁs « Remarquons que les éléments

On
~ 54 -
f+(g) de Hs ont un prolongement analytique dans le demi-espace T = Im (gn) >0
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(5 =(&1seees8p)= (31,5)) et

[ (]g)?+7)°|E (g1 g, +im)|Pag a8 S € pour 12 0,

C indépendant de T
D) Etant donnée la fonction

1 x >0
G(Xn) = n
0 x 20

n

nous définissons dans H, 1'opérateur ©F : ®'f = 9(x)f(x). Il applique conti-

(o]
+ . . PP
nuement Ho dans Ho . Par transformation de Fourier nous définissons alors
+

~ o+ .
m ¢ Ho » Ho « Nous avons la relation

~ s L %(g'vn ) +* ’f(g'aﬂ )
+ - ———ts o — e L
O 10 =57 | e, tm e ] T o )

~ K]
On peut montrer que pour |8 <3 , nt  est continu de Hy dans H-g et par trans-
formation inverse de Fourier ®+ est continu de H, dans I°{+

5 5 * On définit de
fagon amalogue ® et ™ .

E) Par définition HS(%Rf_) est 1l'ensemble des f définies sur [Ri qui peu-
vent se prolenger en Aif< Hs([Rn) .

1

Si 1'on @éfinit ¢,

g +ilg'| et g_=g ~i|g'| nous avons deux normes
équivalentes sur HS([RI:)

'Hfd; inf H,@f”s (inf pour tous les prolongements Af).
Tha ot .\S A
£l = dm (§_~1)72£(g)]|,
ou la dernidre norme est indépendante du prolongement 4£f et ou on choisit

Arg (g _-i) entre =T et O pour déterminer (g_—i)s.

fl

C s s +
F) Nous introduisons aussi l'opérateur de restriction a Ril , P'e Il est con-
. n n
tinu de HS(IR ) sur HS(B+).

[} . +
G) Par définition. H; = H; pour s <3. Si s Z 3 les fonctions de Hj

s 13 .
sont les prolongements des fonctions de HS(lRi) par O dans R_ . S8i £ +€H‘£ on
définit sa norme

102 = el oy

nT  défini par 1l'intégrale (1) est continu de ﬁs dans T{; pour s £ 3 . Bar

. +
transformation inverse de Fourier @+ est continu de HS dans Hs .

Dans toute la suite C désignera diverses constantes.
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N°1, Factorisation des fonctions homogénes.

Les opérateurs que nous étudierons a partir du paragraphe suivant au~
ront des noyaux a(x) homogenes ou presque homogdnes. Nous allons définir un cer-

tain nombre de classes de fonctions A(e) qui seront les classes des symboles des
opérateurs.

A) gé est la classe des fonctions K(g',gn) coEtinues pour £ = (£',g ) £0
et positivement homogines de degré o réel, o = ord A(g).

B) OZ est la classe des fonctions K(g',gn)e 0& qui pour chaque §g'!' admet-
tent un ﬁESiongement analytique dans le demi-espace Im §n > 0, 1le prolongement
étant lui aussi positivement homogéne de degré «.

) €, est la classe des fonctions A(g) ae O, telles que A(g) 40 si
£ £0 et telles que pour &' # 0 A(g) ait des dérivées premi®res continues, bors

nées sur {g;lg| =1, €' # 0} . On dira que ces fonctions définissent un opérateur
elliptique.

D) Y, est la classe des fonctions B(z) continues pour € # 0 et telles que

[Be)| = TC+le D

On définit de fagon analogue O , Y‘(; et Y.

Nous dirons que K(g) admet une factorisation en . si on peut écrire
(avec o« = ord i4(g))

i(g) =, ()K_(e)

E+(g)q 8: , K+(§) #0 pour |g|>0 et Img

1w
(@]

X (g)e 8;_% , A (g) # 0 pour lg]l >0 et

E'

1]

A

o
-

n étant un nombre réel dépendant de i,

THEOREME 1. Si K(g',gn)eﬁu , alors ﬁ(g’,gn) admet une factorisation en
unique & une constante prés si n > 1,

Remarque.

En fait si n =2 il faut ajouter une condition un peu plus restrictive.

N°2, Opérateurs de convolution avec symbole constant dans Bn et dans Bﬁ .

A) Dans R%. sSi u(x)eHS est 3 support compact, nous définissons 1!opérateur
de convolution A par la relation : Au = F [A(e)u(e)] = A(x) % u(x) .

Si E(g)qca et si o est un entier = -n, on définit F1X(g) par régulari
sation en utilisant les parties finies.
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le sous-espace des ucH_ telles que K(g)ﬁ(g)eﬁs_a , et
sur H n QA . Remarquons

Nous appelons Qz
5z l'espace de ces U. Par densité on peut définir A
i = Q K S

que si « ou (g)eYa , alors H_NQ, H .
une équation de la forme

On appelle équation de convolution dans R
A(x) * u(x) = £(x)

équivalente a

E(g)u(e) = 2(g)

Nous définissons 1l'opérateur de convolution dans R par la

n
B) Dans R, .

relation
+ +
Plhu_ =P (A(x) * u+(x)]

et u €H n Q .

o P7 est 1'opérateur de restriction & R

Nous allons étudier 1l'équation de convolution dans R®
(2) Phu, = £

ou
fel @)

O+ s ~
'U.+€HS N QA s A(g)ega .
(2) est équivalente & 1'équation

Soit Ef(x)€HS_a un prolongement de f(x) & R
(3) Au,+ = 4f + ﬁ_ ~
Nous appliquons la transformée de Fourier et nous décomposons i s hnhous obtenons
i (¢)A ~ (e = 0% \ Y

L) ()8, (g) = f8(g) +u(e) on Ko

Nous supposons que la solution u, existe dans ﬁ: . Alors

Supposons que & = .
o) | )
i (g)a, (g) = L2
SR =S T )

ltensemble de ces E')

(soit R!

L) B(m) .

A_(g)

et pour presque tout €!

Nous supposons dans la suite que E'eR! .

En utilisant la décomposition
2£(g)
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ou les deux termes de droite sont respectivement dans %t(ﬂ{l) et ﬁ: nous obtenons
A (£)ae) - o 2EE) L om 220 L B(0) _p
A_(g) (&) L_(¢)

ou P(g' ,g’n) est ainsi une fonction & croissance polyndmiale en g, prolongeable

analytiquement aux deux demi-espaces Im g n’ O et Im g, < 0. Par le théoreme de
Liouville, P(g*,gn) est un polyndme en € et comme P(g',gn)eﬁo(ml), P(g’,gn) = 0.

Nous obtenons donc la solution unique dans ﬁ;

(gt45,)

[N R
= et

8 () =t 26 | e)en @) .
Tl E) Fhea

Supposons que s = n—(+5 ou £ est entier, |6| <% .

Nous supposons que la solution u_ existe dans IOEZ n Qz et que f(x)€Hs-oz([R-I{~1)°
Alors pour E'eR?, P(g',gn)EH_E_i_&(lRl) .

Si 220, il y a unicité (voir n° 10) .

Si £

\

o,

L
' = s 1) P1
P(g1sg,) = c,(&1)gy,

et la solution u, gqui dépend de 4 fonctions arbitraires, est déterminée par

o (g2

(4) B (g) - et S2E) 3 25
TR () () = L,(e)

N° 3, Opérateurs de convolution réguliers dans [Rf: .

Nous supposons dans la suite que u +€H; N Qz et non plus ﬁ; n QE .

l(D
ot

DEFINITION. L'opérateur A est "régulier" _dans [R_r: si, pour tout s =0
we B NP
+€ % A?

+ n
PlAu € Hs_a(fi1+) .

L'objet de ce paragraphe est de donner des conditions pour qutun opérateur

soit régulier., Pour cela nous définissons deux classes de symboles :

Classe D . ﬂ(g)eDa si ﬁ(g)eﬁ’a et si pour tout s = ~a ,

(5) g” A(z) = E_(g) + R(g)

ou

-
)
N
(7421
N
iy
3
o
o
(s
P!
~
17y
g
A
n
+| »
—
S0 %
—
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1A
o

g  étant défini en prenant par exemple -1 = arg g_

Classe ﬁa . K(§)€5a si E(g)eYa et si pour tout s = -

(6) (g_ - 1)%K(g) = E_(g) + R(g)
A (©)ex
et

(Lgt!41)S
et + g, 1+

lﬁ(g)! = c

)S~d

(g_ -4 étant défini en prenant par exemple -7 < Arg(¢_ - i) < O,

Nous allons définir maintenant des fonctions permettant de passer des classes
D aux classes ﬁa . Nous posons

¢4
M M M
o €, R g | 'lM : | I“
M (§++i)M 11 (g l) M |§ l M ,glﬂ+1

ou M est un entier assez grand. Nous appelons r&

2]

r! , r, les opérateurs
de convolution correspondants.

On démontre la

PROPOSITION 1. Si (g)cD et si o+ M +1 +M

v

O ou Ms est pair, alors

Nous avons alors les deux théorémes suivants dont nous donnerons la preuve pour

montrer le genre de raisonnements utilisés dans ce travail :

THECREME 2, Si E(g)gﬁa , alors pour tout s % O

I

- +
2t = ol

pour tout
u (H% n Qi .
+ s

Preuve. Nous prolongeons u, par go =u A+ u_ o, u_€HS et

”ﬁu“s = c“u+”s °

Alors

I (g_~1)%"% K || = (g _=1)57% Rl + [In* (5 _-1)57® ISH N
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. . > oy .
nt  étant continu de Ho dans Ho , on a facilement

HA

cllu

{l”+(§_"i)s—a K%Ho = cnzuf +Il;

!]S
(comme auparavant c¢ désigne diverses constantes).

Pour étudier l'autre norme nous utilisons la relation

(g_-1)5"%K(g) = & _(g) + R(g)

~ s+1
e = o e -
| ‘ T+{E |+ 3

nE_ - AR = R et WAl = R, = o (gt +)% |,

Alors

Par ailleurs

o o @ .
[ laa(ere) e, = [ ere)Pas, + [ [u(she,)lae,
IMultiplions par (1+\§'\)2S et intégrons par rapport & E' ,

1O+ DR = [ G+]g D% + 1O+l D,

et nous obtenons
I, = el (el )5l = clianll, = e, -

Etant donnée la définition de la norme dans HSGRi) nous obtenons finalement

< t +
12w |7 = efu ]l -

. + o+ ¢ fos
Remargue. Si s <0, H, = Hy » le résultat est évident.
=

Si s Z ¢ on montre quton peut remplacer 1l'équation

+ _ ¢ n
Phu =f, f Hs_a(&1+)
Par
N | £ si x, >0
@ Au =°f f = |
+ +’ + , 0 8i x_ <O
n
ou
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THEORKME 3. Si T\(g)GD& et si y(x) et ¢(x) sont deux fonctions de COS([Rn),
alors 1l'opérateur u+r——-a P+¢Acpu+ est borné de H"'
s

n
dans Hs-cv([R+) pour tout s.

Preuve. Posons & (g) = E'M(g)l(g) oi M =2k > mx (a,s). Alors .7&1 (g)eﬁa
et le théoréme est vrai pour 4,. Soit

~

. ~ A
T=4-4 57) =

g |
. ~ . R n r .

Si o est une fonction de CL(R") égale & 1 au voisinage de zéro, nous pouvons
éerire

'T = "T“l + ?f.‘z
ou

~1 = (1 - 6")Tf

T2 = 5/11 .
T eYoz-M s nous en déduisons :

+ + < Al - <
[P vmen Jl0 o = cllTen ]| = cllow, ||

o
gt +

. i < + < }
st e o llgy = ellow, T = ellulig_

Tg est & support compact, donc T, a un noyau indéfiniment différentiable, et

: 4
or s-M <0 donc HS—M =

+ + =
1P VI eu [T, = el it -
Ia preuve est établie.

. s + n +
DEFINITION. Tout opérateur T continu de H,_, gdans HS_Q(IR+) ou de H_

By o ([Ril) est (o-1)-régularisant.

dans

PROPOSITION 2. Soient K(g)ena et A (&) =K(§)}1§l (»;)%1\'72 () ob M, et 4 sont

des entiers guelcongues, alors si llopérateur T a pour symbole

T(g) =E(g) - & (g),

1'opérateur {(Typ est (o=1)-régularisant.

N°4. Etude du probléme général & la frontiére pour n entier = 0 et pour un
n

opérateur régulier dans [R+ .

Noug allons d'abord définir une classe de symboles plus restrictive que Da H
+ =\t . _ .
Classe C, . K+(5)‘Cn si K+(§)<O’u et si

(i) nez et K+(§) #0 pour € #£ 0 .
(ii) Pour tout entier p Z O
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P e, (51)
X
(g'rg ) = —-O Sk +Rp(§"§n)
=0 €
ou chaque terme de la somme est dans O': et
Ll

'
|R (gryg )= c le
‘ n “#+p+1
P (lg,l+lgt DT
On trouvera dans [1] des conditions suffisantes pour que A €C o« Alors si
1
A+(§)€ w3 €’ ; G cD et de plus si A(“g’)eDai et 13(§)s1)w2 ,
+

A(e )ﬁ(g)eDdl ‘o

Notre but est maintenant de représenter la solution Ti_i_(g)e'f{: N ﬁz de 1'équation

+ - n
(7) Phu = f , fen, (R,)

Ry

ou
K(%) = K+(§)K_(§)€5a 9 K+(§)€C: sy, HWE0 et s>u .

Puisque H; c i , nous pouvons utiliser 1'équation (4) du n°® 2 avec 4 =
et & = 0. Pour £'eR?
k-1
~ 1 | Y
o+ 22(e) oo (gh)sy

u F Y e———
B - A(g) E8) kel K

Nous ajoutons u conditions frontidres (y étant 1'opérateur de restriction a
[Rn-1) .

(8) YP+Bju+ = gj(x') (3 = 1525000 5 xt = (x ""’xn—1))'

+ 8
Nous supposons que B, (g)eD et s> mx oy + % . Alors pour uw eH Ny,

93 J J
p* BJu €H —a’j et YP B Hs-cv

Pour trouver les fonctions ck(g ) nous transporterons la valeur de u, dans

1'équation (8). Si n' est défini par

1 o2 -ixngn %
mE (g'5,) = Lim 5= ks t (g',g,)dE,
x - +0 -

et i F'U! est 1ltopérateur de Fourier inverse, en x'; alors

vP Bau_'_—?' R (g)u () . 1
k~

B.(g)e

Nous devons étudier d'abord llexpression —‘]-N-—-—n—- qui appartient a Dcx

A (g) Jk
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\ e +
ou ajk = aj +k-# =1 (car A (§)€C%).

+
k=1
J(c)é SR 5
E ()
ol ajk+2
~ 1
R () =e 8l

(leh+lg,] )2

la dernie¢re majoration se déduisant des propriétés des classes Da . Alors

B (g)e b (")
Bl (e) = m -"’-—zg—)—— mH g (6) = 1 -él}-g:——+ By (2)
+

OB L MO

On peut en effet montrer la relation

o (5")
©) ) - B A LT Re)
k=1 g, gf
ou
e = A [ (el Rt da,

(la démonstration est facile & partir de 1'identité

1

- = +
Sn" k=1 (gn«a)k (gn+a)p(§n-nn)

» () (g )P

dans laquelle on pose a = ilg!]).
On démontre alors que
F* 1) = 1 '
ﬂ'Bjk(€>Ck(§ ) - bjk(g )ck(§ )
et nous imposons la condition fondamentale
aét [”bjk(g‘)ﬂ] £ 0 (condition de Shapiro-Lopatinskii) .

(s.L.)

Nous obtenons alors immédiatement le théorime suivant :

THEOREME 4. Supposons vérifiées les conditions
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(i) K+(g )E‘C: .

(ii) Bj(g)eDaj .

(iii) Ia condition (S.L.) est vérifide.

Si le probleme (7) (8) admet une solution

+ s 8 s
u e na,n QBl N eee N QBn pour f(x)eHS_a(IRil) ,

ne1
g.(x!)eH @), s> n
S=0r,
J -013-5
alors la solution est unique et pour presque tout !

elle s'exprime & llaide de la
relation

b = 1 +£"§§l 5 1 % (et) = ¢F
(0 5,0 - o T Bylena)E 6 - @

avec

1 k-1

<y o baleey

D.etyg,) = = —E—>m
J k=1 X (g)

o [y (s)]| est s mtmice inverse ae |[by, (s,

ord (T)j(g)) = -1, ord (bgl)(g')) = -(ozj+k-x)
et

. BE) | 5

fj(g') e g L ff(g) - nagj(g!,gn) .
E(g) A_(8)

Remarque. Considérons l'espace (H:3 = Hs(Bn_1))

gcs-(a) = Hs-a(mi) X Hé-q—‘]é‘ Xoeee X Hé‘%'%

muni de la norme produi-b, et P = (f(x),g1 (X'),...,%‘.(X')). Si nous définissons

1topérateur & par :

+.
J{'ou_'_ = (P+Au+,YP &_u_k,nt')

le probleme (7) (8) st'écrit J‘Z'ou+ =

=

$ ou % Zes_(a) . Nous définissons BRo ,
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. + .
opérateur de O e-(q) dane H  par
Ro@ = g.lﬁoé
ot Ro® est défini par la formule (10).

Si Q est l'ensemble des & = (rIva’rlligl ,...,rI{IgM) avec M assez grand et si
$ est dans 1l'adhérence de Q dans %s-(a) , alors

‘;%ORO@ = ¢ .

D'ordinaire (si min (0,04 ,...,cvn) <0) # et Ro ne sont res bornés.

N°5, Inégnlité a priori et régularisateur & droite.

Ao, n'est pas borné, nous allons étudier des opérateurs J‘ﬁ bornés tels que si
¢ et ¢ sont dans COS([Rn), (q;.ﬂocp -w&-l @) soit régularisant. Comme la théorie

a pour but essentiel ltapplication & un domaine borné la considération de
vk, - 42
introduit en fait une restriction sans importance. L et ﬁj ayant les propriétés

du théordme 4, nous considérons 1'opérateur 7 , borné de H; dans ges_(a) car

les symboles sont respectivement dans f)a et f)a , défini paxr
J

-

+ - + -+ +
-7{:1u+ = (P'A_(x) 1A (50, 5000y VP Bj(rM)2u+,...)

et nous étudions l'équation

On montre alors le théoréme

THEOREME 5. i K(g) et TBJ.(g) (5 =1,2,00.9) vérifiont les hypotheses du théo-

réme 4, alors pour u+€H; et @ A, u,€ f}ﬁs_(a) , ona l'inégmlité a priori :

(1) haJlg = ellllg, + ji leglt + wllgoqd -
= S-'Olj-'_

N

Maintenant nous définissons 1l!opérateur J@'? borné de H; dans y’s-(a) par
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Au u, (PA1¢*U9---,YrN[PBu,...)

et 1'opérateur R, , borné de ggs () dans H (démonstration comme pour le
théoréme 5) défini par

~ ,,,+ ~ -
- Ber n+ rMZf
A X

+ -

1.

n'Mx

MDJ(g 5 (8508 -

R F e
S e

THEOREME 6. Les opérateurs #f et R, vérifient 1'4mlité

——

%QRI(‘T? = D + T‘.@
ou %e ggs__(a) et T est régularisant.

R, est appelé "régularisateur & droite de 7(1:2 ",

N°6. Opérateurs avec symbole variable dans R° et dans R, . Etude de leur

continuité.
Nous allons, dans ce paragraphe, définir des classes de symboles correspon-

dant & O , Yd et D de manieére 3 obtenir & nouveau des théordmes de régularité.

Nous supposons dans toute la suite que A(x,5) est indéfiniment différentia-

!x‘ 4= 5 4 nombre positif donné a 1'avan~

ble en x et que A(x,Z) = 0 pour

ce.

A) O’(;) est la classe des fonctions K(x,g) telles que pour tout x et
tout p (0=p<+2) D?A(x,g)s@’a .

On peut alors développer X(x,£) en série de Fourier

4o 1nkx n
Mma=kzm%&)e L(8) s =Ty
ot
~imkx
L P L T
(25)" " g
1 pour |x| = g-¢ .
yo(x) = 5 pe(x) € Co@Y) .

0 pour |x| = ¢

Puisque E(x,g)ecm(ﬁz) on a trivialement
(12) L) = 5
12 E)] = ===

! (1+]e)"

pour tout entier positif M.
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1 . -
B) gé ) est la classe des fonctions 4, (x,£) telles que pour tout x et
tout p (0= p <+, DLE(xg)kY .

On a encore

i i L)
A (x,8) = k=§cn Yo(x) e L. 7 (g)
=imkx

i£1)(§) = (2;)n fij e * A(x,e)ax

et
~(1) - 1+ 9

13 = ¢,

(13) 5] cmi—l-%il(”lkl)M

pour tout entier positif M.

1 -~y (1
C) En posant Lé )(x) =F 1 L£ )(g) nous savons alors définir pour tout
ueH, 1'opérateur 4, :

hus T g6 e (V) « u()]

ou de fagon formelle, si A4 (x,z) = %%1[Kl(x,§)]

+m
Lu=[ & (x,xy)u(y)dy.

s OO

Nous utiliserons les relations (12) et (13) qui permettent de faire des sommations
de séries convergentes si 1l'on prend M assez grand, et la relation fondamentale

dans les espaces HS

5i u(x)eH, et a(x)ectS!J’"(fRn) ’

(14) ol = sl o)l + ol
ol
c_ = max ]Dka(x)l et ¢ =0 pour s = O.
S | < S
lk}=] ] +1
x

I1 est alors facile a'établir les nrcpositions suivantes :

PROPOSITION 3. Pour tout s, si uEHé et A1€Y§1)

A1l o = cllulg
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PROPOSITION 4. Soit x!;(x)eCcS(ERn) et ¥(x) = 0 pour |x=xo| > &, xo gtant

un point fixé guelconque. S'il existe une constante K indépendante de 6 telle
que |¥(x)| = K, alors

iy (& "Ao)u“s_a = CBHU'HS + c{)!iu”s_‘]

ou Ao est défini par
lTTkXo
how, = T jolxe) o 7 (1D () % u()]

et Cs est une constante dépendant de & .

Définissons une classe D(O) de symboles plus restrictive que celles quton

pourrait définir de fagon a.nalogue a D :
Si X(x,e* gn) est C° en x et € (e £0), si A(x,5)e 8( ), alors
K(x,g)eb(go si et seulement si

(-1 )lkl e"a'"ia X

i

Jk
(15) oy o(x) = =5 K(x,0,=1) = (=1) [l oo 25 = A(x,0,+1)

ag 1* og! k’1(

(Ceci signifie essentiellement que K(x,g',gn) Se comporte comme un polyndme

en gn lorsque in -+ ©),

On montre alors que pour s = ~

g% K(x,8) = &_(x,8) + R(x,§)
pour lesquels Dﬁ K_(x,g)ee';+s (0O=p<+®) et

- s+a+1
p [g4+[g

On définit de fagon évidente la classe ﬁc(;) :

!Dg ﬁ(xsi)g

1A

K(x,g)sﬁéﬁ') si pour tout s = =

(g_‘i)sﬁl (ng) = Kl_ (X9§) + ﬁ(xyg)

(0= p<+=)

D};?‘Al_ (x8)eY

et

; _ 1 ¢ | yor+s+l
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On montre le théor®me suivant (analogue au théordme 2 du n°3)
reborinE 7. 81 & (x,6)eBl"), alors

Fault = du)ll  pur  wer 0 a%;))

De la preuve de ce théoréme on déduit la proposition

5, |v(x)] =K,

I

PROPOSITION 5. Soit \y(x)ec‘g(can), ¢(x) = 0 pour |x-xol
K indépendant de 6. Si A (x,g)sf)a , alors

ly(ay =2o)u J|% = osflu )it + /it

o A, a été défini dans la proposition 4 et cs = 0 pour s-o = O.

n
N°7. Régularisateur dans R et dons B" (cas du symbole varicble)

A) Dans mil
Nous définissons

+ +
P"'sz.+ = P'Aou, + P(x)P7 (4, —Ao)u+
ou le symbole de 4, est K(X:f;)"l:‘_@)
de A, est K(Xo ,§)E_(§) (%0 = (xé ;0)
v r_(g) = ':E;I(g) avec M assez grand et W(x)ecz(lﬂn).
Nous définissons ensuite

P'hau, = P+A:(S'“) ¥(x) (4, -Ao)A.(.s-a)‘h

ou Af a pour symbole (g_-i)r. Si le support de | est petit (de diamétre infé-

rieur & 26), par la proposition 4
+ + - +
”P A3u+”s..a = céllu+”s °
Par ailleurs on démontre (& 1ltaide de lemmes de commutation) :
To = PTy(, =Ao) - PTA

est régularisant.

Nous définissons a la frontiére

+ +. +
vP Bjau+ = P Bju, + vi(x)P (le -Bjo)u+
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w1 bole de B, B, 7 o =
ol le symbole de B, est J(x,g)r €] % ﬁ% L
el
. . P
de Bjo est Bj(xc,g)r'(g)
o E'(8) = ().
Alors 1'opérateur défini par
~(smc ) (s=cr.)
+ + 3 3
B, = yP . = B,
vP 3k = YE AL W(X)(BJI Bgo)A- u
a une norme petite comme opérateur de H' dans H! 1y et
S Sy o= 2
+ + +
P'T, = yvP (B, - B. - YP B.
YE'D, = YR ( 4 30) 5

est régularisant,

Soit alors
n n=1
%s-(a) = HS—Q/([R'*') XOICX Hé_aj- %(B ) X eee

et
? _ -+ +-. s
ﬂu_'- = (P A2u+ ,oo‘,YP ngu+,o.o) (J = 1,2,oon,7’t)-
J%=«7{'o +A7Qf3 + T
o Aoy b et T sont définis de fagon évidente.

Dtapreés le numéro 6 on peut construire Ro tel que

féoRo =1+ T(1), T(1) régularisant,

Nous obtenons donc

AR, = T +AR + 2(2)

ou T(z) est régularisant et AoRo a une petite norme. Nous pouvons donc défi-
nir 1tinverse C de (I +‘7€'0Ro). Si R = RoC, alors

AR = I + T(3)

ol T(B ) est régularisant.
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B) Dens R" .

Nous posons

Au

Aou + $(X)(A1 - Ao)u
et

Azu = §(x)(A, = Ao)u - Tu

]

ob T est régularisant et peut &tre choisi de sorte que As
petite.

ait une norme

Le symbole de A, étant

K(x0,8)¥(2),
soit Ro défini par son symbole
—2(E)
A(xo oE) ’
et

C = (I + AgRo)-1
En posant R = RoC, nous obtenons

ou T, est régularisant.

N°8., Opérateurs dans une région bornde.

Soit G une région bornée de R" a frontidre réguliére I'. On définit de
fagon évidente HS(G) et HS(I‘). Nous considérons A(x,E) indéfiniment différen-
tiable par rapport & x et € # O et nous prolongeons ce symbole & tout R, par
exemple en posant A(x,§) = 0 pour |x| Z f=e si G est contenu dans le cube

{|x|] < £=e}. Nous supposons que pour tout xeG, ZA(x,t)e o,

Nous utilisons les fonctions i'k(g) comme dans le numéro 6, et l'opérateur
A Qdéfini par
imkx

foe) e———

+ )
Au = % fol(x) e (Lk * u+) .

k==

Pour chercher des conditions sur A pour que P*A  soit régulier (clest-a-
dire P+Au+€HS_a(G) si u+eH;(G) ), nous devons donner d'abord un théordme

dtinvariance par difféomorphisme :
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THEOREME D'INVARIANCE PAR DIFFEOMORPHISME.

Soit

E(E,B)ev, , K(X,5)ec”(®" x B” - {0}) .

o o]

Soient (%), ¢(§)€C°S, x = s(x) un difféomorphisme de classe C de R" sur

B”. Alors si N est un nombre suffisamment grand, (!s[ = N), llopérateur Ay ,

aprés le clhangement de variables X = s(x), a la forme

M

(16) Agu = (Ao v + T z
3= o] -[xl =3
k| =M

‘lr'lApkj BV + ¢l TM By

f1s ¢ et v sont les expressions de {, ¢, u dans les nouvelles variables

e I

Eo(xy5)e0, et Epkj(x,g)ee'd_j (321),

dans les nouvelles variables, les symboles Lo et X . ayant les formes

pkj
Eo(ng) = K(S(X),Gf(x)g)
(17) < "
N 2 i O Bo(x,g)
L Tyl - u!-z—-]p! "o (0% a¢*

ol si 1'on note c(x) la matrice jacobienne de s(x), o (x) est la transposée

de c¢*(x), et dékj(x) sont des fonctions ¢~ de x.

iy Ty, est un opérateur N-régularisant, avec

_ Men—x

N 5 .

- ire O A o
Remargue. Si Ao(x,g)eDé ), alors Apkj(x,g)d)(g_?j .

Recouvrons maintenant G par une famille finie d'ouverts, (Qj)j y 2880ciée
& une partition de l'unité (CPJ.)j et 4 des systémes de coordonnées locales
({xgs)}i)j (i = 1,2,.0.50) tels que FJ =InN 53.

ait pour équation xlgj)= 0, pour tout J. Nous choisissons enfin pour claque j

®, N
o . CQ. t P = . ®
q:J(x)ECO(tR ) telle que supp L j % Ve =9,
Nous avons la relation
PfAu = £ PYo Au.
j J

Pour transformer cpJAxyj dans le systéme de coordonnées locales {xga)}i nous
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appliquons le théoréme d'invariance par difféomorphisme. Nous obtenons une somme
dtopérateurs de la forme (17) et un opérateur N-régularisant, N grand. Nous
notons A, (x s€) 1le symbole de la partie principale A, de 1l'opérateur P ‘#
dans le systeme {x J } i ’

Nous introduisons »n opérateurs frontiéres yP+BJ. ol Bj a pour symbole
\yo(x)Bj(x,g), ord (ﬁj) = @; et nous faisons les mémes transformations sur ces

opérateurs.

Nous considérons alors les quatre conditions suivantes :

(3)_

w37

et pour X,

a) Kj(x(j),g) £0
Kj(x(j),g) = K;(X(j),ﬁ)zg(x(j),g) avec ord X; =
v) L6900 s o nr4g

c) i.eDgf) pour tous les systémes de coordonnées locales lorsque
Q;NTAd. °

d) Ssi X(J)CF est un point arbitraire de Qj et si §§o) est le symbole
de la partie principale de Bj pris en xo, dans le systéme de coordonnées loca-
les de Q. , alors Tsj° vérifie la condition (S.L.) de Shapiro-Lopatinskii
(voir n°4),

Remarquons que si la condition (b) est vérifide, elle est aussi vérifide par
les termes dlordre inférieur.

Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant :

THEOREME 8, Si A satisfait la condition (b), alors P'A est un opérateur borné
de H;(G) dans H__ (G), pour tout s.

Idée de la preuve :
+ + + +
PlAu, = Z cij Au, =Z P \ijrju_‘_ +ZP cpJ.A(1-q:j)u+ .
J J J
Pour étudier P xp.A\IJ 4 0 transportons-le dans les coordonnées locales

{x (J)}

Py Ay P*¢.AJ¢Ju++ z P@A(r)\yu + Tyu
rz

Jd J+ +

On définit A =X, ::-Ml Ma. Llopérateur 4, est borné (A €I)) la différence
1
entre A j et AJ est régularisante (n°3, proposition 2). On tra:.te les autres
1

termes de la méme fagon et finalement

T Pfo.Aly..] est vorné.
FRERC IR
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+ .
Dtautre part P ¢3A(1-¢j)u+ a un noyau C°, donc 1l'opérateur est régulari-
sant d'ordre quelconque. ILe théoréme est alors &tabli.

Ia condition (d) permet d'affirmer que
+ by
1823 Bju+HS_aj_ 3= el
Nous définissons ltopérateur T par

-+ + -+
Tu+ = (P Tou+,YP Tlu+,,..9yP Tnu+)

. . s +
tel qu'il soit arbitraire de HS(G) dans %s—(oz)-—a , £ >0 et llopérateur £
par

+ + +
J%U._'_ = (P .A.u.+,'YP B'_u+’qoogYP Bnu+) .
Nous pouvons alors énoncer le théoréme :

THEOREME 9. Sous les hypothdses (a), (b), (c) et (d), llopérateur o+ T , de

H;(G) dans %s-(a) , & une image fermée et un indice fini. De plus nous avons

1tinégalité a priori

n
! = of! ! !
(18) »iv‘+«”s = o [fus-a N :‘: ”gj‘}s—ozj- : * !u+i s-’t)
o
£ = PH(a+T, Ja,
+
. = yP (B.+T.
g5 = YE (By+T5)u,

8 = max (%,ozj +5).

Enfin notons qu'il est possible de construire un régularisateur a droite,
clest-a-dire un opérateur R, tel que si u+€H;(G), Fe %s-(a) et si
(A T)u, = F, alors

(A4 T)RF = F + T, F ,

ob T, est un opérateur régularisant.

N° 9, Equations avec potentiels dans [Ril lorsque # < 0 et avec coefficients

constants.

Soit 1l'équation P+Au_+ = f, feHs_a(Bil), s = 0. Supposons que K(g)ef‘,a et
Z‘~+(§)€C: s # <0, Dans ﬁ; et si €'¢R', nous avons la solution unique (voir
N°2).
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% (g) - 1 TT+ ﬁ'(E) .
L) i)

On a par ailleurs la relation (cf. n°4, formule 9)

|« .
Talet e "L ek
Tty =k§1 -‘5‘7 S, elehey) v | [ u § g(%'sin) .
Dtou 1l'on déduit
X %] ~o
u (g) = lgl - S 1:-1 IICON 1 4 §+~ LE(2)
feet §2£+(€) K_(g) )\ (E)§ nl " i (g)

Pour E'¢R! le dernier terme est dans Ho(R'). Puisque K+€C: ’

! = Ckyo(g')g_!_%"-k

_ | | =1
ek (g)

+oeot ck,‘%‘_k(g') + Rﬁ?)(g)

k=] et [R{1() = cﬁﬂq .

Nous détachons dans l'expression de ﬁ+(§) le terme principal de la forme

(g ),

|#] || -1

I (§ )gl |-k qui est image de X dk(x')é(k)(xn) .

k=1 =1
u+(x) est donc la somme de fonctions régulidres et d'une combinaison linéaire de
dérivées de & concentrées en x, = 0. Nous devons alors considérer 1l'opérateur
de convolution agissant sur un terme régulier et |u§ fonctions concentrées a la
frontiere x, =0, soit :

n

(19) £°(u+(x)9 pk(X')) = P+A(X) * u+(X) + P+ Lﬁi Gk(x) % pk(xl) - f(x)

Y n 3 V' + '
ou f€Hs-a(R+) et les solutions cherchées sont u ¢H et py (% )e

Nous supposons que G _(EB)eD et nous définissons G_ x p, par
k e k k

G (x) % o (x) = G (x) * o) (x*)8(x)

. . n-1
py & support compact, puis on prend 1l'adhérence de ces p, dans H_ %(R )
Soit
n-1

. n-1
Si s =s+o -+ % , on cherche pk(x') dans Hsk(ﬁ )N Qg
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~ N
Si Gngak , alors

S~

I eE)B, (g)f, = el (1, -
Posons

%= B x o @) xuuux HSIKI(RIM) .

on peut montrer le théoréme

THEOREME 10, Supposons que

(i) K+(§)€CZ ; n <0, G(g)ed,
k

(ii) Une condition identique 2 (S.L.) (voir n°4) est vérifide.

Alors si f(x)eHs_aGRi) 1'équation (19) a_une solution unique

(1,60 oy RT,)

s
wEQy pk(x‘)eﬂGk .

Remarque. Si E;(g) mt £ alors dlaprés la relation (9) du n® 4 ,

= K"
N In] @ (89)
Gr(g) = ;;1 —E— + R (54e,)
+

et la condition (ii) est que
dét[“djk(g')ﬂ] £0 .

En outre on peut établir une inégalité a_priori et l'existence d'un régulari-
sateur & droite comme dans les cas précédents.

N° 10. Compléments.

A) K(x,g){Da et # nfest pas entier.

I1 est possible de trouver des résultats dans les cas ou A(x,£) ne satisfait

ras de conditions de régularité et ol % ntest pas entier (indépendant de x).

Mais pour trouver des problémes normalement solubles et des opérateurs bornés,
[+]
on appliquere les opérateurs de convolutions sur des fonctions u+(x)€Hh+6(G)
(fermeture pour la norme || ”n+6 de CS(G), “ = ord (§+(x,§)), |s] <%). Alors
PfAu+€§K+6_U(G). Par ailleurs si on accroit la régularité de f(x), u+(x) de-

vient plus régulier & 1'intérieur (mais on ne peut changer la régularité d'ordre
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u+s & la frontidre). Il est donc utile de définir des normes avec poids permet-

tant de rendre compte de ces résultats.
Soit G un domaine borné, G sa fermeture, ' sa frontidre.

Soient wo(x) = 1 pour xeG

ak(x) = ak(x)fk + c(rk) (k = 1400e5N), © petit,
ou r est la distance de x<G & T .
ak(x) = constante > 0, pour r assez grand
0<c =a,(x)=c ot ¢ et ¢ sontdes constantes.
ak(x)€dw(§) .
Nous définissons la norme dans G s

N

“u“s,N = kEO logfll g,y » aui permet de définir H_ (@)

9

et ﬁé N(G) est la fermeture de Cg(G) pour cette norme.
9
Alors on peut établir des théorémes de régularité, des inégalités a_priori

n+
Ces théorémes rendent compte des accroissements de régularité & 1l'intérieur si le

et des régularisateurs pour les opérateurs de convolution appliqués & f 5 N(G).
9

second membre est plus régulier.
B) x variable.

Dans le cas ou # dépend de xel',(n (x) est une fonction régulidre), cons-

truisons une fonction arbitraire continue #!(x) sur I telle que

max [u(x) - n! (x)| <3
xel’

et prolongeons~la de fagon arbitraire mais continue de I' & G. Soit encore

ut (x) cette fonction.

Soit maintenant un recouvrement fini de @&, {Uj}j tel que dans chaque ﬁj

ofH

1ltoscillation de #!(x) soit inférieure a

Soit un Xy dens chagque Uj , tel que XjGF si Uj NT#£@, et

sons #. =4t (x.).
posons (XJ)

Alors si {wj}j est une partition de 1l'unité associée a [Uj}j , nous dé-

finissons la norme

Falgeyse = 2 llegil e
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et
N
“u”(n)+s,N = kEO ”ak(x)un(u)+s+N
@, &tant défini dans le (4).

k
Les espaces H(n)+s(G) et H(u)+s,N sont donc déterminés.

On peut alors reprendre les résultats précédents dans ces espaces.

C) Equations de convolution paraboligues.

On peut appliquer ces résultats au cas des équations paraboliques dans un do-

mine cylindrique ou non. Si x = (%o ; xl,...,xh) et 7 = (g0 ; gl,...,an) et

S

gl = (§1’-'°9§n) nous faisons les hypoth®ses suivantes sur K(x,go,é') :

(i) i, comme fonction de £o, est prolongeable analytiquement au demi-

espace Im Co > O,
(ii) A wvérifie la condition d'homogénéité suivante
E(x,t"0, b8 ) = °K(x,80,8*) (>0, 8>0) .
(iii) A(x,60,8*) £#0 si |Eo| + |e*] >0, ImEc 20, Img =0 .

D'autre part on définit l'espace Hy B(IRn) comme 1l'espace des distributions
9

f dont la transformée de Fourier T est une fonction et telles que

197 =[x 217+ el YR8 )a <o

8,0
| n
et Jf“s,B est la norme de f dans HS,BGR ).
PP Ot n+1 p 5
On définit alors Hs y et HS Y(B+ ) par des méthodes analogues & celles
9 9

utilisées pour définir
E'E") et H_(RY)
s sV 4+

A 1taide d'une factorisation de A(E) sur la surface latérale du domaine et
en imposant des conditions de régularité, on peut alors établir des théoreémes

dtunicité, des indgalités a_priori et l'existence de régularisateurs.
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