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QUELQUES PROBLEMES AU BORD, DU TYPE MIXTE,
POUR DES EQUATIONS HYPERBOLIQUES

par S. MIZOHATA

1., Introduction

Le profléme mixte pour des équations hyperboliques a été traité par plusieurs
auteurs. J. Schauder et Krzyzanski [8] ont traité le probléme mixte, du type
Dirichlet, pour les équations hyperboliques du second ordre. IladyZenskaya [9] a
traité ce probléme et elle a considéré aussi le cas ou la condition au bord est du
type Neumann. Dtautre part, pour des équations hyperboliques d'ordre supérieur,
Agmon a fait une recherche (1]. Mais il a supposé que le domaine est un demi-espace
et que les coefficients des opérateurs différentiels qui interviennent sont
constants. Signalons que, pour les systémes hyperboliques symétriques, il
y a des travaux de Friedrichs [7], Phillips [12], Agronovié [2].

Dans cet exposé, je vais traiter d'abord les équations du second ordre au
point de vue du semi-groupe, et puis je vais montrer quelques résultats sur des
équations d'ordre supérieur au méme point de vue. Le traitement que je vais mon-
trer est inspiré par le travail de Yosida [14], et aussi celui de Lions [10]. Ies
résultats concernant les équations du second ordre ne sont pas nouveaux a de petits

détails prés.

2. Rappel (semi-groupe)

Nous allons exposer quelques résultats concernant le semi=-groupe que nous al=-

lons utiliser dans la suite.

Soit E un espace de Banach., A est un opérateur linéaire fermé dont le
domaine de définition D(A) est dense dans E. Rappelons le théoréme de Hille-

Yosida.

THEOREME 2.1. Supposons qu'il existe deux constantes C (> 0) et B telles que
- -m

(2.1) |(AT-4)T" = c(a-p) (m=1,2,.0.), A>B .

I1 existe alors un semi-groupe unique T, ayant A comme générateur infi-

t
nitésimal,
Remarque. Dans l'application, il arrive assez souvent que (2.1) est vérifide

sous la forme trés forte :

HA

0-p)" (> p)

Considérons maintenant 1'équation d'évolution dans B

(2.2) 1 z-a)7")

(2.3) é% u(t) = su(t) + £(t)
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Appliquons le Théoréme 2.1. On a le

THROREME 2.2. Supposons (2.1) ou (2.2). Etant donnés la valeur initiale wuoeD(A)

4 t =0 et le second membre f(t) tel que t — f(t), Af(t) soient continus

dans E pour t = 0, il existe alors une solution unique u(t), tZ 0, de (2.3)
telle que u(t) (eD(a)) soit une fois continuement différentiable & valeurs dans E.

Ia solution u(t) se représente par

N
(2.4) u(t) = T Uo + Io T, f(s)ds .

Inéealité d'énergie.- Supposons les hypothéses du Théordme 2.2. Dtaprés (2.4),

t
(2.5) ”u(t)“ = C exp (Bt)||uol| + C fo exp {p(t-s)}||f(s)||ds .

5i nous supposons de plus,

(2.6) f(t) est continuement différentiable dans E
on a
t
(2.7) ut(t) = Tt(Auo + £(0)) + Io Tt_sf(s)ds
D'ou,

t
(2.8) |t ()] = C exp (pt)!|aue+£(0)l) + C IO exp {B(t-8)}|f1(s)llan .
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Chapitre I

CAS DES EGQUATIONS DU SECOND ORDRE

1. Conditions au bord.

Dans ce chapitre, nous allons considérer 1l'équation suivante,

(1.1) %z—zu(x,t) + a, (x,D)aﬁg u(x,t) +a, (x,Du(x,t) = £(x,t).

Explicitons les conditions; xeR™.

o

(1.2) a, (x,D) = % hi(x)axi + ¢ (x)

3 . 3
(1.3) a, (x,D) = - aij(x>axiaxj + bi(x)SET + ¢, (x),
ol hi(x) (fonctions & valeurs réelleg), et aij(x) (2 valeurs réelles,
a5 = aij(x)) satisfont & la condition d'ellipticité :

n n

(1.4) b aij(x)gigj z5lgl®, ¥ EeR, v xR,

§ étant une constante positive.

Pour simplifier notre roisonnement, nous supposons que tous les coefficients
sont suffisamment différentiables et bornés avec leurs dérivées. Nous supposons que
Q est ou bien 1ltintérieur ou bien 1l'extérieur d‘une hypersurface compacte S, sup-
posée assez régulidre. Mais, comme on verra, cette condition n'est pas nécessaire.
Par exemple, dans le cas ol ) est un demi-espace ou quelques domaines cylindriques,
tout ce que nous allons montrer est vrai. Plus précisément, il suffit de supposer

que (O est uniformément régulier au sens de Browder [4].
Nous allons considérer deux types de conditions au bord.

1) Condition de Dirichlet u(x,t) _— 0. Cela signifie que, dans IP-cadre,

.u(x,t) oppartient & HB(Q) pour tout t.

2) Condition de Neumann. Soit v 1la normale de longueur unité, extérieure a 8

considérée dans R". Posong
d 3
(1.5) = - 5 aij(x) cos (v,xi)g§; (xe8) .

Ia condition au bord est
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(1.6) 4 U(X £) - 21 h, (x) cos (v X, ) u(x,t) + o(x)ulx,t) = 0 (xe€8),

ot o(x) est une fonction, & valeurs réelles, définie sur S, supposée assez ré-
gulidre, et o les hi(x) sont cclles de (1.2)

En posant 2y v, 1l'équation (1.1) devient

3t
(1.7) £ P ( ° ERERE
v 2 (x,D) -2, (x,D)] v] L£]
ou simplement
a
(1.8) 33 U = AU + F.

Nous allons considérer (1.7) dans 1l'espace suivant :
1) cas de Dirichlet

(u,v)€H ® uel(Q), vI?F(Q),
(u,v)eD(A) © weE (Q) N B(Q), vwB’(Q) 3

2) cas de Neumann
(u,v)et & v (), veI?(Q),
(u,v)eD(A) » v (Q), veHE (),

de plus

(1.9) 35 w0 = <> v(x) + o(xu(x) =0,  xes,

ou

<hyy> = % hi(x) cos (\),xi) .

2. Résolution (cas de Dirichlet)

Munissons H du produit scalaire

(2.1) (T, 0)y =2 (a

9
i3 ax u, =< aXJ =2 u) + (v,v) + (u,u).

On voit que [|U|; et iy + Hv‘]o sont équivalentes. Calculons
(AU,U)H + (U,AU)H pour UeD(A). Compte tenu de

A{usv} = {Vs"a'gu -a,vl,
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v Ju du Vv
(AU,U)H + (U,AU)H - Z(aij >, axj) + Z(aij S—X-i , a—i‘]) + (-azu-eqv,v)

+ (v, =a,u-a,v) + 2 Re(u,v).

Or,
u v
(-agu,v) = _Z(aij 'a';c'i 9 'a';.]) + (el (X:D)uov)v

e, étant un opérateur différentiel d'ordre 1.,
D'ou
|(AU,U)H + (U,AU)H\ = const ||UJJ3, (ueDn(a)).
I1 existe donc une constante B (> 0) telle qu'on ait

(2.2) I I-)U)g = (]a] = B)U}l; pour A xéel, [A]|>p .

Puis, considérons 1l'équation en U,
(2.3) (A\I-A)U = FeH .
En détaillant

)\u-vf’*fl

(2.4)
a,u + (a, A )v = £, .

BEn substituvant v

Au - f; dans la seconde équation, il  vient

i

(2.5) a,u = (ay, +2ay +2%)u =15, + (&, +\)f .

On voit facilement que la résolution de (2.3) revient & trouver ucH (Q) N H(Q)
de 1'équation elliptique dépendant du paramétre réel A , .

a)\(x,D)u(x) = f(x)eI?(Q) .
Or cette équation peut se résoudre pour |7\] assez grand par la méthode variation=-
nelle. Donc

PROPOSITION 2.1, Il existe une constante vy (> 0) telle que

1620 = (=0T po >y
Appliquons le théordme 2.2 &  la partie au début. F = [g], AP = [ _; el
montrent qu'il suffit de supposer que t - £(t)€E(Q) soit continue. Dtol
PROPOSITION 2,2, Etant donnés la donnée initiale
(u(0),ur(0) = (uo,w )< (@) N H(Q) x He(Q)
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et le second membre f(t)f&%(H%(Q)), clest-d-dire fonction continue en t & valeurs

dang H(Q), il existe alors une solution unique u(t) de (1.1) telle que u(t),

u'(t), u"(t) soient continus dans K (Q) N HB(Q), B(Q), I?(Q) xespectivement.

Maintenant on va supprimer  1l'hypothése que f(t)g&%(H%(Q)). On peut démontrer
le théoréme suivant.

THEOREME 2.1. Etant donnés (uo,u ) (Q) N H(Q) x B(Q) et le second membre f(t)
tel que t - f£(t),f£'(t) soient continus dans I?(Q), c'est-a-dire f(t)s&%(l?(ﬂ)),
il existe alors une solution unigue u(t) de (1.1) telle gue (u(t),u?(t),u"(t))
soit continu dans K (Q) N B((Q) x BQ) x I*{).

Démonstration. Fixons T > 0, Il existe une suite fj(t) telle que

1) fj(t)ee;(ﬂ%(n)),

2) fj(t)’fs(t) convergent uniformément dans [0,T] wvers f£(t), f'(t) res-
pectivement pour la topologie de I?(Q). Désignons par uj(t) la solution de

(1.1) aveec f = £ (dont 1ltexistence vient d'&tre montrée).

Ceci préparé, appliquons (2.5) et (2.8) de  la partie au début a uj(t)-

lIA

T
”uj(t)—uk(t)lll + Hus(t)-ul*c(t)ﬂo c(T) fo ”fj(t)-—fK(t)”o at

T
C(T)[ﬂfj(o)—fk(O)”O + fo ][f;‘j(t)—flf{(t)[lo at].

1A

s 6)-u (e} + [l (e)=ap ()]

Ces deux inégalités montrent que (uj(t),us(t),ug(t)) est une suite de Cauchy dans
Q) x (@) x ?{Q). oOr,

ug(t) + al(x,D)uB(t) + a, (x,D)uj(t) = fj(t)
montre que {uj(t)} est une suite de Cauchy dans S%(H?(Q)). Donc, par passage 2

la limite, on a la solution u(t) cherchée. Ltunicité est déja montrée dans la
Proposition 2.2. C.Q.F.D.

En terminant, montrons une inégalité d'énergie. D'abord, dtaprés (2.8) du

début, utilisant une suite {fj} régularisée, définie dans la démonstration du

Théoréme 2.1, on obtient
lhat (£, + Hu"(t)“o = C exp (yt)[”u”1+u—aguo-a1ui+f(0)”o + fz “f'(s)”o as].
Compte tenu de
Tu(t)ly = C'(”aa(x’D)u(t)Ho + ”u(t)“o) ’

et de
22 GesD)u()lg = {[u"($)llg + llay (x, D)t (8) ]|y + [|£C8)]], »
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on obtient

HA

(2.6) flu()l + [t (e)f + [u"(s)]|, = C" exp (vt)[iluoilz+hu1m+'|f(0)|lo+f [1£1(s)l|de.
pour t = O.

3. Résolution (cas de Neumann),

Introduisons dans H 1la forme sesquilinéaire
(3.1) (U,0)y = Z(ala vy u,aXJu) + (v,v) + fsc(x)uﬁds + glu,u) ,

ol B> 0 ent choigi de telle manidre que HU”H soit équivalente & |ju||, + “v”o .
Pour wusD(A),

\ , v 9
(40,0)y + (U,40), = Z(ala 'a“;{ ’ BXJ) + =(ay j 3%, uyax V) + (=a,u-a,v,v)

f ovedS + (7y=a, u-a, v) +f ouvdS + 2gRe(u,v).
S S
Or,

(e vy v,v) = fs (5 - <n,ypvigas - o i3 a;c ; ax ~ ) + (& (x,D)u,v)

+ (vy(a + 2(x))v) .

Comme (u,v)eD(4), compte tenu de (1.9), 1llintégrale au bord devient

- [ cuvds. Dore,
| (AU, 0) + (U,40) 4| = const [[TU]f5 .
De 1
(3.2) I (AI-4)U] 5 = (JA] = BVl pour A wéel, || > B .

Congidérons 1ltéquation

M- v o= £ eH(Q)
(3.3)
a,u + (8, +\)v = £,eI7(Q) .

Si (u,v) satisfait a (1.9), alors on a, pour x€8,

<h,y>v(x) = {Au(x)-f (x)}<h, > = i u(x) + o(x)u(x) ,

clest-a~dire: u(x) doit satisfaire 3 la condition
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(3.4) 'é% u(x) - A<hyyou(x) + o(x)u(x) = - <h,v>f; (x) .

Réciproquement, si u(x)e®(Q) satisfait a (3.4), alors en définissant v(x) par
v=2Au-f,, onvoitque (u,v) satisfait & (1.9), donc (u,v)eD(A).

Comme au cas de Dirichlet, le probléme revient & trouver la solution
u(x)e® () de 1téquation

(5:5) 2, (x,D)u(x) = £(x)eF? (@)

avec la condition au bord (3.4), ot a, =a, + A\a; + A3,

X
Montrons que ce probléme peut se résoudre avec la méthode variationnelle.
Supposons d'abord que u(x)€¥(Q) satisfait & (3.4) et (3.5). Pour toute e (Q),

<(a, + A3y + X)u,B> = (£,0)

stécrit par intégration par parties,

v <a. gu o <e; (x,D)u, > + >\<u,ta1$> + \P<u,p> - f 5%1— u - A<h,y>u}pdS

&=, {
ij axi 6Xj S

= (fﬂP)'
Compte tenu de (3.4), 1'intégrale au bord devient

r {ou + <h,y>f; }9dS .
S

En résumé, u(x) satisfait & 1'équation

du u

2(ai5 5%, 5x,) + (ause) + 1(use*e) + 22 (usp) + rs oupds
%%

(3.6)

Il

(£,9) = [ <b,y>f; .pdS
S

e

Réciproquement, si u(x)eH(Q) satisfait & (3.6), on voit facilement que wu(x)

satisfait a (3.4) et (3.5).

Or on sait bien que, si A (réel) est assez grand, pour toute feI®(Q) et
toute f,€H(Q), il existe une solution unique u(x)¢H (@) de (3.6). Puis le
théoréme concernant la régularité au bord montre que u(x)€F (Q).

Appliquons le Théordme 2.2. F(t)eD(a) signifie que f(t)eH (Q) et
<h,y>flS = 0. D'ou

PROPOSITION 3.1. Etant donnés (uo,w )eF (Q) x B (Q) satisfaisant &

(3.7) (& + o(x))ue(x) - <h,yuy (x) = 0, xS,
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et _le second membre f(t)e&%(HLGD)) tel que <h,¥>f(x,t)[s = 0, il existe alors
une solution unique u(t) de (1.1) satisfaisant & (1.6) telle que wu(t), u'(t),
u"(t) soient continus dans H(Q), B (Q), I°(Q) respectivement.

Démonstration. Le Théoréme 2.2 de la partie au début affirme que u(t)GE?(Q),

mais il n'affirme pas la continuité en t. Montrons-le. D'abord, <h,y (x t)'s
est continu en t & valeurs dans HE(S), alors (1.6) implique que (SL-+o)u(x t)‘s

l'est aussi. D'autre part, on comnait la majoration
[ullo = O[jla, Ge,D)aly + [l + fI(E + o)uly g -
Or, 1'équation (1.1)
82
8, (x,D)ulx,t) = £(x,%) - Tpulx,t) - a (x, D) 7o (x,t)

montre que a,u(t) est une fonction continue en t & valeurs dans IP(Q). Donc
la continuité de u(t) dans H(Q) est assurée. C.Q.F.D.

On peut supprimer les conditions sur f(t) par la méthode analogue & celle
que nous avons utilisée dans la section précédente. Nous nous limitons & énoncer

le résultat.

THEORMME 3.1. Etant donnés la donnée initiale (uo,w )eF(Q) x B (Q) satisfaisant
a (3.7) et_le second membre f(t)eZ 1(1?(9)), il existe alors une solution u(t)
et une seule de (1.1) avec la condition (1.6) telle que wu(t), u'(t), u"(t) soient

continus dans ¥ (Q), B (@Q), I?(Q) respectivement. On a alors une inégalité

d!'énergie suivante :

b
() + [t + " (8l = € exp (v6)l[wolly + [ fh + £(0)i] + folif'(s)llods3

pour t =0

4. Cas ou les coefficients dépendent de t.

Nous allons montrer comment on peut étendre les résultats obtenus au cas ou

les coefficients dépendent de +t. Nous nous limitons au cas de Dirichlet. Signa-

lons que dans le cas de Neumann, il faudrait une étude minutieuse, parce que D(A)

n'est plus indépendant de t.
Soit
(4.1) L(t)[u(t)] = -q?u.+ a, (x5t D) + a, (x,t,D)u = f.

On garde les hypothéses faites jusqu'a maintenant. Nous allons supposer de plus

que tous les coefficients de ai(x,t,D) sont des fonctions continuement différen-
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tiables en t & valeurs dans G (R"), m étant un nombre entier suffisamment éle~
vé. BP(R") est l'espace des fonctions ayant les dérivées continues et bornées
jusqu'a 1l'ordre m, muni de la norme habituelle. Pour la commodité, nous supposons
que L(t) est défini dans te[=60,T+60] (60 > 0).

Montrons que 1l'inégalité (2.6) peut s'étendre au cas actuel. Remarquons

d!abord que, si on considére
(0,0) 0y = S . (x,8)2= 0,2 ) + (u,u) + (v,v)
»W/H(t) 1387 Voxy ’axj ’ ’

pour la solution u(t) de (4.1) telle que u(t)€€%(H?QQ)) n Si(H%(Q)) ,
u'(t)e@%(H%(Q)) N EE(IP(Q)), on a

%;HU(t)HH(t) = YHU(t)HH(t) + Hf(t)“o .

D!oly, pour to =t ,

1A

t
(4.2) ”U(t)}{H(t) exp y(t-to)HU(to)HH(to) + ft exp {y(t-s)}”f(s)”o as .

Ceci remarqué, supposons dlabord que
u(t), @ (t) (%) ,u™ (£))eFE(Q) N D x ¥B(Q) N D x D x I°(Q)

et que y est contimu, D é&tant H:(Q). Supposons ensuite que f(t)€8%(l?(0)).
Dérivons (4.1) par rapport & +t, alors

(4.3) ‘ u” (t) +agu" + (ag+af)u' = f' - alu .

En appliquant (4.2), s )

(4.4) (D)L + 1um(8)l]g = SO ()} + [[u" (0Dl + Io £t (s)]jas + fo [u(e),as]s
te[0,T] .

D'autre part, compte tenu de (4.1),

(4.5) a8y = ()] + (i)

cr(fu (B, + [t (8)h + £(8)i[g + [lu(edlly)

HA

HIA

Bvidemment,
(el = (s = C(T[(0)l + lu*(0)y + fz 1£(s)l]gas] -
En notan%
v(8) = (el + ()l + ()il

on obtient
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t 1
y(t) = (1) IO v(s)as + '|ur(0)ll, + !]u"(o)llo + lu(o)ll, + ![f(O)HO + fOHf‘(s)Hods:}.

Comme, d'aprés (4.1),
[u"(0)]] = const [[a(0), + [lu'(O)l, + [|£(0)]|,]

on a finalement,

(4.6)  u(e)ll + [u'(E)ily + lu(8)]|q = ST ()], + Ju'(O), + 1£00))],

t
+ e as] -

Supprimons 1'hypotheése sur wu(t). On suppose que wu(t), u'(t), u"(t) sont
continues dans ¥ (Q) N D, D, et I?(Q) respectivement. Régularisons u(t) par
cps(t). Posons cpa('t)‘('t) u(t) = ué(t). D'apres (4.1),

(4.7) L(t)[u, (£)] = £, + Cou(t) , te[5,T=0" ,

LY

ol
Céu(t) = [a, ,pé*]u'(t) + [a, ,cpé*]u(t) .

Appliquons (4.6) & ua(t) .

[y () + g (9 + (80 = Ch (Mg (e + ul(eV + fal(edly + 12,

t t

+ [ ]|E1(s)] s + 0 (el + [ = c.u(s)q s

€ £
ob te[e,T-e], e étant un nombre positif quelcongue fixé, (5 < ¢).

Or, d'aprées le lemme de Friedrichs, on a

%
je ”71('15 Cou(s)yds » 0, fcou(e)], » 0 (5-0) .

Donc, en passant dlabord par la limite & - O, puis ¢ - 0, on obtient (4.6).
Montrons maintenant le

THROREME 4.1. Etant données (uo,u JeH (Q) N HIO(Q) x B(a) et f£(t)ezi(T? @))
(ctest-a-dire : t - £(t),£'(t) sont continues dans I?(Q)), alors il existe une

solution unique u(t) de (4.1) telle que u(t), u'(t), u™(t) soient continues
dans H(Q) N Hlo(Q), HL(Q)’ I?(Q) zxespectivement. On a 1'inéemlité (4.6).

Démonstration.

On va adapter la méthode de Peanc en s'appuyant sur le Théoréme 2.1. Soit
A:0=1% <t <0<t =T Soit w (t) (te[to,t,]) la solution de
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L(to)[u(t)] = £(t) avec la donnde initiale (w (0),u!(0))= (Wo,u ). Puis, soit
u, (t), te(t, ,t, ], 1la solution de L(t )[u(t)] = £(t) avec

(u, (8 ) (1)) = (w (1 ),w' (%))

Ainsi, on a une fonction uA(t), te[0,T]. Considérons une suite {Aj} de [0,T]
tendant vers O. On aura une suite {uj(t)}, t€[0,T]. En utilisant (4.2), on mon-
tre que

s (8Dl + i ()]l + fui(eil,

1A

IVI V te[O,T], j = 1,2,000 [

Cela signifie que {uj(x,t)} est une suite bornée dans K (Q x (0,T)). Il existe
donc une limite faible wu(x,t) dans B (Q x (0,T)). On montre que

L(t)[u(x,t)] = £(x,%) p.p. dans q x (0,T) .
On voit que u(t)€8%(H%(Q))s ug(t)€3;(L2(Q))s et (u(0),u'(0)) = (wo,w ).

Régularisors u(t) par cpé(t), et notons ué(t) = cps(t)'z't)u(t). Pour la com-
modité, nous supposerons que la construction ci-dessus a été faite dans l'intervalle

te[-60,T+60], en prolongeant f convenablement dans t€[-8o,T+60]. On aura
L)a, (D] = £,(4) + Cu(t)

ou Céu(t) est donné cans (4.7). En limitant cette relation 2 Q x [0,T], appli-
quons 1'inégalité (4.6). On voit que [ué(t)} forme une suite de Cauchy. Plus

précisément, E!%(t) - uét(t)ﬂg . Hué(t) - ué,(t)“1 , ”ug(t)}}o- ug,(t)”O convergent
wniformément (dans [0,T]) lorsque 6,8' —» 0. Donc la limite wu(t) satisfait bien

a la propriété énoncée dans le théoréme. C.Q.F.D.
Domaine de dépendance. Remarquons l'existence du domaine de dépendance fini.

Cela découle immédiatement de 1'indgalité d'énergie (4.6), ou plutdt de 1'inégalité

plus simple

)
[0l + () = OO + [t + [ E(=)]gée] -

Soit u(x,t)eC®, définie au voisinage V d'un point (go,to) du bord, Eo€S 3
si
d
u(x,to) = 5T u( x,t0) = 0,

VN {t=1t}NnQ, et
u(gst) =0, (§7t)€vy EES

alors u(x,t), solution de (4.1) avec f =0 dans VN {xeQ}, s'annule indentique=~

ment au voisinage V!'(c V) de (Eo,to).

to (> 0) étant fixé, soient ) (x,t38), A, (x,t58) les racines de
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¥ o+ by (x,t58 W+ by (x,t55) = 0
Notons
\_,. = Sup In; (x,t58)] .
ma. — vy
o gl=1,(x, el x [0,t0] 7
i=1,2
Soit Xo€Q ;3 désignons par C 1le cbne retardé de sommet (xXo,to), défini par
{(x,t)5|x=x0| = Kmax(to~t)}, et soit ' =5 x [0,o[. On montre le

THEOREME 4.2. Soit u(x,t)eC®, définie dans C N {xe(,t = 0} et y satisfaisant
a (4.1) avec f =0. 8i u(x,0), §%-u(x,0) g'annulent pour x€CN{xe(,t=0} et si
u(g,t) = 0 pour (¢,t)eCN T, alors u(x,t) s'annule identiquement dans

CN {xQ,t =0} .

Régularité des solutions. Si (uo,u ) et f£(t) sont régulidres, on peut affir-

mer que les solutions (4.1) sont régulidéres en imposant certaines conditions de com-
patibilité en t = O, Evidemment nous supposons que les coefficients de L sont
réguliers. Le raisonnement qui suit est essentiellement dfl & Ikawa, qui nous l'a

communiqué trés récemment.
Désignons l'espace Ho(Q2) par D. Supposons
(4.8) (Wo,yuy JeE(Q) N D x (@) ND,

(4.9) £(£)es3(F(2)), £ (1) (P @)

et la premidre condition de compatibilité, qu'on déduit de (4.1) s
(4.10) u"(0) = £(0) - a, (x,0,D)y - 2,(x,0,D)uced .
2
Cl'est-a~-dire que la fonction g%g'u(x,o) calculée par (4.1) doit &tre nulle au bord,
Sous ces conditions, nous allons montrer que u(t), u'(t), u"(t), u™ (t) sont des

fonctions continues & valeurs dans E(Q) N D, #(Q) N D, D, I?(Q) respective-

ment.
Dérivons (4.1) en t ; on obtient
(4.11) L(t)[ut($)] = £1(¢) - L*(t)[ult)] .
On va résoudre cette équation par approximations successives.
Posons u'(t) = v(t). (4.11) devient
(4.12) L(t)[v(t)] = £1(%) - L*(t)[u(t)]

avec

t
u(t) = wo + fO v(s)ds ,
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et
(4.13) v(0),v'(0)) = (w ,£(0) - & (x,0,D)u, - a,(x,0,D)ue) .
v, (t) est définie par
(4.14) L(t)(v (£)] = £1(¢)
avec (v (0),w(0))= (le second membre de (4.13)).
D'aprés le théortme 4.1, w (t),v'(t),v'(t) sont continues dans H(Q) N D, D,

I?(Q) respectivement. v,(t) se définit ensuite par

t

(4.15) L(t) vy (£)1 = £1(¢) = L'w ()], w (%) = we + [ w (s)ds,
0

avec la donnée initiale (4.13).

D'aprés le théordme 4.1, compte tenu de L‘(t)[ui(t)]sei(L?(Q)), v,(t) ala

méme propriété que v, (t). De proche en proche, on définit {Vh(t)}' Or,

L(8) vy (8) = v (£)] = = L (8)[u (t) - u _, ()],

t
un(t) - un_1(t) = fo {vh(s) - vh_1(s)}ds ,
montre, compte tenu de (4.6), que la série

2 901 () = v + iy (8) = (8 + 1w (8) = va(®)]g

est uniformément convergente. Donc la limite +v(t) des {vh(t)} satisfait bien &
(4.12), (4.13). v(t), v'(t), v"(t) sont continues dans H(Q) N D, D, I?(Q) res-
pectivement. (4.12) et (4.13) signifient que

EdE {L(e)[u(t)] - £(¢)} =0 dans # (),

et L(t)[u(t)] - £(+) =0 pour % = 0. Donc u(t) est la solution de (4.1) avec
la donnée initiale (uo,w ). Or, dtaprés ltellipticité de a,(x,t,D), on voit faci-

lement que u(t) est continue en + & valeurs dans K (Q) N D.

Recommengons encore une fois. On considére

(4.16) L(t)[u"(£)] = 2Lt (£)[ut ()] - L"(t)[u(t)] + £(%) .
Supposons

(4.17) (woyw )eE@) N D x (@) N D,

(4.18) £(t)ee (P (), £r(t)ee(H (Q)),£"(t)ee} (1% (),

et, en dehors de (4.10), la deuxidme condition de compatibilité quton déduit de

(4.11) =
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(4.19) ™ (0) = =8 (x,0,D)u"(0) - a,(x,0,D)ut(0) + £'(0) ~ Lr(+)[u(t)]|,_s€D -

- Jous ces conditions, en utilisant (4.16), on peut démontrer que les u(l)(t)
sont continus dans 1-14"1(9) (i =0,1,.04,4).

Résumons :

THEOREME 4.3. Supposons que (uo,w )eE™Q) N D x B (q) n D, que £(£),£1(t)yueey
f(m'z)(t), f(m-‘l (t) sont des fonctions continues & valeurs dans Hm—z(Q),
Hm-B(Q),... , B (), I?(), respectivement, et que

u"(o),u"'(o),...,u(m"1)(o)eb.
Alors u(t),u'(t),ee.,u’™ (%) sont des fonctions continues & valeurs dans
() N D, i (Q) N DyuesyD,I?(Q) respectivement.
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Crapitre II

CAS D'ORDRE SUPERIEUR

1. Introduction.

Nous allons considérer quelques problémes aux limites pour des équations stric-

tement hyperboliques. Les équations que nous allons considérer sont de la forme

n_ 3 2n-1 Pmelmi
(1) =TT G +o@a@D)u+ 230 b, (x,D)( 7) w="f,

ou les bi(x,D) sont des opérateurs différentiels arbitraires dlordre = i. On
suppose
(1.2) 0 <oy (x) <p(x) <ave < am(x) .

Plus précisément, il existe une constante positive d telle que

v

o (x) =4, ai(x) - ai_1(x) d (i=2,3,000,m) &

n
(1.3) a(x,d) = - T 2a,,(x) 5>
i,j=1 %% ox
Jes -
oL/ a; (x) sont & valeurs réelles, et a, (x) = aji(x) 5

(1.4) b aij(x)gigj z slgl? (6 >0).

Tous les coefficients sont supposés suffisamment différentiables et bornés avec

leurs dérivées dans R°. Etant donnée une hypersurface compacte S assez réguliérs

Q est ou bien 1l'intérieur ou bien llextérieur de cette surface.

Les conditions au bord sont
1) type de Dirichlet :
-1
(1'5) ‘U.(X,‘t)' = (au)(xst)l = ese = a(XyD)m u(X,t)IS =0,
S S

2) type de von Neumann :

(1.6) (=« a9 = C-RDICCIDIIEINE &+ oxam”u)(x,tns -

ou o(x) est une fonction suffisamment différentiable & valeurs réelles, et

4. =% a; (x)cos(x ,v)

dn ax ’

v étant la normale extérieure.
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D'abord, remarquons que si l'on prend p > O assez grand l'opérateur
(1.7) A(x,D) = a(x,D) + BI

devient un opérateur auto-adjoint strictement positif, en prenant pour domaine
D(a) 1) (cas Dirichlet) D(A) = H(q) N B(Q),

2) (cas von Neumann) D(A) = {ue® (Q) ; (j%_‘ +o)u =0} .

DEFINITION 1.1. Nous désignons par H 1'opérateur auto-adjoint strictement
positif /i .

PROPOSITION 1.1. Prenons B assez grand ; alors, pour ucD(H), |Hul| est équiva-

lente & |jull,, clest-a-dire & la norme de u dans H (Q). D(H) = H(Q) pour le
cas de Dirichlet, et D(H) = H(Q) pour le cas de Neumann. Pour toute a(x)edt (Q)
et _toute ueD(H), a(x)u(x)eD(H).

Démonstration.
Envisageons le cas de Dirichlet. Supposons dlabord ueD(A) = K@) n ®(Q);
alors

(1.8) (au,u) = 2(ay -g% , &) 4 gl
J

Puisque (Hu,Hu) = (Au,u), on voit que, si § > 0, ||Hu| ~|jul,. Soit wueD(H).
I1 existe une suite uJ.eD(A) telle que HH(u—uj)H - 0. Puisque {uj} est une
suite de Cauchy dans Ho(Q), il en résulte que ueH(Q), et Huj—u”l - 0. On
voit donc que !|Hu® est égal au second membre de (1.8). Or D(4) (c D(H)) est

dense dans H:(Q). Comme D(H) est un sous-espace fermé de H:(Q), on obtient
D(H) = H:(Q).

Passons au cas de von Neumann. Supposons ueD(A). On a

Ju du | -
(1.9) (Au,u) = E(aij St ¢ 'a—)-c—) + ﬁ,[u“z +f cuudsS .
i J S
On voit donc que, si B est assez grand, ||Hu| ~ |[u}. Soit wueD(H). Par le méme
raisonnement, on voit que ucH (Q) et que [|Huf est égal au second membre de
(1.9). Comme on le voit facilement, D(&) est dense dans H (Q). Dtol,

D(H) = H(Q). Ia dernitre partie est évidente. C.Q.F.D.

Nous fixons [ une fois pour toutes pour qulon ait la Proposition 1.1.

COROLIAIRE. L'opérateur H! est continu de IP(Q) dans H (Q).

PROPOSITION 1.2, H ° (s = 1,2,...) est un opérateur continu de I7(Q) dans
S
5(Q).
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Démonstration.

Comme on sait, pour tout s entier non négatif, A est un opérateur continu de
H2+B(Q) N o(a) sur B°(Q). Comme H2+S(Q) N D(A) est un sous-espace fermé de

H2+S(Q), d'aprés Banach, l'inverse est aussi continu. D'ou
fallp, s = Cl|au| pour ueH2+S(Q) N D) .
En dtautres termes,
a7 v, = Cllul, pour  uweE(a) .
En utilisant cette inégalité, on voit que
1) si wI?(Q), alors A-kueHZk(Q) et AT u“Zk = CHuHO ,
2) si ueH (Q), alors A Ky Pk Q) et HA-kuHZkH = Cliull,

Compte tenu du corollaire, on obtient la Proposition. C.Q.F.D.

2. Réduction du probléme.

Ltéquation (1.1) stéerit sous la forme

( 52m ) 2m~2 ) - 2m~1 ( ) i
2.1) Iu = u + 7 (x)A U +eeet c (x)Au + £ DY .(x,D Leu=rf,
3 1;2m 3 t2m—-2 m 120 2m=1=i 3¢t
ol bJ!‘(x,D) est un opérateur différentiel dtordre = i.
Posons
2m=1
- N =9
(2.2) Wo =Wy W o= TEaeee, Uy g atzm"1 u .
On a
[ o [ o 1 T [ uw |
w - Tl |
d = B T .
o] . ~ .07 -+
3t . .
| Yom-1|  |-c.a™ O - A% o . —qA 0 | Yemet]
r 1T Uo F 0]
0 U 0
+ . + .
- ! -
L bém-1 b2m—2 LA ‘b& B B uzm-1~ L f ]

ou plus simplement

(2.4) LT () =AT () + F(t) .
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Nous allons considérer cette équation dans l'espace

(2.5)  (u(t),u(8),.. 00?2 (6))ep(#0 1) « D(E2) ...x D(H) x F(a),
en prenant le domaine de & ,
(2.6)  TeDGE) © (vo,my yennyuy o )eD(E™) x D(E™) x...x D(H)
D(8°) (s = 0,1,2,...) est muni de la norme ”H?u“lﬁ(a).n(ﬁs) est un espace
hilbertien.
Remarquons le fait suivant :

PROPOSITION 2.1. Ia topologie de D(E®) est identique & celle de E(Q). D(¥%)
+1) est dense dans D(E®).

est un sous-espace fermé de 1 (Q). D(H®

Démonstration. D'aprés la Propositien 1.2, HH-SuJIS = c”u”o ; clest-a-dire :

”u”s = c”Hsu”O pour toute  ueD(H®) .

Montrons 1'inégalité inverse. Pour s = 2k+1, dans le cas Dirichlet, on a

! | | a
182 = ) - 2(ay, s2(au), s(a%0)) + gt ,
i J

et dans le cas de von Neumann, il faut ajouter le terme f clAkulzdS .
S
Donc,
| Eu?

L

ot [l -

D'ou,

1A

! < S | S
o"fufg = B = etlul], ,  ueD(E) .
Les autres propriétés se démontrent facilement. C.Q.F.D.

Introduisons la matrice

- H2m--1 -
H2m--2
(2.7) E(E) = T
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Supposons UeD(#). Alors

o 1 7
0 1
(2.8) EB(H) U - STl HE(E)U + GE(H)0
SRR
chm(x) 0 -cm_1(x) eee = (x) O |

]

(P(x)H + B)E(H)U ,

R =

N |
-b! H—(2m-1 ) —b! H—-(2m—2)

2n-1 2m-2 cor b8

D'aprés la Proposition 1.2, ® est un opérateur borné dans (I? (Q))zm. Remar-
quons que UeD(4) &quivaut & E(H)Te (D(H))Z™.

3. Majoration a priori.

Nous allons évaluer (AI-£)U. Pour cela, remarquons d'abord que
m
a8t (AT - B(x)) =TT (@ + oy(x)) =0,
3=1

Donc les racines sont +i /ozj(x) (i =1,2y000.,m). En notant Apjat = +v/a/jzX)a
)‘23' = - /aj(x) (3 = 1,2,004,m), définissons d'abord la matrice

N () = {0601,

(1) i-1
oy (x) = )\j(x) .

Ensuite, en définissant N(x) = I (x)"1 , on voit que N(x) est une matrice unifor-

mément régulidére et assez différentiable et bornée avec ses dérivées, et que

(3.1) N(x)P(x) = iD(x)N(x) ,
ou
[+ /oy (x) |
- Ve (x)
D(x) = '.
+/6z;(§17
L -Va (x) | .
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Introduisons maintenant dans l'espace

B = {(aosennyiy )5 weeD(E™ ) m eD(F72), 00 pu, €17 (2))

le produit scalaire
(3.2) (U,V)ge = (WE)EE)T,N(x)E(B)V) ,
o le second membre est le produit scalaire mbituel dans (I7(q))°™.

Considérons (%U’U)Zf (U,J%U)% pour UeD(A4)

Clest égal 2

(W(x)EQD)otU,N(x)E(H)U) + (N(x)E(H)U,N(x)E(H)A4U).
D'aprés (2.8), ceci est égal a
(v(x)P(x)HE(H)U,N(x)E(H)U + (N(x)E(H)U,N(x)P(x)HE(H)U) + 2Re(N(x)®B(H)U,N(x)E(H)U).

Or,
(3.3) N(x)P(x)HE(H)U = iD(x)N(x)HE(H)U .

Utilisons le théordme suivant, dont la démonstration sera donnée dans la section 6.

THEOREME 3.1. Soit a(x)e® Y@ (0 <o =1), clest-a-dire que a(x) et 3;32' a(x,
(j =1,2,...,n) sont continues et borndes, et gque ces premiéres dérivées ont J

une continuité uniforme hdlderienne d!indice . Alors

l|(a(x)E ~ Ha(x))ul| = C|lul| pour tout ueD(H) ,

ol la norme est celle de IP(Q).

On a donc
(3.4) N(x)H = HV(x) + 8
oi ® est un opérateur borné dans (I° (Q))2m .
On voit donc que
2Re (N(x)P(x)HE(E)U, N(x)E(H)U) = i({D(x)H - HD(x)IN(x)E(H)U,N(x)E(H)U) + ... .

En utilisant encore le Théortme 3.1, on voit que D(x)H - HD(x) est un opéra-
teur borné dans (IP (Q))zm. Donc,

1(aw,U)ge + (U,aw)x[ = c”Ui,'z( .

Alors, pour UeD(£), A réel positif,

:](AI%)UHZG = AQHUU%Q - ACHUHZE z (x—y)QHUHZe , 8i A > vy (assez grand).
THEOREME 3.2.
A I U] % = (x-y)iluﬁlge, pour tout UeD(f), si A Z vy .
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4. Résolvante.
Dans cette section nous allons montrer que (AI-%) est une application bijective

de D(Ef) sur H , si A (réel) est assez grand .

L'équation
(4.1) (\I #)U = F(eX)

s'écrit, compte tenu de (2.1), (2.2) et (2.3),
[ Ao = 1w = fo
Ay - u, = f)
(4.2) J ...

Mopo = Yopa1 = fopo

2m~1
Y bt
i=

m m~1
a o e =
Cpt Yo F cm-1A Up heeet Oy o ¥ 120 2m=1-i% * Mo f2m—1

Des relations wu, , =u; - f, (i =0y...,2m~2), on tire
i B i
(4.3) u o= Au - .20 J £, (L=1,..,204) .
J:

En substituant ces relations dans la derniére de (4.2), on obtient

(4.4) (c_A™ + 2%c A a2 xzm)u + 2§-1b' Sy
. m n-1 e & ot = Dop-i A
i=0
ou
n . 2(m~i)=-1 . . i-1 ., .
(4.5) £, = = ciAl( b y2(m=1)-1-3 £)+3nby (= yi=1-3 fj) ,
i=0 3=0 J 3=0

(co = 1). On voit que fX€L?(Q).

Si on désigne lo premier membre de (4.4) par ax(x,D)u, nous sommes -amend a

considérer 1l'équation elliptique dépendant du paramétre X positif,
(4.6) a, (x,D)us (%) = £(x)

ot f(x)eI?(q) est domé, et ot uo(x) doit appartenir 3 D(a™). En d‘autres ter-
mes, uo(x) doit satisfaire ou bien & (1.5) ou bien & (1.6). Il faut remarquer que
ak(x,D) est exactement 1l'opérateur qu'on obtient en substituant A a (§%)j dans
1'opérateur (1.1). En ce sens,

2m-1

41 s xD) =TT 02 + gy(@ale) + £ by (00t
J= i=0
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Comme on le voit facilement, (4.6) est résoluble par la méthode variationnelle
dans le cas m = 2, si la condition au bord est du type Dirichlet (1.5). Mais
sauf ce cas simple, je ne pouvais pas résoudre (4.6) par cette méthode. Nous allons
donc recourir & la nouvelle méthode. Plus précisément, nous adaptons la méthode de

Schechter [13]. Enongons le résultat sous une forme un peu générale, en changeant
légérement les notations.

Soit

2m=1

(4.8) A(x,D,A) = \m a, (x,D)\ Fooot azm(x,D) )

ol ai(x,D) est un opérateur différentiel dlordre i ; A est un paramdtre réel et

positif ; D = it §% . On définit la partie principale de 4(x,D,\) par

Ao(x,D,0) = o kh(x,D)Azm_1 Fooot hzm(x,D) ,

ou hi(x,D) est la partie homogéne d'ordre i de a,(x,D).

Les conditions au bord sont données par

192’0-"m) ’

[

Bj(x,n,x)u{S =0 (3

ou Bj est d'ordre oy (< 2m) et m; # m (i £ 3) 5 pour tout =x¢S, la direction
normale nlest caractéristique pour aucun des Bj . Plus précisément, Bj doit &tre

de la forme

m,
B.=b, (x)DJ+ % b 4k
J b,( ) n ‘a[+k§m Jsak DA
k<m.
J
. . o R .
ol bjﬂﬁx) £ 0, xS 3 !a?=m. bj,ao(X)Nx =0, ot N_ est la normale au point xeS.
J

Si (Bj} satisfait & ces conditions, on dit qu'il est un systeme normal. On défi-

nit la partie principale de Bj par

m,
=5, D9+ 3 b. Olk(x)])"’xk X
J 90 ‘a|+k=mj Js

On suppose que tous les coefficients sont suffisamment différentiables dans Q

et bornés avec leurs dérivées. Soient les conditions :

1) Pour tout (x,£,\)ed x B” x B tel que (g,A) #0, il existe & (> 0) tel
que

v

‘Ao(x’gsx)l 5(‘§‘+K)2m .

2) Soit Nx la normale au point x€S. Considérons 1'équation en 2z
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(4.9) Ao(x,m+zNx,1) = 0 ,

oi TN est un vecteur réel €IRn"1 s parallele & un vecteur tangent au point x. Nous

supposons que, pour tout (n,)\)etRn"1 X Eﬁi , () £ 0, (4.9) admet exactement m
racines zl(x,n,x),...,zm(x,n,)\), dont les parties imaginaires sont positives.

3) les polynomes (en z) {Bg(x,n+sz,7\)}j=1 gsont linéairement indé-

’2 ’ LN ,m
pendants modulo

m
'[_1' (z—zi(x,n,)\)) pour tout (x,7,A)eS x B> 'x ﬁi,(n,k) £0
1=

THEOREME 4.1. Supposons les conditions 1), 2) et 3) remplies; il existe une constan-

te positive Ao telle que, pour tout A =20 , le probléme au bord

{A(X,D,)\)u(x) = £(x)
BJ.(X,D,)\)U.(X)'S =0

admette une solution unigue u(x)e}lzm(ﬂ) pour toute f(x)eI®(Q). De plus, si
£(x)eE%(Q), u(x)€}12m+s(n) (8 = 0,1,2,004)

Ila démonstration sera donnée en bref dans la section 7. Montrons que les
conditions 1), 2), 3) sont remplies dans notre cas. Ia condition 1) est satisfaite.
Examinons 2). Voyons (4.7). Comme a(x,f) =Z 8558585 notons

(4.10) o(z) = a(x,ntzlx) = ac?® + 28,2 + &, ,

ol a, >0, aca, -ad >0, pour TM#O0, et pour N =0, ¢(z)=a2acz. En effet,
ao est indépendant de 1, et a;,a, sont des fonctions homogenes de degrés 1 et 2

respectivement. (4.9) devient alors

m
U (ozi(x)cp(z) + A\2%)
1=

i
o
L

Les racines sont zi =b(q) £ i/B M+ (1=1,2,..0,m), o hp), B(p)

sont homogénes de degrés 1 et 2 respectivement ; b est réel, b >0 (M#£0) et

d; >0 (di #£d.). Ia condition 2) est donc vérifide. En notant z; = z'i"
(i = 1,2,...,mg, examinons 3). Si la condition au bord est du type Dirichlet

(1.5), {BS} devient
(4.11) 1, 9(2)y G(2)yeenrp(z)®

et si la condition est du type von Neumann,

]

(4.12) z, 2p(z), Zcp(z)e,...,ZC.p(Z)m-1 .

Ceci préparé, considérons d'abord le cas (4.11). Si A £ 0, clest-a-dire si
A >0, zs étant distincte, alors, compte tenu de cp(zi) = ‘c‘? A2, 1le déterminant
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de Lopatinski devient
(4.13) dét[cp(zj)i”l.

Il est clair que ce déterminant ntest pas nul. Si A = 0, toutes les racines coin-

cident avec la racine zo de ¢(zo) =0, ot Im zo > O. Dans ce cas, (4.13) doit
étre remplacé par

1 : O LN ] O

2 (2o .(m"1) Zo
(4.18)  astl (I - RN N
: tlv z0)] = #(20)  (@)'(z0) vue (@) B (20)

P (EHED G |

Remarquons que ¢'(zo) # 0. On aura

. 0, (O =Jj= P‘1)
PP -
p{ep(zo)}F (3 =1p) .
Donc (4.14) ntest pas nul.

Pour le systéme (4.12), 1a situation est essentiellement la méme. Remarquons
que, si A =0, 2z, £0 et

0, (O =j= P‘1)
(2 (z.) =
zop! 91(20)° (5 =p) .
On obtient donc le

THEOREME 4.2. Il exigste une constante positive vyeo telle que, pour tout A Z vyo
(2v), (AI-t) est une application bijective de D(#) sur X% , et ona

1%

| (AI~2)" = (A=y)t .

H
%

5. Théoréme d'existence.

En vertu du théoréme 4.2, on peut appliquer & (2.4) le théoréme 2.2 de la par-

tie au début. F(+)eD(#8) signifie que £(t)eD(H). Nous avons donc : Etant donnés
UoeD(t), clest-a-dire

(uc,ui,...,uQm_1)€D(H2m) X D(H?m-1) X++.x D(H),

et f£(t)eD(H), continu pour la topologie D(H), clest-a-dire continu pour celle
de H(Q), il existe une solution unique de (2.4) telle que U(t)eD() N 5%(96).

Revenons & 1'équation (2.1). Supposons de plus que f(t)e&%(l?@))), clest-a~
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dire que f(t) soit une fois continuement différentiable & valeurs dans IZ(Q).
On a, en vertu de (2.8) de la partie au début,

2111' (i) | 2m-1 t
(5.1) i§11]u (t)?'Zm—i =C exp(‘yt)[iio !Iui“2m-i + I]f(O)HO + fol}f'(s)ilods] .

D'autre part, dtapres (2.1),

a, (1,D)u(t) = £(+) - [P (5) + 0@ 2) (1) 4., .4 o A" lun(t)
2m-1 .
*E Pt SO
ou
8y = cm(x)Am + b3 (x,D) .

Or, d'apres (7.1), ona
f}u(t)}{zm = C[“a.2m(x,D)u(t)“O + Hu(t);]o] pour  u(t)ed(A™) .

Compte tenu de (2.1) et (5.1), on obtient

2m . ( i) ' 2m-1 t ]
(5.2) 'Eo lu (t);|2m_i = Clexp (Yt)[.zo ”uin2m-i + ”f(o)uo + fo Hf'(s)”o as].
1= 1=

une fois qu'on a obtenu (5.2), on peut supprimer les conditions sur f£(t), en uti-

lisant le raisonnement exposé dans la section 2 du chapitre I. Donc,

THEOREME 5.1. Etant drnnés la donnée initiale

(o sty 5ene iy 4 )ED(E™) x DE™) x...x D(H)

et le second membre f(t) tel que f('l;)e'*‘.;l‘_'(l'2 (Q)), il existe une solution unique

u(t) de (1.1) avec la donnée initiale (uo,...,uzm_1) telle que

()t (8),. . ,u (1)

soient continues dans D(Hzm) ,D(E2m-1),...,D(H), I°(Q) respectivement. On a 1'iné-
galité d'énergie (5.2).

Remarque 1. ueD(E®) signifie, dans le cas du type Dirichlet (1.5), que
ueHs(Q), et, pour s = 2k-1, 2k, (k = 1,2,...), que

2k

u‘s=auxs= see = 0 ’

s:

et dans le cas du type von Neumann (1.6), que ucH°(Q), et, pour s = 2k, 2k+l
(k = 1,2,...) que



S. Mizomata, Problémes au bord, chap. II 49

&t ohulg = = (E o)) =0,

Remarque 2. On peut déduire du théoréme 5.1 la régularité des solutions, Le
raisonnement est essentiellement le m8me que celui qui se trouve dans la section 4
du chapitre I. Il devient considérablement plus simple, car ici les coefficients
ne dépendent pas de t.

6. Démonstration du Théoréme 3.7,

Nous allons préparer quelques lemmes.

LEMME 6.1. Soit o(y,z) (yeR",zeR" - {0}), continue en (y,z), homogene de degré
-1 en 2z, et indéfiniment différentiable en 2z dans R" - {0}. Nous supposons de

plus que o(y,2) = 9(y,~z) et ¢(y,z) 2 6 (> 0) pour tout yian,lz} =1, et que

sup !DZ@(y,z)I < + o our tout o .
n
yeR ,]z]=1

Alors pour toute wu(x)el?® (&%),

lim [ (x5 o (7o) uly)dy
o-1-0 | x=y|=1

= v.p. [ (xi—yi)q:(y,X~Y)“n'1u(y)dy ,
|y =1

la convergence étant au sens de I°(®™).
Démonstration. Développons zicp(y,z)_n—o, dont le moyen sphérique est nul,
par les fonctions sphériques orthonormées,

25907 ) ™ = 3 0y (r,0)0 ()2 T (a1 = o/]e])

Envisageons la transformée de Fourier

Vim,o(8) = F0, ()2l T ] I T v, (at)]2| T e

z|§1

N\
En posant |z| =p, lg] ==z, (z,6) =9, celle-ci devient

1 _=2mipr cos ©

J"Q Y’Qm(w)dw fo do

o
p

Puis, posant s =7rp cos 0, 1l'intégrale stécrit

-1 o1 r cos O e-—21‘ris
o fQ (cos ©) Yﬁm(w)dw fo

SO’
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Pour r cos 9 =1, compte tenu de f Yﬂm(w)dw = 0, ceci s'écrit

r cos © --21‘ris_1

o=1 o~-1 e
r f (cos 8) Yzm(w)dw j'o =———3s .

Q s’

Pour r cos 8 > 1, on écrit 1'intégrale comme suit

1 e—2nis T cos O 2ris 1 e-2Tris__1 ’ r cos O =2mis
r p dS+I > ds = —"g—dsi—j]—_?-l-f > ds .
0 8 1 8 0 8 1 s
Or,
IG—1 0'-1 1'0--1 fo} 1
— j‘Q(eos 0) T, (0)dw = T fQ {(cos 8)77" = T}Yzm(w)dw '
et
(cos 9)0”1 -1 = (o-1) log (cos 8).(cos e)cj‘—1 oc=g!' =1,
d'ou,

el [ 1og (cos @).(cos c))g’"1 Y, (w)aw .
Q 4m

Remarquons que x cos 6 > 1 ;3 a fortiori r > 1. Ces deux expressions montrent
qu'il existe une constante M telle que

=M
(6.1) ‘Yﬂm,c(g)' =M,
M étant indépendante de £,m,0(> 0o > %) et de €.
De plus,
f r cos O e-21-ris -1
I Yzm(w)dwf . ds  (r cos®=1),
Q 0
1 e—2nis 1 f r:r cos © e—2nis
lim vy (g) =41 Y, (w)dw ~— ds + [ Y, (w)dw ds
5510 4m,o f Q Am r 0 s Q im 1 s
~[ log (cos 8) -~ Y, (w)dw (@ cos®©>1).
’Q 4m
.

Or, il est facile de wvoir que

. , ¥n(2")
(6.2) g-lﬁoym'g(g) = &*EV-p-(“‘-;I-;—)lz;d] .

En effet, d'aprés ce qui précéde,

.Y, (z') r cos 8 -2mis
lim [ omemizg -—@-—I—;—- dz = lim [ Y, (o) f =
-0 e§[z‘§1 lzl e=»0 Q

ds ,
s
er cos ©
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et pour rcos 8 > 1, on sépare 1l'intégrale en deux parties [er cos 8,1] et
(1, r cos 8],

1 - . - .
o 2118 1 o 21mis 1

S dS:I

Er cos § er cos 9

ds - log (cos 8) - log (ex) .

D'ol,

1 -271s 2nis
ln [ Y, (0)de f ds —f Y, (w)[f & =1 35 - log (cos 8))dw .

e-» 0 Q0 er cos B

On a donc (6.2).

De (6.1), (6.2), et compte tenu de l'ordre de décroissance de {sup lczm(y’o)l}’
on voit facilement le lemme (voir Calderén-Zygmund [5]). C.Q.F.D.

. n n
LEMME 6.2, Soit B+ = {xeR X, > 0}. Notons x (xl,...,x 1%, ) = (x‘,x ). L'ap-
plication f - g définie par

<«
=1l
g(x'yx )= _,FO ay [ . (Jx'=y* +x +y)" £(y',y,)dy’
R

est bornée dans I?(Ri) .

Démonstration, Comme le noyau K = (|x'-y!| + X+ yn)-n eat symétrique et

positif, il suffit de considérer (Xf,f) en supposant f£ = O

(Kfsf) = IO d.Xn fO I(Xn’yn)dyn 9

I(x,.y,) = | e fn_1 £(xt,x )(|xt=y'] + %, +v) 7 £(yt vy )axtdy! .
R R

Or
JAxt=y] + %, + 5 )7 £y, )y

={f ([x'-—y']+xn+yn)—ndy’}% ([([xt=yt |+ 4y )T £ (y? 5y, )P dy! i

n © n=-2 C;l

= S A =

I (’X'—y’l+xn+yh) dyt = ¢y f n =3 +y
g2 0 (Xn+yh+p) n'Jn

(cg étant une constante ne dépendant que de n).
Dol

Lx,,y,) = /8T Gy T2 [ £(x (] x1=yt | wy,) oGy, Pyt ot
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D'aprés Schwarz,
L0t07,) = /ST Ce iy g ([ 20t x P axt B[] (=gt |ty ) eyt vy, P axtayt)E

= er(ay)™ (£t Pax)E ([ £yt v )Payt)? .

Utilisons 1'inégalité d'Hilbert.
Iw IP iif%ggzl dxdy = m rm @(X)de .
0°0 *V 0

On a donc

(x£,£)

BA

@
1 1 1
°n fo‘fo xn+yan £(xt,x axt)?(f £(y*,y, P ay')2ax dy,

liA

@ o]
c!m JOJO f(x‘,xn)gdx'dxn .

C.Q.F.D.
Le lemme suivant est facile & vérifier.

IEMME 6.3. Soit G(x,y,0) une fonction mesurable en (x,y)eQ x Q, et supposons

que, sauf sur un ensemble de mesure nulle e < (Q X Q, elle est une fonction conti-

nue en o0€[0,1]. Supposons qu'il existe une fonction positive mesurable &(x,y)
telle que

1) IG’(X’YvU)‘ e @(Xsy)v

2) &(x,y) définit une application bornée dans I?(Q).

Posons G u = f G(x,y,0)u(y)dy. Alors pour toute u(x)eI?(Q), Gu-G u dans
I*(Q), lorsque & - co .

Démonstration du théoréme 3.1.

Rappelons que

3 9 A
(6"3) A=-Z GX.(aij(x)aX. + p .
1 J
On sait que
5 1 ~ta o=
AT = f e t7 dt (6 >0) .
F<G) 0

Supposons ueD(a) et 0<o <1, ona
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-1 [+9] - ~
A% = 4% Ay = -IT}—-)— r e A £t Au 4%
9/ 7o

1 c o - -
=mfo -(e o I)tu.’t C 4t

—oT (gt _ Iu dt .

1 o]
= T(~o) IO K
Comme H =/A , on obtient donc, pour ueD(a).

o =2

6.4 HOu = L 2 e-'tA - u o .
(6.4) 1“(-92’-)fot ( I)u dt (0<g<2)

. - 1
Maintenant supposons ueD(H) = D(/A). Comme lle o I)ATZ || = const. /T
pour 0= t=1, on voit que, si 0< o <1, par passage & la limite, (6.4) est

aussi valable. Si u(x)eD(H), alors a(x)u(x)eD(H), d'aprés la Proposition 1.1.
On a finalement,

1 SO

-1
[ 42 (ae™ - e™a(x))uat ,

(6.5) (a(x)E° - Fa(x))u(x) = -
r(-3)

oh 0<o <1, ued(H).
Dtol,

g

@ -1
(6.6) (a(x)H - Ba(x))u= lin —— [ t 2 (a(x)e™™ - e ®a(x))u at ,
o=1-0T(- %) "0

ou la limite est & prendre au sens de I°(Q). Nous allons montrer que, pour tout
o fixé (0 <o < 1), le second membre défini par 1'intégrale est une application
bornée dans I2(Q), et lorsque o tend vers 1, la limite (au sens de I7(Q))

existe pour toute u(x)eI®(Q).

Cela suffira pour démontrer le théoréme.

On sait que e"m s'exprime par le noyau de Green, qui a les propriétés sui-
vantes :

eu(x) = [ e(t,xyu@ay (00 xa,
Q
(6.7) G(t,x,y) = GO(tax"YsY) + Gl(tvxvy') + Gc(t,X:Y) ’

ot (Go + Gy) est le noyau de Green correspondant au probldme de Cauchy, et

Gc(t,x,y) est le noyau compensateur. Explicitons-le :

Golt,x,y) = (20)™ [ exp f-aly,e)t1e™as ,
[Rn

alyg) = ey (y)ge, -
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Par un calcul facile, on voit que

(6.8) Gulhraeys) = (6} 2 (1" o (- Sy
ol
Wyey) = 2 290y - vy - 1)),

(6.9) 3
(a™(y)]

- ,
Eaij(y)l »  Ay) = aét [aij(y)] .
D'autre part, on a la majoration suivante (6],

ne-1

(6.10) \Gl(t,x,y)! const. t" 2 exp {-c lE%XEi}, (¢ > 0)
(o<t=1).

Finalement, on sait que (voir [11], ou plutdt le travail 4'Arima [3]), ona la
ma joration suivante, dont la preuve est assez délicate

°

n

(6.11) |6 (t,x,5)| = conste t ° exp [o “X'YL“%X‘L’ZV}?] (0<%

HA

1)

o ¢ >0, constante, et by = dis (x,S). Plus précisément, cette inégalité est

une majoration quand x et y sont au voisinage d'un point de S. Par conséquent,

si Q est le domaine extérieur, on entend cette majoration au sens que

£ = min (zx,a), zy = min (zy,a),

8 étant une constante positive fixée. Remarquons finalement que tous les noyaux
sont continus pour t 20, si x £ y.
Revenons & notre but. Considérons
= o

o] -— .
f t 2 (e"tA - Iu dt .
1

Elle est restée application bornée pour 0 < ¢ = 1, et, pour toute u(x)eI®(Q)

fixée, elle est une fonction continue en o & valeurs I°(Q). Le noyau

2 -
feo) —-é--

[ Go(t,x=y,y)t dt
;

a la méme propriété que le précédent. Pour atteindre notre but, il suffit donc
de considérer le noyau
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r g _1

r: f8.(x)Ge (£,5-7,5) = Go(b,x—y,¥)a(y)]t 2. at

1 -

) jo ()6 (t,x,5) - & (b))}t °  as

(6.12) ) 1 O
-2 4

+ IO {a(X)Gc(t,x,y) - Gc('t,x,y)a.(y)}t < at

= 1 C
i = TO.(X’Y) + KO(X9Y) + KO(X$Y) .

Envisageons d'abord Tc(x,y).

o) n
-1 -7 -

2 at = (o) y(y,x=y)

Nja

fz GO(tsx"ysy)t— {A(y)}_% ’

o c(o) est continue pour o > O.

Donc
(T2)(x) = o(0) [ {a(x) - a@he(rxy) 2 2 vivday
ou §
v(y) = {a(y)}7 % u(y).
En développant ,
(6.13) a(x) - a(y) = = (5;7x;) = (1) + T a;5(xy),
1 154

.

ou

Jag G| = olxey] 77, (ey] 2 1)

On a alors,

E@ =eC) [ 2 () (e iyry) 2 2 wlyday
X~y |= i
+ ¢(o) f{x-y[§1 z aij(x,y)w(y,x-y)- 272 iy
+ ¢(o) f' ' . {a(X)-a(y)}w(y9X~y)- 27 §.V(y)dy .
X=yi>

To (0 <o <1) est bien un opérateur borné dans I°(Q), et en appliquant les

lemmes 6.1 et 6.3, on voit facilement que

55
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;Em TGu = T,u pour toute u(X)€L2(Q) 9
o-»1-0

la limite est au sens de IP(Q), et T, est un opérateur borné.
Envisageons ch(x,y)° Remarquons d'abord que

g

Z

! 2
r G (t,%,¥)% at
0

est continue en ¢<}0,1], pour tout x,y tels que x # y. D'autre part, d'apreés
(6.10),

1 -2
fo 6, (t,%,7)|t 2 at = const. |x-y|'(n‘1+°) (Jx=y| = 1) -

D'ol la majoration pour o€]0,1],

fc[x—y|-n+1 (|x=y]

1A

1)
‘K;(Xsy)‘g

-n-1

c|x-y| (|x=y| > 1) .

D'aprés le lemme 6.3, on a donc

1imO [ (xy)u@)ay = [ & Ey)uly)dy, v u)e?@) ,

g1~
la convergence étant au sens de I?(Q).
Envisageons finalement,
[o}
o 1 -2
K (X9Y) =f {a(x)G (t’X’Y) -G (t9X9Y)a(Y)}t dt.
o 0 c c

Dtapres (6.11), Kg(x,y) est continu en o€]0,1], et

1 ~2 4
(6.14) fo [Gc(t9x9Y)}t 2 4t = const. (|x=y] + £, + zy)'n'1 pour o0€]0,1] .

Soit Q, 1'ensemble des xe tels que dis (x,8) = 6. Soit wé(x) la fonction

caractéristique de Qé 5 considérons le noyau Kg(x,y)wé(y)e On a

-n-1

1A

1K (x,3) ¥, (¥)| = comst. (|x=y| + 2, + 6)

De méme,
|¢6(X)K§(x,y)(1 - ¢6(y))| = const. (|x=y| + 6 + zy)"n"1 .

Finalement, considérons (1—¢6(x))K§(x,y)(1-¢6(y)). En utilisant
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a(x) - a(Y) =X (Xi”yi)ai(X9Y) ’

on voit que

| (g GES Gay) (1w (3))] = comst (Jxmy| + £, + 27

En appliquant aux trois noyaux les lemmes 6.2 et 6.3, on voit que

lin [ K(x,y)u(y)éy = [ K(x,y)u(y)dy dans ()

g->1=0

pour toute u(x)eI?(Q).
C.Q.F.D.

7. Démonstration du théoréme 4.1.

Nous allons adapter le travail de Schechter [13]. Nous nous limitons & indi-
quer certains points essentiels.

Utilisons la norme Hufls,k (s =0,1,2,0ea 5 A >0) dans E°(Q) définie par

23 o
HallP . = X N Dul?dx
= Jul + 0%l e 27503

-
De méme on introduit la norme < u >s_;§_ \ dans H° 2(s). Si S est l'hyperplan
9
x, =0, ennotant x' = (% ""’Xn-’l)’ on définit

<uG) %, ) = [ laEn P (st 2) e

En utilisant une partition de l'unité, on définit < u el e
29

norme dépend de la partition, meis on choisit une partition une fois pour toutes.

Bvidemment cette

LEMME 7.1. Pour tout s entier non négatif, il existe deux constantes C(s) et

Ao(s) telles que pour A = Ao, on ait

m
(701) !‘u}’2m+s,)\ = C(S)[I!A(XQDQ)\)U-”S’}\ + j§1< Bj(XQD’K)u >2m-mj-%9>\] ?

pour tout u(x)eETE(q) .
Démongtration. Supposons que Aoy B‘; sont des opérateurs & coefficients

constants, et que Q = [Ri;‘_L = {erRn;xn > 0} .

Les relations
AO(Dnsb'yk)u(Xnaxt,h) = f(Xn,X',K) y,  x! = (Xis'°°’xn_1)

BS(Dn’D"k)u(Xn’x'9x)!xn=0 = gj(x',K)
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deviennent, par la transformation en x',

A°(Dn9§">\)ﬁ(xn9§'17\) %(ang'ﬂ\)

|

LBS(Dn,‘é';K)ﬁUOsi‘,?\) éj(§'9)\)’

D'aprds un raisonnement habituel, et compte tenu de 1'homogénéité des A, et BS
on aura pour )\ = 0O,

2m+s . 3 yom=k+s,. k. R 2
s [ (g +®) |Dt(x, 58" 50) |2 ax dg"
k=0 0 [Rn-'i
scl = [ [ (le")7 +22)70fR(x e ) Pax ag
Jtk=s O Rn~1
m Y "
22 [ (gt e 2)PES (g ) Pag)
J=1 mn-1 J

Dans le cas général, & partir de cette majoration, on suit le raisonnement
rabituel. C.Q.F.D.

IEMME 7.2, Il existe un autre systéme normal (au sens que nous avons donné dans la
section 4) {Bg(x,D,x)}j_1 5 tel que
='s

geeeg

L

m
(7.2) (Au,v) = (w,i*v) = = [ Bj(x,D,x)u.cj(x,D,xiv as
178

J

m
+ % [ Cg(x,D,h)u.ng(x,D,)\jvdS ,
j=1"8

m m ~ - -~
o) H? . L B! couvre A¥*, cl'est-a~-
our tout (u,v)eH () x ia @) e systéme { J} aussi reco R
dire que le systéme {A*,BE} satisfait aux mémes conditions 1), 2), 3) que nous
avons supposées pour {A,Bj} .

Démonstration. Comme auparavant, supposons QO = mﬁ .

2m-1
(Au,v) = (u,A%v) = i 150 i Dflu.NZm_1_k(x,D,x)v do ,

o N, 1_k(x,D,)\) est un opérateur d'ordre 2m-1-k en (D,\), ayant la forme
de B. que nous avons considérée. Remarquons que la partie principale
Nom 1_;(X,Dyk) se calcule au moyen de Ao . Alors en suivant [13], on arrive &

1texpression (7.2), ou Cj et 03 sont des opérateurs ayant la méme forme que I
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Montrons que {B!} recouvre 4%, Ceci se réduit essentiellement au fait sui-

vent : soit A(Dt) (Dt =it adét y tdﬁi) un opérateur elliptique d'ordre 2m, c'est-
d-dire que A(T) £ 0 pour tout T réel, et que a(r) = O admet m racines
TyseoesT telles que Im [7.] >0 ; soit {Bj(Dt)}J._

'—1 ’ o s 0 9
c'est-a-dire; ordre (B.) = m; < 2m (mi # mj). Dans ces conditions, tout systéme

adjoint {B;}(Dt)} Tecouvre A*(Dt). C.Q.F.D.

un systéme normal,

J=T seeeym

Démonstration du théoréme 4.1.

Compte tenu des lemmes 7.1 et 7.2, on voit que 1'inégalité (7.1) est aussi
valable pour le systéme {A*,BB} .

| m
(7.3) 'IuH2m,?\ = c[l]a*(x,D,0 v, + = < BY(x,D,\)u > 1.7
~ i0 =1 J 2m—mj-—§,)\
pour A = A! .

Considérons 1ltéquation en ueHzm(Q), pour X\ = A! ,

m
(7-4) (A*uvA*(P)o + .Z < BBH,B‘%\P > = (fsﬁP) v CPEHZID(Q) .
J=1 2m—mj—%',)\

D'aprds Riesz, pour toute f£(x)¢I®(Q), il existe une solution unique usﬁzm(Q).
On montre dans ce cas que u€H4m(Q). Posons A*u = we Hzm(Q). On voit d'abord que
Aw = £, en premant eD(Q). Ensuite prenons oeD(A%*), clest~a-dire s

wE™(@), Blelg =0 (3= 1.2,....m).
En utilisant (7.2), on obtient
)
g [ Bw.CepdS =0,
j=1"s 9 J

ce qui entraine que ijls = 0., w est donc la solution cherchée. Ila régularité

de w en découle par un raigonnement habituel. C.Q.F.D,
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