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QUELQUES PROBLÈMES AU BORD, DU TYPE MIXTE,
POUR DES ÉQUATIONS HYPERBOLIQUES

par S. MIZOHATA

1. Introduction

Le problème mixte pour des équations hyperboliques a été traité par plusieurs
auteurs. J. Schauder et Krzyzanski [8] ont traité le problème mixte, du type

Dirichlet, pour les équations hyperboliques du second ordre. radyzenskaya [9] a
traité ce problème et elle a considéré aussi le cas où la condition au bord est du

type Neumann. D’autre part, pour des équations hyperboliques d’ordre supérieur, y

Agmon a fait une recherche [1]. Mais il a supposé que le domaine est un demi-espace
et que les coefficients des opérateurs différentiels qui interviennent sont

Signalons que, pour les systèmes hyperboliques symétriques, il

y a des travaux de Friedrichs [7J, Phillips [12], Agronovic [2].

Dans cet exposé, je vais traiter d’abord les équations du second ordre au

point de vue du semi-.groupe, et puis je vais montrer quelques résultats sur des

équations d~ordre supérieur au même point de vue. Le traitement que je vais mon-

trer est inspiré par le travail de Yosida [14]y et aussi celui de Lions C10~. Les

résultats concernant les équations du second ordre ne sont pas nouveaux à de petits
détails près.

2 . Rappel (semi-groupe)

Nous allons exposer quelques résultats concernant le semi-groupe que nous al-

lons utiliser dans la suite.

Soit E un espace de Banach. A est un opérateur linéaire fermé dont le

domaine de définition D(A) est dense dans E. Rappelons le théorème de Hille-

Yosida.

THÉORÈME 2.1. Supposons qut il existe deux constantes C (&#x3E; 0) et f3 telles que

Il existe alors un semi-groupe unique Tt ayant A comme générateur infi-

nitésimal.

Remarque. Dans l’application, il arrive assez souvent que (2.1) est vérifiée

sous la forme très forte s

Considérons maintenant l’équation d’évolution dans E
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Appliquons le Théorème 2.1. On a le

THÉORÈME 2.2. Supposons (2.1) ou (2.2). Etant donnés la valeur initiale 

â t = 0 et le second membre f(t) tel ue t -~f(t~9 Af (t) soient continus

dans E pour t ~ 09 il existe alors une solution unique u(t) , t é ~, de (2.3)
telle que u(t) soit une fois continuement différentiable à valeurs dans E.

La solution u(t) se représente par

Inégalité d’énergie.- Supposons les hypothèses du Théorème 2.2. D’après (2.4),

Si nous supposons de plus,

(2.6) f(t) est continuement différentiable dans E

on a

D’où,



25

Chapitre I

CAS DES EQUATIONS DU SECOND ORDRE

1. Conditions au bord.

Dans ce chapitre, nous allons considérer l’équation suivante,

Explicitons les conditions,- 

où h.(x) (fonctions à -valeurs réelles), et aij(x) (à valeurs réelles
aij = aij(x)) satisfont à la condition d’ellipticité :

à étant une constante positive.

Pour simplifier notre raisonnement, nous supposons que tous les coefficients

sont suffisamment différentiables et bornés avec leurs dérivées. Nous supposons que

Q est ou bien ltintérieur ou bien l’extérieur d’une hypersurface compacte S, sup-

posée assez régulière. comme on verra, cette condition n t est pas nécessaire.

Par exemple, dans le cas où 0 est un demi-espace ou quelques domaines cylindriques,
tout ce que nous allons montrer est vrai. Plus précisément, il suffit de supposer
que Q est uniformément régulier au sens de Browder [4].

Nous allons considérer deux types de conditions au bord.

1) Condition de Dirichlet u(x,t)| xES= 0. Cela signifie que , dans L?-cadre,
u(x,t) appartient à pour tout t.

2) Condition de Nenmann. Soit v la normale de longueur unité, extérieure à S

considérée dans Rn. Posons

La condition au bord est
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où a(x) est une fonction, y à valeurs réelles, définie sur S g supposée assez ré-

gulière, et où los h.(x) sont colles de (1.2)

En posant = v l’inéquation (1.1) devientdu

ou simplement

Nous allons considérer (1.7) dans l’espace suivant :

1 ~ cas de Dirichlet

2) cas de Neumann

de plus

où

2. Résolution (cas de Dirichlet)
Munissons H du produit scalaire

On voit que ||U||H et ||u||1 + ||v||0 sont équivalentes. Calculons

(AU ,U)H + pour Compte tenu de



27

~r,

el étant un opérateur différentiel d’ordre 1.

D’où

Il existe donc une constante 5 (&#x3E; 0) telle qu’on ait

Puis, considérons l’équation en U,

En détaillant

En substituant v = Xu - f, dans la seconde équation, il vient

On voit facilement que la résolution de (2.3) revient à trouver (0)
de l’équation elliptique dépendant du paramètre réel B ~ .

Or cette équation peut se résoudre pour tÀ.1 ( assez grand par la méthode -variation-

nelle. Donc

PROPOSITION 2.1. Il existe une constante y (&#x3E; 0) telle ue

Appliquons le théorème 2.2 d3 la partie au début. P = E 0 19 AF = ff -a1 f
montrent qu’il suffit de supposer que t -&#x3E;f(t)EHlo (Q) soit continue. D’où

PROPOSITION ~,2. Etant donnés la donnée initiale
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et le second membre c t est-à.-dire fonction continue en t à valeurs
t -e-

il existe alors une solution unique u(t) de (1.1) telle ue 

u t ( t ) , u" ( t ) soient continus dans H~° (~ ~ p 2(o) respectivement.

Naintenant on va supprimer l’hypothèse que On peut démontrert
le théorème suivant.

Etant donnés tl x et le second membre f (t)
tel ue soient continus dans L2(0), c’est-à-dire f(t)Ee1t(L2(Q)),
il existe alors une solution unique u(t~ de (~ .~ ~ telle ue 
soit continu x Bb(o) x Z~ (~ ~ .

Démons tra tion. Fixons T &#x3E; 0. Il existe une suite f.(t) telle que
J

convergent uniformément dans ~O,T~ vers f(t~, f’(t) res-

pectivement pour la topologie de Désignons par U J 1 (t) la solution de

(1,1) avec f = f. (dont Inexistence vient d’être montrée
j 

’

Ceci préparé y appliquons (2.5) et (2.8) de la partie au début à uj(t)-
J

Ces deux inégalités montrent que est une suite de Cauchy dans

montre que est une suite de Cauchy dans Donc, par passage àj t
la limite, on a la solution u(t) cherchée. L ’unici té est déjà montrée dans la

Proposition 2.2. C.Q.F.D.

En terminant, montrons une inégalité d’énerlie. D’abord, d’après (2.8) du
début, utilisant une suite régularisée, définie dans la démonstration du

J
Théorème 2.1, on obtient

4.

Compte tenu de

et de
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on obtient

3. Résolution (cas de Neumannl.
Introduisons dans H la forme sesquilinéaire

u 
-

0 ent choisi de telle manière que 1 soit équivalente à
Pour 

Or,

Comme (u,v)ED(A), compte tenu de (1.9), l’intégrale au bord devient

Delà

Considérons ltéquation

Si (u,v) satisfait à (1.9), alors on a, pour xES,

c’est-à-dire ; u(x) doit satisfaire 9 la condition
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Réciproquement, si satisfait à ~~,~.~ , alors en définissant v(x) par

v = Au - g , on voit que ~u,v~ satisfait à ( ~ . 9 ~ , donc 

Comme au cas de Dirichlet, le problème revient à trouver la solution
de l’équation 

avec la condition au bord ( 3 , q. ~ 9 où al.. = ~ + xai + ~2 .

Montrons que ce problème peut se résoudre avec la méthode variationnelle.

Supposons d’abord que satisfait à (3.q.~ et (3.5). Pour toute 0

s t écrït par intégration par parties g

Compte tenu de (3*4)? l’intégrale au bord devient

En résumé u(x) satisfait à l’équation

Réciproquement, si satisfait à (3.6~ 9 on voit facilement que u(x)
satisfait à (3.4) et (3.5).

ox on sait bien que, si À (réel) est assez grand, pour toute (n) et

toute il existe une solution unique (0) de ( ~ . ~ ~ . Puis le

théorème concernant la régularité au bord montre que 

Appliquons le Théorème ~.2. F(t),c D(A) signifie que et

= 0. D’où

PROPOSITION 3.1. Etant donnés (uo ,ul (0) X 1P- (0) satisfaisant à
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et le second membre f(t)Eeot(Hl(Q)) tel que Oy il existe alors
t S

une solution unique u(t) de (1.1) satisfaisant à (1.6) telle ue U(t) p ul (t)
u"(t) soient continus 1-Il 9 L~(Q) respectivement.

Démonstration. Le Théorème 2 0 2 do la partie au début affirme que 

mais il n’affirme pas la continuité en t. Montrons-le. D’abord, .~C"~" 

~ i 
9 

d 
~ 8t ~ 9 ’ ’~

est continu en t à valeurs dans alors (1.6) implique que 
l’est aussi. Dtautre part, 9 on connait la majoration : 

Or, l’équation (1.1)

montre que a2 u( t) est une fonction continue en t à valeurs dans 2 (Ç~). Donc

la continuité de u(t) dans If (0) est assurée. C.Q.F.D.

On peut supprimer les conditions sur f(t) par la méthode analogue à celle

que nous avons utilisée dans la section précédente. Nous nous limitons à énoncer

le résultat.

THÉORÈME 3.1. Etant donnés la donnée initiale x Hl (0) satisfaisant

à (5 .7) et le second membre f(t)e~(L~(Q))~ il existe alors une solution u(t)
et une seule de (1.1) avec la condition (1.6) telle que u(t), ut(t), u"(t) soient

continus dans If L~(o) res-pectivement. On a alors une inégalité

d’énergie suivante :

4. Cas où les coefficients dépendent de t.

Nous allons montrer comment on peut étendre les résultats obtenus au cas où

les coefficients dépendent de t. Nous nous limitons au cas de Dirichlet. Signa-

lons que dans le cas de Neumann, il faudrait une étude minutieuse y parce que D(A)
n’est plus indépendant de t.

Soit

On garde les hypothèses faites jusqu’à maintenant. Nous allons supposer de plus

que tous les coefficients de a,(x,t,D) sont des fonctions continuement différen-
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tiables en t à valeurs dans G3m(Rn), m étant un nombre entier suffisamment éle-

vé. est ltespace des fonctions ayant les dérivées continues et bornées

jusqutà l’ordre m, muni de la norme habituelle. Pour la commodité, nous supposons

que L(t) est défini dans (60 &#x3E; 0).

Montrons que l’inégalité (2.6) peut s’étendre au cas actuel. Remarquons

d’abord que, si on considère

pour la solution u(t) de (4.1) telle que

D’où, pour to :5 t 1

Ceci remarqué, supposons dtabord que

et que y est continu, D étant Supposons ensuite que 

Dérivons (4.1) par l’apport à t, alors

En appliquant (¢.2~,

D’autre part, compte tenu de (4-1), y

évidemment,
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Comtne, d’après (4.1),

on a finalement,

Supprimons l’hypothèse sur u(t). On suppose que u(t), ut(t), u"(t) sont

continues f1 D, D, et If (0) respectivement. Régularisons u(t) par

Posons u(t~ = D’après (4.1~,

Appliquons (

où e étant un nombre positif quelconque fixé, (5  E).

Or, d’après le lemme de Friedrichs, on a

Donc, en passant d’abord par la limite d-&#x3E; 0 9 puis e -&#x3E; 0, on obtient (4.6).

Montrons maintenant le

THÉORÈME 4a1. Etant données et . -

t - f(t),ft(t) sont continues dans ~z ~~~~ 9 alors il existe une

solution unique u(t) de t4.1 ~ telle ue u~t) 9 un(t) soient continues

dans W (0) n Ro (0), 1f1o (0), L2 (n) respectivement, On inégalité (4.6).
o o 

Démonstration.

On va adapter la méthode de Peano en s ~appuyant sur le Théorème 2 . ~ . Soit

la solution de
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L(to)~u(t~~ = f(t) avec la donnée initiale (u. pu 1 ). puis, soit

la solution de L(t¡)[u(t)] = f(t~ avec

Ainsi, on a une fonction u6(t), Considérons une suite {Aj} de 

tendant vers 0 . On aura une suite {uj(t)}, tE[0,T]. En utilisant (4.2), on mon-J
tre que

Cela signifie que est une suite bornée dans If (0 x Il existe

donc une limite faible u(x,t) dans H2(Q x (0,T)). On montre que

Régularisons u(t) par cp.(t)y et notons u6(t) = Pour la com-

modité, nous supposerons que la construction ci-dessus a été faite dans l’intervalle

en prolongeant f convenablement dans t6 [-ôo ,T+ôo] . On aura

où est donné dans (4.~’~. En limitant cette relation à 0 x appli-

quons l’inégalité (4.6). On voit que forme une suite de Cauchy. Plus

précisément, convergent
ô s i ô 8 1 ô ô o

uniformément (dans [0,T]) Donc la limite u(t) satisfait bien

à la propriété énoncée dans le théorème. C.Q.F.D.

Domaine de dépendance. Remarquons l’existence du domaine de dépendance fini.

Cela découle immédiatement de ltinégalité d’énergie (4.&#x26;~, ou plutôt de l’inégalité
plus simple

Soit u(x,t)(b8, définie au voisinage V d’un point du 

si

alors u(x,t), solution de (4.1) avec f = 0 dans Vn {xEQ}, s’annule indentique-

ment au voisinage de (g 0 , to).

to ( &#x3E; 0) étant fixé, soient les racines de
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Notons

Soit Xo6Q ; désignons par C le cône retardé de sommet (xo ,to) , défini par

et soit r = S x [0,00[. On montre le

THÉORÈME 4.2. Soit définie dans C n 01 et y satisfaisant

à (4.1) avec f=0. Si s’annulent pour et si

U(~ tt) = 0 pour r, alors u(x,t) s’annule identiquement dans

en f xE5, t ~-~: o

Régularité des solutions. Si et f(t) sont régulières, on peut affir-

mer que les solutions (4.1) sont régulières en imposant certaines conditions de com-
patibilité en t = 0. Evidemment nous supposons que les coefficients de L sont

réguliers. Le raisonnement qui suit est essentiellement dû à Ikawa" qui nous lia

communiqué très récemment.

Désignons l’espace !Po (0 ) par D. Supposons

et la première condition de compatibilité, qu’on déduit de (4*1) s

C’est-à-dire que la fonction tÉ% calculée par ~4. ~ ~ doit être nulle au bord,
Sous ces conditions, nous allons montrer que u(t), u’ (t) , u"(t) , ul" (t) sont des

fonctions continues à valeurs dans n D, n D, D, L2 (0) respective-

ment.

Dérivons (4.1~ en t g on obtient

On va résoudre cette équation par approximations successives.

Posons ut(t) = v(t). (4.11) devient

avec
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et

est définie par

avec (le second membre de (4.13)).

D’après le théorème 4.1, sont continues dans n D, D,

L2(0) respectivement, V2 (t) se définit ensuite par

avec la donnée initiale (4.13).

D’après le théorème 4.1, compte tenu de a la

même propriété que De proche en proche, on définit (v (t)] . Or,
n *

où

montre, compte tenu de (4.6), que la série

est uniformément convergente. Donc la limite v(t) des satisfait bien à

(4.12), (4.13). V’(t), v"(t) sont continues dans n D, D, lP(û) res-

pectivement. (4.12) et (4.13) signifient que

et L(t)[u(t)] - f(t) = 0 pour t = 0. Donc u(t) est la solution de (4.1) avec
la donnée initiale d’après J’ellipticité de p on voit faci-

lement que u(t) est continue en t à valeurs dans If (0) n D.

Recommençons encore une fois. On considère

Supposons

et, en dehors de (4*10)? la deuxième condition de compatibilité qu’on déduit de
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..îous ces conditions, en utilisant (4-16), on peut démontrer que les 
sont continus dans l~4-i (0) (i = 0,1,...,4).

Résumons :

THÉORÈME 4 , j . Supposons que (uo ,u1 )E EF(Q ) n D x (ii ) R D , , f( t ) , f ’ ( t ) , ... ,
f(m-2) (t), f(M-1 (t) sont des fonctions continues à -valeurs dans e-2 (n),

+ (n ) , L2(Q), respectivement, et que .

Alors u(t),u,(t),...,U(M)(t) sont des fonctions continues à valeurs dans

n D, e-1 (n) n D,...,D,L~(Q) respectivement.
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Chapitre II

CAS D’ORDRE SUPÉRIEUR

1. Introduction.

Nous allons considérer quelques problèmes aux limites pour des équations stric-

tement hyperboliques. Les équations que nous allons considérer sont de la forme

où les bi(x,D) sont des opérateurs différentiels arbitraires d’ordre :-5 i. On

suppose

Plus précisément, il existe une constante positive d telle que

ou/a..(x) sont à valeurs réelles, et a..(x) = aij(x) ; 
ij ij ji

Tous les coefficients sont supposés suffisamment différentiables et bornés avec

leurs dérivées dans Rn. Etant donnée une hypersurface compacte S assez régulière,
Q est ou bien l’intérieur ou bien l’extérieur de cette surface.

Les conditions au bord sont

1) type de Dirichlet :

2) type de von Neumann s

où est une fonction suffisamment différentiable à valeurs réelles, et

v étant la normale extérieure.
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D’abord, remarquons que si l’on prend p &#x3E; 0 assez grand l’ opérateur

devient un opérateur auto-adjoint strictement positif, en prenant pour domaine

D(A) 1) (cas Dirichlet) D(A) = H2(O) n 

2) (cas von Neumann) D (A = (~ + a)u = 01 .
DÉFINITION 1.1. Nous désignons par H l ’ opérateur auto-adjoint strictement

positif /À .

PROPOSITION 1.1. Prenons 5 assez grand; 9 alors 9 pour u~D(H)y est ég2lva-

lente à c’est-à-dire à la norme de u dans If1 (0). D(H) = pour le

cas de Dirichlet,- et D(H) = Il’ (0) pour le cas de Neumann. Prur toute (à)
et, toute a (x )u( x )6 D( H) .

Démonstration.

Envisageons le cas de Dirichlet. Supposons d’abord UED(A) = n 

alors

Puisque (Hu,Hu) = on voit que, si p &#x3E; 0, IlHull "-1 lluill. Soit ucD(H).
Il existe une suite u ED(A) telle que 1 )!l 0. Puisque est une

J 11 J 1 J
suite de Cauchy dans il en résulte que et On

voit donc que ||Hu||2 est égal au second membre de (1.8). Or D(A) (c: D(H)) est
dense dans Comme D(H) est un sous-espace fermé de I&#x26;(n)y on obtient

D(H) = là (Q) .

Passons au cas de von Neumann. Supposons On a

On voit donc que , si j3 est assez grand, ’"’-1 Soit uED(H) 0 Par le même

raisonnement y on voit que UERl (0) et que ¡¡Hu1l2 est égal au second membre de

(~ .9~. Comme on le voit facilement, D(A) est dense dans H1(O). D’où,

D(H) = If (0). La dernière partie est évidente. C.Q.F.D.

Nous fixons p une fois our toutes our ut on ait la Proposition 1.1.

COROLLAIRE. L’opérateur FI est continu de 12 (0) dans 

PROPOSITION 1 82. i~ ( s = 1~2,...) es t un opérateur continu de L2 (0) dans

~(a).



40

Démonstration.
.. 

Comme on sait, pour tout s entier non négatif t A est un opérateur continu de

n D(A) sur Comme n D(A) est un sous-espace fermé de

d’après Banach, l’inverse est aussi continu. D’où

En d’autres termes,

En utilisant cette inégalité y on voit que

Compte tenu du corollaire, on obtient la Proposition. C.Q.F.D.

2. Réduction du problème.
L’équation (1.1) stécrit sous la forme

où b! ~x,D~ est un opérateur différentiel d’ordre :-5 î.
1

Posons

ou plus simplement
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Nous allons considérer cette équation dans l’espace

en prenant le domaine àe sf ,

D(H’) (s = ° , ’ , 2 , ... ) est muni de la norme est un espace

hilbertien.

1
Remarquons le fait suivant 1

PROPOSITION 2.1. La topologie de D(If) est identique à celle de 
est un sous-espace fermé de D(If+1) est dense dans D(If).

Démonstration. Dtaprès la Proposition 1.2, c’est-à-dire:1 s . 1

Montrons l’ inégalité inverse. Pour s = 2k+ 1, dans le cas Dirichlet, on a

et dans le cas de von Neumann, il faut ajouter le terme

Donc,

D’où,

Les autres propriétés se démontrent facilement. C.Q.F.D.

Introduisons la matrice
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Supposons ue»(4)o Alors

Dtaprès la Proposition 1.2, fl3 est un opérateur borné dans (1? (0 2m . Rema.r-

quons que équivaut à 

3. Majoration a priori. ,

Nous allons évaluer Pour cela, remarquons d’abord que

Donc les racines sont En notant
v

définissons d’abord la matrice

Ensuite, en définissant N(x) = N ~x~~~ , on voit que N(x) est une matrice unifor-

mément régulière et assez différentiable et bornée avec ses dérivées, et que
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Introduisons maintenant dans l’espace

le produit scalaire

où le second membre est le produit scalaire habituel dans (L~(,~~~2m~
Considérons + (v , 4v)~e pour U(D()

C’est égal à

D’après (2.8), ceci est égal à

Utilisons le théorème suivant, dont la démonstration sera donnée dans la section 6.

1 +ce n a
THÉORÈME 3.1. Soit a(x)EeB1+a(Rn) (0a1), c’est-à-dire que a(x) et o dxa(x
(j==1,2~..~n) sont continues et bornées. et ue ces premières dérivées ont J

une continuité uniforme holderienne d’indice a. Alors

où la norme est celle de 12 (0).

On a donc

où il est un opérateur borné dans (,? (n»2m .
On voit donc que

2Re(N(x)P(x)HE(H)U, N(x)E(H)U) = i([D(x)H - + ....

En utilisant encore le Théorème 3.1, on voit que D(x)H - HD(x) est un opéra-
teur borné dans (,?(Ç~»2m . Donc 9

Alors, pour réel positif,

THÉORÈME 3.2.
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4. Résolvante.

Dans cette section nous allons montrer que est une application bijective
de D(;1) (réel) est assez grand .

L’équation

s’écrit, compte tenu de ~~ .1 ~ 9 (2.2) et ~~ .3 ~ ~

Des relations on tire

En substituant ces relations dans la dernière de ~4,2~p on obtient

(Co::: 1). On voit que 

Si on désigne li premier membre de (4.4) par nous s omme s 

considérer 11 équation elliptique dépendant du paramètre À positif ,

où est donné, et où u.(x) doit appartenir à En d’autres ter-

mes, uo(x) doit satisfaire ou bien à (1.5) ou bien à (1.6). Il faut remarquer que

a (x~D) est exactement ltopérateur qu’on obtient en substituant k à (rt) 3 dans

l’opérateur (1.1).- En ce sens,
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Comme on le voit facilement9 y (4.6) est résoluble par la méthode variationnelle
dans le cas m = 29 si la condition au bord est du type Dirichlet ~~.~~e Mais

sauf ce cas simple , je ne pouvais pas résoudre (4.6) par cette méthode. Nous allons

donc recourir à la nouvelle méthode. Plus précisément, nous adaptons la méthode de

Schechter [13]. Enonçons le résultat sous une forme un peu générale, en changeant
légèrement les notations.

Soit

où est un opérateur différentiel d’ordre i 9 ~, est un paramètre réel et

positif ; D = i 2013 . On définit la partie principale de par

où hj(x,D) est la partie homogène d’ordre i de aj(x,D).
i 

Les conditions au bord sont données par

où B . es t d’ ordre m . ( 2m) e t ID. 1= ID. ~ i ~ j ~ ; pour tout XES, la direction
J J 1 J

normale n’ est caractéristique pour aucun des H .. Plus précisément SI B. doit être
J J

de la forme

où Nx est la normale au point xeS.

Si satisfait à ces conditions, 9 on dit qulîl est un système normal. On défi-

nit la partie principale de Bj par

On suppose que tous les coefficients sont suffisamment différentiables dans Q
et bornés avec leurs dérivées. Soient les conditions : s

1) Pour tout x Rn tel que (§@X) 40@ il existe ô (&#x3E; 0) tel
que 

-

2) Soit Nx la normale au point xfS. Considérons l’équation en z
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où n est un vecteur réel parallèle à un vecteur tangent au point x. Nous

supposons que, pour tout (T)~)~R~" x ff’ , (T)~) ~ 0, (4.9) admet exactement m

racines zl, (x,fl,~,) y ... pz M(X,~,À) t dont les parties imaginaires sont positives.

3) les polynômes (en z) j=l 92 ... m 
sont linéairement indé-

pendants modulo 
m

THÉORÈME 4.1. Supposons les conditions 1 ), 2) et 3) remplies ; il existe une constan-

te positive Xo telle que. pour le problème au bord

admette une solution unique pour toute De plus, si

(s = 

La démonstration sera donnée en bref dans la section 7. Montrons que les

conditions 1), 2), 3) sont remplies dans notre cas. La condition 1) est satisfaite.
Examinons 2). Voyons (4.7). Comme a(x,§) = E aijzizj, notons

où ao &#x3E; 0, pour T1 et En effet,

ao est indépendant de ’ll , et a~ sont des fonctions homogènes de degrés 1 et 2

respectivement. ~~.~~ devient alors

+

Les racines sont zg = t§ , &#x3E; ~t (i = 1 y 2 où w (q ) , ~(r¡)
sont homogènes de degrés 1 et 2 respectiv~ement ; b¡ est réel, b.a &#x3E; 0 (1 À 0) et

di&#x3E; 0 (di 4 d.). La condition 2) est donc vérifiée. En notant z. = z+.
1. 1. dj) i 1

( i = 1,2,... ,m) , examinons 3). Si la condition au bord est du type Dirichlet

(1.5), [B~) devient
J 

-

et si la condition est du type von Neumann,

Ceci préparé, considérons d’abord le cas ~4.11 ~, Si ~, ~ 0, c’est-A-dire si

À &#x3E; 0, z. étant distincte, alors, compte tenu de ç(zi) = -a-1. À 2, le déterminant
1 i 1 

’
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de Lopa tinski devient

Il est clair que ce déterminant ntest pas nul. Si l = Q, toutes les racines coïn-

cident avec la racine Zo de ~(zo) =0, où Im zo &#x3E; 0. Dans ce cas, (4.13) doit
être remplacé par

Remarquons que 0. On aura

Donc (4.14) n’est pas nul.

Pour le système (4.12) , la situation est essentiellement la même. Remarquons

que, si X = 0, et

On obtient donc le 
1

THÉORÈME 4.2. Il existe une constante positive yo telle que. pour yo

~~ ’~~, (ÀI-vf;) est une application bijective de et on a

5. Théorème d’existence.

En vertu du théorème ~..2, on peut appliquer à ~2.4~ le théorème 2.2 de la par-
tie au début. signifie que Nous avons donc : Etant donnés

Uo~D(~), c’est-à-dire

et f (t~ED~H~ , continu pour la topologie D(H~ , c’est-à-dire continu pour celle

de Iil (Q), il existe une solution unique de (2.4) telle que e1t(H).
Revenons à 1 t équatian (2.1). Supposons de plus que t
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dire que f(t) soit une fois continuement différentiable à valeurs dans L2(0).
On a, en vertu de (2.8) de la partie au début ,

D’autre part, d ’ aprè s ~2 .1 ~ 9

Or, on a

Compte tenu de (2.1) et (5.1 ), on obtient

une fois qu’on a obtenu ~5.2 ~ 9 on peut supprimer les conditions sur f(t) , en uti-

lisant le raisonnement exposé dans la section 2 du chapitre I. Donc,

Etant donnés la donnée initiale

et le second membre f(t) tel que f(t)~~.(L~(Q))~ il existe une solution unique

u(t) de (1.1) avec la donnée initiale (uo’...’~m-1) telle que

soient continues dans D(Ifm) ,D(Ifm-1 ) ,... ,D(R), 2(Ç~) respectivement. On a ltiné-

galité (5.2).

Remarque 1. signifie, dans le cas du type Dirichlet (1 .5), que
et, pour s = 2k-1, 2k, (k = 1,2,...), que

et dans le cas du type von que et, pour s = 2k, 2k+1

(k = 1,2,...) que
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Remarque 2. On peut déduire du théorème 5.1 la régularité des solutions. Le

raisonnement est essentiellement le même que celui qui se trouve dans la section 4

du chapitre I. Il devient considérablement plus simple p car ici les coefficients

ne dépendent pas de t. _

~. Démonstration du Théorème 3 * 1 *

Nous allons préparer quelques lemmes.

LEMME 6 ,1 . Soit continue en (y,z), homogène de degré
-1 en z, et indéfiniment différentiable en z dans JR - [0~. Nous supposons de

ue ~(y,z) = et ô (&#x3E; 0) our tout z) = 1, et ue

Alors pour toute

la convergence étant au sens de L2 (iR ).
Démonstration. Développons dont le moyen sphérique est nul,

i

par les fonctions sphériques orthonormées,

Envisageons la transformée de Fourier

En posant celle-ci devient

Puis , posant s =rp cos 8 g l’intégrale s’écrit
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Pour r cos a 5 ~, compte tenu = 0, ceci s’ écri t

Pour r cos 0 &#x3E; ~, on écrit 1 t intégrale comme suit

Or,

et

d’où,

Remarquons que r cos 0 &#x3E; 1 ; a fortiori r &#x3E; 1. Ces deux expressions montrent

qu’il existe une constante M telle que

1B1 étant indépendante a &#x3E; ~) et de S e

De plus,

Or, il est facile de voir que

En effet, d’après ce qui précède,



51

et pour r cos a &#x3E; 1, on sépare 1 t intégrale en deux parties iEr cos e, 1 ] et

, r cos (1],

D’où,

On a donc (6.2).

De (6.1), (6.2), et compte tenu de l’ordre de décroissance de (sup 
on voit facilement le lemme (voir Calderon-Zygmund [5])" e ~

Soit Rn+ = {xERn, xn&#x3E; 0} * Notons x = (x1,...,xn-1, xn) = (x’, xn). L’ap-

plication f -+ g définie par

est bornée dans 

Démonstration. Comme le noyau K = 1 + xn + n) est symétrique et

positif, il suffit de considérer (Kf,f) en supposant f ~ 0.

où

Or

(et étant une constante ne dépendant que de n) .
" n

Dtoû
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D’après Schwarz,

Utilisons l’inégalité d t Hilbert.

On a donc

Le lemme suivant est facile à vérifier.

LEMME 6.3. Soit une fonction mesurable en et supposons

sauf sur un ensemble de mesure nulle e c 0 x n, elle est une fonction conti-

nue en Supposons qu1il existe une fonction positive mesuxable 

telle

1) ~(x,y),

2) définit une application bornée dans 

Posons Alors pour toute u(x)EL2(O), dans
. - ..-.. - - .. &#x3E; cr ao-

L2(Q), lorsque 6-&#x3E;6o.

Démonstration du théorème 3.1.

Rappelons que

On sait que

Supposons
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Comme H = /7f, on obtient donc , pour 

Maintenant supposons ueD(H) = D(vrn. Comme 11  const. /"t

pour 0 ~ t ~ 19 on voit que, 9 si 0  Q  1 , par passage à la limite, (6.4) est
aussi valable. Si u(x)ED(H), alors a(x)u(x)ED(H), d’après la Proposition 1.1.
On a finalement,

D’où,

où la limite est à prendre au sens de 12 (0). Nous allons montrer que, pour tout

o fixé (0  cr  1), le second membre défini par est une application

bornée dans 12 (0), et, lorsque 6 tend vers 1, la limite (au sens de 12 (0»)
existe pour toute 

Cela suffira pour démontrer le théorème.

On sait que s’exprime par le noyau de Green, qui a les propriétés sui-

vantes :

où (GQ + ~) est le noyau de Green correspondant au problème de Cauchy, et
G (t,x,y) est le noyau compensateur. Explicitons-le :
c
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Par un calcul facile , on voit que

où

D’autre part, on a la majoration suivante [6] y

Finalement, on sait que (voir [11], ou plutôt le travail dtArima [3]), on a la
majoration suivante, dont la preuve est assez délicate ?

où c &#x3E; 0, constante, et ae x = dis ~x,S~. Plus précisément , cette inégalité est

une majoration quand x et y sont au voisinage d’un point de S. Par consé,uent9
si 0 est le domaine extérieur, on entend cette majoration au sens que

ô étant une constante positive fixée. Remarquons finalement que tous les noyaux

sont continus pour si 

Revenons à notre but. Considérons

1

Elle est restée application bornée pour 0  a ~ 1, et, pour toute 

f ixée , elle est une fonction continue en cr à valeurs L2 (~ ~ . Le noyau

a la même propriété que le précédent. Pour atteindre notre but, il suffit donc

de considérer le noyau
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Envisageons d’abord 1

v

où c(a) est continue pour 6 &#x3E; 0.

Donc

où

En àéveloppant ,

où

On a alors,

T (0  a  1 ) est bien un opérateur borné dans 12 (Q), y et en appliquant les
o

lemmes 6.1 et 6.3, on voit facilement que
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la limite est au sens de et Tl est un opérateur borné.

Envisageons (x,y) 0 Remarquons d’abord que

est continue en o~]0,1], pour tout x,y tels que x 4 y. D’autre part, d’après

(6.10), 0

D’où la majoration pour 

D’après le lemme 6.3, on a donc

la convergence étant au sens de 12 (0).

Envisageons finalement y

D’après (6.11), Kco(x,y) est continu en et

Soit Q l’ensemble des XEO tels que dis ~x9S~ ~ 6. Soit ~(x) la fonction

caractéristique de Q. ? considérons le noyau On a
6 a s

De même ,

Finalement, considérons En utilisant
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on voit que

En appliquant aux trois noyaux les lemmes 6.2 et 6.3 , on voit que

pour toute 

C.Q.F.D.

7. Démonstration du théorème 4.1.

Nous allons adapter le travail de Schechter [13]. Nous nous limitons à indi-

quer certains points essentiels.

Utilisons la norme 1 x (s = Oil p2,... ; À &#x3E; 0) dans définie par

~ 
1

De même on introduit la norme  u &#x3E; 1. i dans 2(S). Si S est i’ hyperplan
s~,~

x n = 0, en notant x’ = on définit

En utilisant une partition de l’uni té 9 on définit  u &#x3E; l B 0 Evidemment cette
S-2, A

norme dépend de la partition y mais on choisit une partition une fois pour toutes.

LEMME 7.1. Pour tout s entier non négatif, il exis te deux c ons tante s C(s) e t

Xo(s) telles que on ait

pour tout 

Démonstration. Supposons que Ao, Bo sont des opérateurs à coefficients

constants, et que Q = 
n 

= f 
n 

i
constants, et que {xERn ; xn &#x3E; 0}.

Les relations
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deviennent, par la transformation en x’, 9

D’après un raisonnement habituel, et compte tenu de l’homogénéité des Ao et B§
on aura pour l&#x3E;0, 9 ,

Dans le cas général, à partir de cette majoration, on suit le raisonnement

habituel. C.Q.F.D.

LEMME 7.2. Il existe un autre système normal (au sens que nous avons donné dans la

section 4) 
... 9m 

tel que
J =1,2...,m tel que

pour tout (u,v)EH2m(Q)xH2m(Q). Le système (BU aussi recouvre A*, c’est-à-

dire que le système fA*,Bll satisfait aux mêmes conditions 1), 2)e 3) Que nous
avons supposées pour {A, Bj}.

Démonstration. Comme auparavant, supposons Q =Rn+.

où est un opérateur d’ordre 2m-1-k en (D,k)9 ayant la forme
de Bj que nous avons considérée. Remarquons que la partie principale

N2m-1-k(x,D,l) se calcule au moyen de Ao . Alors en suivant [13], on arrive à

l’expression (7.2), où C. et C! sont des opérateurs ayant la même forme que 1
J J
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Montrons que (BÉ) recouvre A~. Ceci se réduit essentiellement au fait sui-

vant : soit A(Dt) = f- 1 un opérateur elliptique d’ordre 2mp c’est-
à-dire que A-T)#0 pour tout T réel, et que =0 admet m racines

T1,...,Tm telles que Im ET &#x3E; 0 ; soit 
y ... ym 

un système normal,
c’est-à-dire ; ordre (IB == m  2m (mi 4 mi Dans ces conditions, tout système

j j i j
adjoint {B’j(Dt)} j=l ,...,m 

recouvre C.Q.F.D.

Démonstration du théorème 4.1.

Compte tenu des lemmes 7.1 et 7.2, on voit que l’inégalité (7.1) est aussi
valable pour le système 

J

Considérons Inéquation en 

D’après Riesz, pour toute f(x)EI?(0), il existe une solution unique 
On montre dans ce cas que Posons A*u = On voit d’abord que

Aw = f, en prenant Ensuite prenons ctest--à-dire 1

En utilisant (7.2), on obtient

ce qui entraine que = 0. w est donc la solution cherchée. la régularité
de w en découle par un raisonnement habituel. C.Q.F.D.
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