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RESOLUTION ITERATIVE D’INÉQUATIONS VARIATIONNELLES
PAR DÉCOMPOSITION ET ÉCLATEMENT

par J.L. LIONS

La. méthode itérative donnée ici est due à R. TEMAM et l’A. [12J.
Le plan est le suivant :

1. Enoncé de la méthode itérative.

1.1. Rappel.
1.2. Le problème.
1.3 . Un exemple simple.

1.4. La méthode itérative.

2. Liens avec d’autres méthodes.

2.1. Une remarque sur le cas des équationô.
2.2. Equations d’évolution et "splitting up".
2.3. Le procédé itératif.

2.4. Raccord avec d’autres méthodes.

3. Démonstration du theorème de de la méthode itérative.

4. Exemples.

On considère seulement ici le cas de formes bilinéaires continues sur un Hil’-

bert. La méthode s’étend [13], au moins pour l’essentiel, à certains des problèmes
d’inéquations vari,s,tïonnelles que l’on rencontre en théorie du contrôle optimal [9]
ou dans les équations d’ évolution [1] r8] [10].

1. Enonoé de la méthode itérative.

1.1. Rappela Soit V un espace de Hilbert sur Il, et a~u,v~ une forme

bilinéaire continue sur ’~, coercive au sens

(1.1) a(v,v) é Ct’lvIl2, 0, v’ = norme de v dans V.

Soit K un ensemble convexe fermé de V et soit L une forme linéaire conti-

nue sur V. Alors ~19~ (autre démonstration dans 
THÉORÈME 1.1. L’hypothèse (1.1) ayant lieu. il existe ucK unique tel que

(1.2) a (u, v-u) L~v-u~ V 

Remarque 1.1.
En fait lthypothèse (1.1) est inutilement restrictive pour la validité du.

théorème 1.1, qui est encore vrai en supposant a(V’v) 3 0 et

(1.}) a(v,v)||v||-&#x3E;+oo si VEK, 

Cf. [1] [6].
Remarque 1.2.

Il a été montré dans r 61 puis dans [2] que peut s’étendre
à des formes a(u,v) non linéaires en u, mais Il est probable
(mais non explicité, semble-t-il) que la méthode itérative proposée ci~après,
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s’étend (sous des hypothèses convenables...) à certains cas "monotones non
linéaires".

Remarque 1. 3 .

Si a(u,v) = a(v,u) V u,-vEV, le théorème 1.1 est immédiat ; la solution u

est l’unique élément de K qui minimise a(v,v) - 2L(v).
Remarque 1.4.

Les résultats ci-après s’ étendent au cas où l’ on remplace L(v-u) = L(v) - L(u)
par F(v) - F u FE r V au sens de Moreau(  ) .
1.2 . Le problème.

On va supposer que

et faire "éclater" le -problème (1.2) en une série de problèmes chacun relatifs à
{ai,vi,ki}.

Précisons d’abord les hypothèses.
On se donne un espace de Hilbert H sur R avec

(1.6) Vc:H, V dense dans H, v - E continue

Soit 1 la norme sur H, et ( , ) le produit scalaire dans H.
Soit

Vi = espace de Hilbert sur R, ViC H, Vi dense dans H,
i 1

(1.7) IV H continue, Il = norme dans V . , 1 i  q .
On suppose

Ensuite soit

Il- -1 

[Ki convexe fermé de Vi Y 1 

Enfin

(1.1o) dans (1 .5), chaque ai est une forme bilinéaire continue sur V. , avec

(1) Séminaire Leray, 1966-67.
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Remarque 1.5. 
° 

-t

Il suffirait de la coercivité de a . sur K. - K... 
’

i 1

Avant de donner la méthode itérative, donnons un exemple simple.
1.3. Un expmle simple.

Soit : Q = ouvert borné de Rn , de frontière r assez régulière ;

On prendra alors (4)

numide la norme

etest un espace de Hilbert et lton a (1.7) (1-8).
Puis

(1.11) Ki= adhérence de K dans Vi (,).i i .

Formellement

K. = v ~ 0 sur la pprticn de r ou v peut être défini 1.
Par exemple si 

-

on a :

Ensuite

et 1’ on a (1.5) (1.10).
Voir d’autres exemples au n’3.

(2) Espace de Sobolev classique.
(3) Cela a un sens et définit un convexe fermé de H1 (n) (en fait un cône).
(4) Naturellement une infinité d’autres "éclatements" sont possibles.
(5) Cela n’est pas toujours vérifié. Cf. Exemple 4.2.



4

1.4. La méthode itérative.

Soient e ,k deux paramètres &#x3E; 0. Soit 

n. 
i_1 q 

.,

Supposons un+i-1qEKi-1(1iq) connu. On détermine un+i/q comme la
solution dans K. de 

_ .

1Li= forme linéaire continue sur Vi 9

Remarque 1.6. La solution un+i/q de (1.12) existe et est unique d’après le
théorème 1.1.

On peut maintenant énoncer le

THÉORIE 1.2. On suppose que (1.1) (1.4) ... (1. 1 0) (1.13) ont lieu. On suppose

que e~k-~0 avec

(1.14) k e -&#x3E; 0 .

On suppose pue N est un entier -&#x3E; + 0153 avec

(1.15) Nk = T, T fixé&#x3E;0 .

Alors

dans Vi faible,

CÙ u est la solution de ~ 1, 2 ~ .
Ia démonstration est donnée au n° 30

Remarque 1.7.

On donne dans F 12] un résultat plus général correspondant à une discrétisation
de la situation (en vue de l’Analyse Numérique de ces problèmes). Mais l’idée de la

démonstration est la même que celle donnée au n°3.

Remarque 1.8.
Cf. 1 71 pour d’autres méthodes itératives.

2. Remarques heuristiques. Liens avec d’autres méthodes.
2.1. Une remarque sur le cas des équations.

Soit V’ le dual de V ~ V c H c V’ , et 1 t opérateur défini par
~,~u 9v~ é a ~u,v~ = ~Au,v~ , AUEVI ~ et (Au,v) désignant le produit scalaire
entre "~t et V~.

(6) Une telle décomposition existe toujours.
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Pour L donné dans V ~ 9 soit u la solution unique de

Associons_à ~20~) le problème d’évolution

quelconque dans V (ou H).

Ce problème admet une solution unique y V) et on vérifie facilement que

(2.3) TfTo w (t)dt -&#x3E; u dans V lorsque E -&#x3E; 0.

2.2. Equations d’évolution et "splitting-up".

Le résultat (2.3) montre que y pour "approcher" U9 "il suffit d’approcher" la

solution d’une équation d’évolution de la forme
du Au = L
dt 

-

(2.4) 
u~o~ ~ u 0 donné.

Une méthode fondamentale en analyse numérique est la suivante : supposons que

V = qni=1 Vi et que 1 t on ait (105) (et (1.10)), d’où avec des notations évidentes

Supposons également que (1.13) ait lieu.
Admettons u(t) "calculé approximativement" à l’instant

t --- nk
n

et soit u n cette "approximation". On va calculer l’approxima. tion au temps

(n+1)k en déconposant (splitting up) (2.4) 2n q équations 9 de la façon suivante :

on considère :

et lton prend

Cette méthode a été étudiée dans f~4~ r23] C20] r2l]. Antérieurement des mé-

thodes de ce genre, mais techniquement un peu différentes, avaient été introduites

dans [3] (~ ~ 6~ (méthodes de Directions Alternées).
2.3. Le procédé itératif (1.12) consiste à utiliser simultanément les idées des

points 2.1 y 2.2 y à discrétiser en t l’équation correspondant à (2.6) et enfin à

remplacer les équations par des inéquations variationnelles.

7 Cela correspond à K = V dans le théorème 1.1.
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On arrive ainsi à la formulation ( .12).
2,4. Raccord avec d’autres méthodes.

La méthode du "spli tting up" évoquée en 2.2 est évidemment liée au théorème de

Trotter r22] (cf. des variantes et applications récentes dans [4]) s si A et B

sont générateurs infinitésimaux de semi groupes alors, sous des hypothèses convena-

bles f221 r4l on a :

exp t(A+B) = lim. e-Y. t, B)n
n-&#x3E;oo 

n n
n-&#x3E;oo

3. Démonstration du théorème de convergence de la méthode itérative.

3.1. Estimations a priori. o
On peut écrire (1.12) sous la forme équivalente

Fixons v dans K=QK. dans (5.1). Posons

On déduit de (3.1)

où ici et dans la suite les c désignent des constantes diverses. On en déduit

aussitôt

De (3.4) résulte d’abord que

Par sommation on en déduit

On suppose 0 ~ n é N-1. D’après (1.15) on a donc kan :-5 T et (3.5) entraîne

(3.6) r ~ 1 ~,n+i /cl, i 2 , =: c, d’où évidemment 

Sommant en i de 1 à q puis en n de 1 à N-1 on déduit ensuite de

(3.4) que

(8) Evidemment
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3.2. Utilisation de (3.6) (3.1) (3-8).
On passe du "discret" au "continu" en introduisant

(3.9) dans rnk, (n+l)kF, 0 # n à N-1 (9)
Alors (3.6) et (3.8) équivalent à

(3.11) u , demeure dans un borné de V.).
JL y ~ 1

Par ailleurs {3.?’~ s’écrit encore 
- -

Mais (3.12) s’écrit encore

D’après (3.11) on peut extraire de E une suite (encore notée e t ) telle que
(3.14) u. ~ w. dans L~(0,T ;V.) faible.

1 1

Mais grâce à (3.13) et à l’hypothèse (1.14), on a :
(3.15) w = w2 = ... = w
et posons donc w. = w V i.

On a donc démontré:

(3.16) u . -) w dans L 2 ( 0 , T ~ ~’ . ~ faible, w indépendant de i
1,E 1

(et donc V)).
3 .3 ~ la fonction w est p.p. à valeurs dans K.

Soit K. = V. v(t)eK. p.p. } ; X. est un convexe fermé de

L2(0,T;Vi), donc faiblement fermé; comme on a s u. EK. et donc
1 1 3.,£ l

donc

d’où 3.3.

~.4. ~On va dans ce point 3.4 montrer r~ue

~3.~’~~ 
1 

w(t) = u p.p., u étant la solution de (1.2) (1°) .
Pour cela, soit ji§ (]0,T[), ~f S 0 ; posons :

(9) Noter que évidemment de e et k. Considérant E comme le

"Paramètre fondamental" , on a donc u. (t) qui dépend de E .

(10) Cela montrera que l’extraction dtmie sous suite est inutile.
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On multiplie (3. 1), où l’on prend et par k ; on en déduit

laissant tomber le terme souligné, et sommant en i puis en n, on en déduit

Le terme souligné dans (3.19) tend vers 0 0. En effet il vaut

les deux derniers termes tendant vers 0 (avec (3.6) et ~N-1 ~ 0 car

(]o,T( ) ) et la somme est majorée par

On peut alors écrire (3.19) sous la forme s

Mais

donne avec (3.16)

et grâce à (3.16) on déduit finalement de (3.20)

ou encore T

Donc, p. p. 9

donc (puisque w
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3.5. Fin de la preuve.
De (3.16) et (3.17) on déduit que

v

et celi, n’est autre que (1.16).
4. Exempl13""s.

4 - 1 - Exemple 1.

Reprenons dtabord l’exemple du point 1.3.

Le problème (1.2) correspondant équivaut à celui-ci - trouver satis-

faisant à 
-

Remarque 4.1. 

Dans (4.1) de sorte que a un sens.

Avec le choix de a. et de K. donnés en 1.3, le problème correspondant à

(1.12) est (on prend n

et pour qu’il n’y ait pas de confusion avec la dimension on appelle "p" l’indicé

d’itération) :

On voit que le problème (4.2) est un problème en dimension 1 g en la variable

x. , les i, jouant le rôle de paramètres.
~- J 

-..... -

4.2. Exemple 2.

Reprenons comme en 1.3 : 
-

( 11 ) Des exemples de ce type interviennent dans les applications. Cf. [15]) y
[1 7] y [18].
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et décomposons r en q parties

chaque ri étant "régulier".
Prenons alors

et choisissons

Alors s

le problème initial est encore (4.1) ;
le problème itératif est: s

Remarque 4.2.

On voit que "11 éclatement" de K en les K. permet de "diminuer le 

des inégalités à la frontière.

4.3. Exemple 3.

Reprenons a(il,v), V comme en (4.3) et soit maintenant

(4.11) K = (vJ 0 # v # g sur F, g donnée dans H2 (r) , g 0
Le problème initial (1.2) (avec L(v) = 1 fvdx , f(L2(Q» est

(4.12) -Au+u=f

et sur r :

( 1 ~ ) Dans ce cas on n’a pas (1 ,I l ) ..

(13) Ce qui a un sens après discrétisation.
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~ UV

Il est naturel de considérer K comme

,

On prend

et le problème itératif devient le suivant s

et
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