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UN COMPLÉMENT AU THÉORÈME DE N. NILSSON
SUR LES INTéGRALES DE FORMES DIFFÉRENTIELLES

A SUPPORT SINGULIER ALGÉBRIQUE 

par

Jean LERAY

Introduction

Nous nous proposons d’expliciter et compléter le premier des deux

théorèmes que N. Nilsson prouve dans [5] et applique dans [6].

1. LES INTÉGRALES DE FORMES DIFFÉRENTIELLES A SUPPORT SINGULIER

ALGEBRIQUE.- Notations.-

X = Pl est l’espace projectif complexe, de dimension complexe i

les coordonnées homogènes dtun point x de X sont les composantes d’un

vecteur

X étant donc le quotient de Z par le groupe de ses homothéties de

centre 0 ;

E estledualde Z 9 la valeur en C de § ES étant notée

T est un espace affin de dimension finie ;

(t,x) est la partie de T x X se projetant en 

on se 

n V e est l’intersection de m hypersurfaces algébriques données de T x X,
à 
d’équations

(*) Ce travail fait partie de la Recherche Coopérative sur Programme N°25 du
Centre National de la Recherche Scientifique.
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où v , est un polynôme de (t9C)ET x Z 9 homogène en Ç et jE ( 1 , ... , m) i
J

Vj(t) est la projection de V. sur X, c’est-à-dire l’ensemble
J J

des x tels que 
J

W(t) = U *x(t) est la réunion de n hyperplans de X 9 dépendant 4

H 

algébriquement de t, d’équations 4
où w H est une fonction algébrique de t à valeurs dans Hc f 1 9 ... nl

W(t) est vide si n = 0 ;

les intersections VIH (t) (t) 1 OÙ 1 ... n, qui sont

de dimension r pour t générique y sont notées Vy(t) si t est tel que

leur dimension soit r ; sinon wr(t) ntest pas défini ; désigne X.
K K

Le support singulier Ss[W] est l’ensemble des t en lesquels l’un au

moins des w-j(t) ntest pas holomorphe.

On se donne : t’ET - Ss[W] ~ qe~m~.~~~ ;

une branche de c’est-à-dire une branche de chaque 

telle que les soient définis V r &#x3E; î-q

X’ s partie ouverte de X ;

y tq-m. o (q-m)-cycle de Xt n relat. xt n w,
j j 

1
w(t,c) - q-forme différentielle homogène ( ) de fonction de t i

m entiers # 0 : s ~ 

’

(~ ) Produit d’une forme des quotients des coordonnées de C par une fonction

homogène de C .
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On suppose ceci :

les hypersurfaces X’ n de X’ sont régulières $
J

ces hypersurfaces et les X’ n sont en position générale dans x’ ;

est une forme différentielle de homogène de degré c’ est donc

une forme de x, à coefficients fonctions de t 9

cette forme (1) est :

holomorphe en ( t ,x) , près de tout point de ( t ’ ,X ’ ) ;

fermée, pour dt = 0 ;

nulle sur X’ n ~’~ ~ t ~ 9 c ’est-à-dire pour : t’ t voisin de t ,

v(t) voisin = 0 q Y E .H H

Ces hypothèses ont les conséquences suivantes, vu [3] s

on peut définir, pour ( % ,11 ( t ) ) voisin de un (q-m)-cycle

de XI n relat. X’ n variant continûment avec t et
d

tel que

sa classe d’homologie est définie sans ambiguité :

si m &#x3E; 0, la classe résidu de (1)

est définie pour t voisin de t’ 9 
-

(2) Ctest une forme des quotients des coordonnées de C .
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l’intégrale

est donc définie sans ambiguité pour t voisin de t’ ; c’est une fonction

numérique holomorphe de t (vu [3L ~10). Nous allons construire son pro-

longement a.,1.alytique, sous des hypothèses appropriées.

Définition des formes et des fonctions à support singulier algébrique. "-

Si [ou J(t)] se prolonge ei une forme [ou fonction] holomorphe

sur le revêtement simplement connexe du complémentaire d’une hypersurface

algébrique de T x Z [ou de T], nous dirons que w [ou J] est à sup-

port singulier algébrique ; il existe alors évidemment une plus petite

hypersurface ayant cette propriété; 5 son image dans T x X sera notée

et nommée support de w [ou de JI. D’après un théorème d’Hartogs

c’est une hypersurface algébrique.

Note.- Il est superflu de supposer (t’,X’) hors de Ss[w].

Notation.- Notons
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V est une hypersurface de T x X .

Définition des ~ t, s’appuyant sur une hypersurface V de

T x X.- Etant donné tT , nous dirons que a sur V un appui

d’ordre A-q quand l ’un au moins des r-plans

n’est pas défini ou a sur V un appui d’ordre e-q, au sens du no4.

Note.- Soient des coordonnées éitassmanniennes 

de 9 s’ annulant quand n’est pas défini ; vu le n04, l’appui

sur V s’exprime par la condition suivante :

au moins l’une des branches de l’un des vérifie l’équation

où rE ~ ~-c~, ... ,~ ~ .

Supposons ceci $

w est à support singulier algébrique ; 9

~ t ,~1 ( t ~ ~ n’ a pas 0 un appui d’ o rdre ,~ -~, 9 V t.

J ~ 
’ 

Alors s

J(t) est à support singulier algébrique ;

Ss[J] est mie hypersurface algébrique de T, contenue dans la réunion de

Ss[W] et de l’ensemble des t tels que (t,W(t)) ait sur V un appui

d’ordre A-q.

Note.- Si n = 0, c’est-à-dire si W(t) est vide, alors cet ensemble

est l’ ensemble des t tels que ~ t 9~) ait sur V un appui d’ ordre t-q.



6 

Corollaire 1.1 (N. Si n = 0, c’est-à-dire si W(t) est

vide, alors J(t) est à support singulier algébrique.

Preuve. - Par définition, (tX) ne s’appuie pas sur V, V t.

On prouve de même ceci s

Corollaire 1.2.- Supposons que T puisse être fibré de façon que les

V.( t) soient constants sur chaque fibre et que W applique chaque fibre
J

sur l’ensemble des réunions de n hyperplans de X ; alors J(t) est à

support singulier algébrique.

Une preuve détaillée de ce théorème 1 est donnée par les chapitres I,

II et III ; 9 elle s’abrège considérablement quand on suppose, comme

No Nilsson, i’l(t) vide (n=0). Comme celle de N. Nilsson, notre preuve

traite d’abord le cas :

autrement dit, elle établit d’abord ceci : l’intégrale sur un q-simplexe

d’une q-forme différentielle à support singulier algébrique est une

fonction à support singulier algébrique (chapitre II", lemmes 12 et 16) ;

le théorème 1 en résulte, par application de la formule du résidu (chapi-

tre en évitant la construction compliquée que constitue le § 3 de

l’article [5] de N. Nilsson.

THÉORÈME 2.- Adjoignons à l’hypothèse du théorème 1 la suivante : toutes

les branches de m sont combinaisons linéaires, à coefficients dans un

anneau de constantes,, d’un nombre fini d’entre elles. Alors toutes les

branches de J sont conbinaisons linéaires à coefficients dans ce même

anneau, d’un nombre fini d’entre elles.
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Preuve.- De cette hypothèse résulte évidemment que toutes les fonctions

construites ultérieurement possèdent cette propriét’ nous ne détaillerons .

pas cette preuve que N. Nilsson explicite dans le cas qu’il traite s

W(t) vide (n=0).

THÉORÈME 3 (énoncé hypothétique). - Adjoignons aux hypothèses des théo-

rèmes 1 et 2 la suivante ~ les coefficients de w sont « à croissance

lente » quand (t,x) tend vers Ss[w]. Alors, J(t) croissance

lente » quand t tend vers Ss[Jl.

On peut définir « la croissance lente d’une fonction à support singulier

algébrique » par la condition (c) de la première page de N. Nilsson [5] ;

peut-être existe-t-il des définitions équivalentes plus maniables. ~
La preuve de ce théorème 3 a été donnée par Ne Nilsson dans le cas

qu’il traite ? W(t) vide (n==0) 3 elle reste a faire dans le cas général.

Appliquer les théorèmes précédents au prolongement L de la transfor-

mation de Laplace, que définit [4]? est évidemment possible g on peut ainsi,

en particulier, obtenir des opérateurs hyperboliques dont la solution élé-

mentaire est à support singulier algébrique ; nous ne le ferons pas ici.

Le théorème 1 emploie la notion d’appui 3 le n°4 la définira à partir

de la notion suivante.

2. EQUATION DISCRIMINANTE.- Soit une équation

où P est un polynome de x H y homogène en §, à coefficients CE;.



8

Rappelons que P est dit réductible quand il est le produit de polyno-

mes, du même type, non cons tants ; rappelons un théorème classique (~7~~

t.1, chap. IV, Ganzrat. Funkt.) s tout polynome est produit de facteurs

irréductibles, définis de façon unique, à des facteurs constants près.

Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :

1) l’un de ces facteurs est multiple et de degré &#x3E; 0 en

2) l ’ équation (1.1) équivaut à une équation du même type et de degré

moindre en § .

Si ces conditions ne sont pas réalisées et si n’est pas iden-

tiquement nul, alors nous dirons que l’équation (201) est réduite sur T

relativement à § .

Le n’6 (chap. I) prouvera le critère de réduction suivant :

Notations.- Notons § et 11 deux vecteurs de M 9 P une variable

numérique complexe et(3) discr. le discriminant de 

considéré comme un polynome en p. Rappelons que ce discr. est un polynome

en (t,s,11) et qu’il reste invariant quand on transforme (~11 ) par une

substitution unimodulaire ; voir [7~.

Critère de réduction.- 1 ° ~ Pour que Inéquation (2.1) soit réduite sur

T relativement il faut et suffit que

en au moins un point (t g~ 9‘~~ de 

2°) Plus précisément, si (2.1) est réduite et si ~ est donné tel que

P ( t 9 f~ ~ ~ 0 en au moins un point9 alors en au moins un

point (t,~) de T x E.

Bien entendu, l’expression s « l’équation (2.1) est réduite sur le 

(~ ~ discr. P n’est pas fonction de la variable coiffée par ~ .
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point tE T » signifiera t « cette équation est réduite quand on cnoi-

sit pour espace T ce point t ».

Le 1°) du critère de réduction a pour conséquence évidente ceci :

Lemme 2 (localisation).- 1°) Pour que l’équation (2.1) soit réduite

sur T, relativement à E, il faut et suffit qu’elle le soit sur au

moins un point de T.

2°~ Les points t sur lesquels cette équation n’est pas réduite sont

ceux qui vérifient la condition s

l’ensemble de ces points est donc une variété algébrique de T.

Définition.- Donnons-nous une équation (2.1) qui ne soit pas vérifiée

V(t~) 3 formons avec les facteurs irréductibles de une équation

équivalente, réduite sur T relativement à g 1

Considérons l’ensemble des points t de T sur lesquels cette équation

(2.2) n’est pas réduite relativement à ~~. Vu le lemme 2, cet ensemble

4 T et est une sous-variété algébrique de T, définie par la condition :

Cette sous-variété est l’ensemble des points t où le degré de l’hyper-

surface de ù d’équation (2.1) n’est pas maximum ; elle ne dépend donc

que de cette équation. Seule nous intéressera la plus grande hypersurface

contenue dans cette sous-variété ); son équation sera

(4) Car, d’après un théorème d’Bartogs[1], si le support singulier d’une
fonction analytique appartient à cette sous-variété, alors il appartient
à cette hypersurface.
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ou diserT est le polynome(3) en t de degré maximum qui divise

c’est-à-dire le plus grand commun diviseur des coefficients de

discr. considéré comme un polynome ayant pour coef-

ficients des polynomes en t . L’équation (2.3) est nommée équation dis-

criminante de l’équation ~2 .1 ) , Elle n’est jamais vérifiée V t.

Note.- En général, l’hypersurface (Z.3) est viàe ; mais, dans ce qui

suit, ce « cas général » se trouvera être exceptionnel.

Note.- Dans les définitions précédentes, l’espace affin T et ltespace

vectoriel S ne peuvent pas être remplacés par des variétés algébriques

quelconques, car, sur de telles variétés, un polynome n’est pas un produit

unique de polynomes irréductibles.

3. GRASSMANNIENNES (Voir [2] ) .- Pour repérer les q-plans complexes

xq de X, nous emploierons l’algèbre extérieure fBE engendre l’espace

vectoriel s ; les éléments de AS homogènes de degré r sont nommés

r-vecteurs et notés leur ensemble est le sous-espace vectoriel

de l’algèbre bien entendu :

Z peut être identifie à par la bijection .

telle que la valeur de C en ~ soit
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Nommons classe de gr 4 0 l’ensemble des r-vecteurs non nuls,

parallèles à sr. L’ensemble des classes (,r) est l’espace projectif
quotient de l’espace vectoriel par le groupe de ses homothé-

ties de centre 0.

La bijection (3*1) induit une bijection

qui identifie X à 

Un hyperplan xl-1 de X est ltensemble des XEX dont les coordon-

nées homoencs C vérifient une équation

dtoù une bijection

qui identifie l’ensemble des hyperplans de X à l’espace projectif (s).

Etant donné un q-plan complexe xq de X, soient i-q hyperplans

xl-11, ..., xl-1l-q de X tels queÙ 9 x. tels que

soient vecteurs de S tels que xi-1 2013$&#x3E; (Sj) ;
notons

évidemment, (gae-q) dépend de xl sans dépendre des choix des et
J

§j : nous avons une injection naturelleJ

de l’ensemble des q-plans de X dans l’espace projectif (~Z-q~) ; ; elle
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est telle que, si

alors la condition

(3.5) xq c ~-1 équivaut à A g = 0 ,

L’injection (3.4) est pour q = 0 la bijection (3.2~9 pour q = £-1

la bijection (3.3).

L’image par (3.4) de l’ensemble des q-plans xq de X est une sous-

variété algébrique rq(X) de (A 9 on la nomme q-grassmannienne de

. L’on nomme coordonnées gTassmanniennes du q-plan x~’ -~ (§~~~) les

coordonnées du (2-q)vecteur §e-q, ou, par abus de langage, ce (2-q)-

vecteur lui-même.

Rappelons que la dimension de rq(X) est : 

Preuve de (3.6).- L’espace des q-simplexes de X, fibré par l’ensem-

ble des q-simplexes d’un même q-plan, a pour base or cet espace

et sa fibre ont pour dimensions respectives (q+1)£ et (q+l)q.

Notation.- Nous noterons A"’A §î-q ) et nous nommerons

« polynôme de te tout polynome de (tge ~&#x3E;1 9 ... 9 ~-a~
homogène en dont la valeur est fonction seulement de

. J

Nous ne nous soucierons pas de l’existence d’un poly-

nome de T x qui soit égal à P(t’S1 A...A §g-q) pour

= ~ A...A r ~ car un tel polynome n’est pas unique ( ).

(5) En effet les composantes sont liées par des relations quadra-
tiques = E1 A...A ~ voir 12 1 .



13

Le no7 prouvera le lemme suivant, que le n’4 va employer implicite-

ment:

Lemme 3.- Si P(t’S1 A g) est un polynome de

alors t) est un

polynome de A..oA § z _q ) .

4. L’APPUI q-PL&#x26;N SUR UNE SOUS-VARIETE AMEBRIQUE V DE T x X.-

Soit V une sous-variété algébrique de T x X. dont toutes les composantes

algébriques ont la même dimension 3 notons ~!

r = dim. V - dim. T  î 

Soit le q-plan de T x X, ayant pour projections respectives

sur T et sur X le point t et le q-plan x q9 de coordonnées grassman-

niennes

§e -q § g -q ’ 
Nous dirons que ce q-plan s’appuie sur V quand il satisfait une

équation

(4.1) = 0 (P~(t) ne dépend que de t),

qui va être définie par récurrence sur q ; pq sera un polynome de

A...A g,_ ).
Définition : si q  £-r-1 7 alors aucun q-plan ne s’appuie sur V :

l’équation (4.1) est impossible.

Définition : supposons q x J-r-1 (ty~’" *’ ) s’appuie sur V si et

seulement si coupe une composante algébrique de V dont la

projection sur T est de codimension 0 ou 1.
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Si V est l’intersection complète de -r hypersurfaces, se projetant

chacune sur T tout entier, alors l’équation (4.1) résulte donc de l’élimi-

nation de C entre

les équations de V,

les i-q =: r+1 équations de x q ÉIC ~ ° = §g-q°§ ~ ~ ’
c’est-à-dire entre 2+1 équations homogènes en à coefficients fonctions

de Plus précisément : le résultant de ce système de

i+1 équations homogènes à J+l inconnues (voir [7], chap. XI) est un poly-

nome de vu le lemme 7-ly c’est un polynome de

~’*~ ~ ) ~ on le nomme « forme de Cayley de V » (voir [2]) ;

en l’annulant on obtient ltéquation (4.1). 

Si V est une composante algébrique dtune intersection complète

d’hypersurfaces, alors la forme de Cayley de cette intersection complète se

décompose en facteurs, qui sont encore des polynomes de 

vu le lemme 7.1 ; le produit de certains dtentre eux est la forme de

Cayley de V ; c’est-à-dire qu’en annulant ce produit on obtient l’équation

( 4. 1) qui exprime que (t,.e-r-1) coupe V.

Si V se projette sur une hypersurface S de T, alors (t,x ;,-r-1
s’appuie sur V si et seulement si tES: lléquation (4.1)9 qui est alors

indépendante est celle de S.

Si V se projette sur une sous-variété de T de codim. &#x3E; 1, alors

aucun q-plan ne s’appuie sur V.

Exemple s si r = ~-1 et q = 0, c’est-à-dire si V est une hyper-

surface et (t,xq) un point (tgx) de T x X, alors ce point s’appuie



15

sur V s’il appartient à V et seulement dans ce cas ~ s la condition

d’appui

est l’équation de V

où l’on substitue §e à .
Exemple.- Si r  -.1, alors aucun q-plan ne s ~appuie sur V.

Exemple.- Si r = .~1, alors les q-plans s’appuyant sur V sont des

e-plans (t,X); leur équation r(t) = 0 est celle de la plus grande

hypersurface contenue dans l’ensemble des t tels que V(t) ne soit pas

vide.

Définition s si q &#x3E; it-r-1, alors Inéquation 1

qui exprime l’appui de sur V9 est l’équation discriminante

de l’équation

qui exprime qu’un hyperplan (t~xq-1 ) de s’appuie sur V.

Note.- Il serait donc naturel de noter (,4.1)q comme suit :

où P(t’S1 est la forme de Cayley de V.
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Définition de p .- Soit Nous dirons que

le (t,x q) X a sur V un appui d’ordre p quand tous ses

~ q,-.p ~ -.plans s ~ appuient sur V ; c ’ e s t-à-dire quand t et les

coordonnées grassmanniennes 9 î-q de x q vérifient

Note~- L’appui d2ordre 0 est l’appui - l’appui d’ ordre p n’ est possi-

ble que si p ~: q+r-~+1 ~ Une variété V n’a en général aucun q-plan

d’appui d’ordre &#x3E; 0.

Lemme 4.- L’appui dtordre p implique les appuis d’ ordres p-1~..~0.

Preuveo- Une équation identiquement vérifiée n’est pas réduite ; donc

(4.2)p implique 
là

Autrement dit ~ ~4 a2 ~ implique (4.2) ... 
’

Exemple.- Supposons que V se projette sur une sous-variété (4 T)

de T ; soit S la plus grande hypersurface de T contenue dans cette sous-

variété ; alors (tx(’) s’appuie sur V si et seulement si te S et

q à ~-r..1 9 cet appui est d’ordre 

Les théorèmes qu’énonce le théorème 1 et leurs preuves (chap. I, II,

III) n’emploient que sur une hypersurface 3 mais l’étude de l’appui

sur une hypersurface exige celle de leappui sur une variété de dimension

quelconque ; c’est ce que montre la proposition suivante, que le n° 10 (chap.I)

prouvera t
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PROPOSITION 1.- Soit V une hypersurface algébrique de T x X ;

soit Vk une composante algébrique9 de dimension homogène, de l’intersectionk 

dtun nombre quelconque de composantes alfBébriques de V 8 L’appui sur v k
implique l’appui sur V.

Note 4.- Il existe d’autres cas où l’appui sur une partie singulière de

V implique l’appui V ; 9 nous ne les expliciterons pas. (Voir la note 22).

5. PROPRIETES GEOMETRIQUES DE L’APPUI.- Nous obtiendrons comme suit de

telles propriétés : nous définirons par des propriétés locales de géométrie

différentielle les appuis réguliers y semi-réguliers et très régaliers ; puis

nous relierons (propositions 2 et 3) ces trois nouveaux types d’appui à

l’appui que le n°4 a défini par une propriété globale et algébrique.

Notations.- V sera une sous-variété algébrique irréductible de T x X ;

ïlOtOnS ô

V(t) la projection de t X n V sur X d ~

xEV(t) signifie donc 

t sera dit régulier. quand il sera hors de la plus petite sous-variété

algébrique de T hors de laquelle 

1) V(t) a une dimension indépendante de t ~ qui est r ou -1 (dimension

du vide) ;

2) l’ensemble des hyperplans de X tangents à une dimension s

indépendante de t Q

Evidemment : s  £-1 ç si s / ii-1 , alors V(t) sera dite

développable. DE GRENOBLE 1
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Définition.- Si V(t) est vide quand t est régulier, (en particulier

si r  0) alors l’exemple précédent (no4) a défini géométriquement les

q-plans s’appuyant sur V 3 nous conviendrons que ces q-plans s’appuyant

sur V sont les q-plans d’appui régulier,, semi-régulier et très régulier.

Supposons V(t) non vide pour t régulier, c’est-à-dire

(5.1) dim.V(t) = r &#x3E; 0 pour t régulier.

Soit t régulier g soit x un point régulier de V(t) ; soit 

le r-plan de X tangent (6) à V(t) en x. Soit un hyperplan

tangent régulièrement à V(t) s x’e-1 est tangent à V(t) le long d’un

(x " ) qui est nommée 7) « plan caractéristique de
~-1». Si x e_i est tangent à V(t) en x, x et ¿-1 étant réguliers y

alors

Donc s o

Note.- Pour que C-1 = il faut et suffit que V(t) soit un

r-plan.

Note.- Une Polarité(8) commute r et si, x et xe-1, xr(x) et

s-1 ; il résulte du lemme 23.1 qutelle conserve l’appui régulier
sur V, dont voici la définition :

( 6) Rappelons qutun q-plan xq est tangent à V(t) en x quand

( 7) Voir la théorie des enveloppes.

( 8) Transformation de contact induite par un isomorphisme : ~ ~~ Z ;
elle transforme un q-plan de X en un (£-1-q)-plan de X.



19

Définition.- Supposons (5.1) vérifié. Alors le q-plan 

s’appuie régulièrement sur V, au point ~ t,x~ , quand il satisfait aux

trois conditions suivantes t

1°) e -r-1  q , s ;

2°) t est régulier 3 (t,x) est point régulier de V ;

3 °) en ce point, si £-r ~ g, q le q-plan tangent et le

(r + dim.T)-plan tangent à V ne sont pas en position générale.

Note.- Si £-r-1 = qq alors la condition 3 ° ~ n’existe pas et il est

évident que l’appui régulier implique l’appui. 
°

Note.- Supposons ~.-r ~ ~ 9 la condition 3°~ signifie que le q-plan

tangent à (t,xq) et le (r + dim.T)-plan tangent à V ont une intersec-

tion de dimension &#x3E; q+r-î. Cette condition s’exprime en annulant q+r+1-A

polynomes des coordonnées de ces plans ; le second de ces plans est fonction

où x£xq n V(t); or dim. xq n V(t) = q+r-e. En éliminant de

ces équations les q+r-2 coordonnées de xEx q n Y~t~, on obtient

une équation, que les coordonnées de (t,:xq) vérifient donc quand t x~~

s’appuie régulièrement sur V. La proposition 2 va compléter ce résultat

en explicitant une telle équation : celle qui exprime l’appui de (tlxq)
sur V.

La définition précédente ne vaut pas quand elle sera alors

remplacée par deux autres, l’une moins stricte, l’autre plus stricte :

Définition.- Supposons (5.1) vérifié. Alors le (t,X)

s’appuie seméÉég£lièpegl£nt sur V, au point ~t,x~ , quand il satisfait

aux deux conditions suivantes s
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1°~ t est régulier p (t,x) est point régulier de V ;

2°~ en ce point, le g-plan tangent à (t,X) et le (r + dim,T)-plan

tangent à V ne sont pas en position générale.

Voici une définition plus stricte.

Définition.- Supposons (5.1) vérifié. Alors le £-plan (t’ X)

s’appuie sur v, au quand il satisfait

aux deux conditions suivantes s

1°) t’ est régulier ; (t’ ,x’ ) est point régulier de v ;

2°~ ~ possède des coordonnées locales (Y1’...’Yt) d’origine x’

et V possède au voisinage de ~t’,x’~ des équations locales holomorphe s

telles que

a ¿
Note.- Hess F désire le déterminant dét où
- y y. dyj

i,j£{1,...,r+1}

Note.- xl est évidemment point double quadratique de V(t’).

Notations..- Dans les deux propositions suivantes9 V désignera une

hypersurface de T x X et V k une quelconque des composantes algébriques

irréductibles de l’intersection d’un nombre quelconque de composantes algé-

briques de V g t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque Vk8
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Le chapitre IV établira ceci s

PROPOSITION 2.- q-plan sur l’ un de s V
régulièrement si très régulièrement si ce q,-plan s’appuie

V.

Le chapitre V établira une réciproque partielle:

PROPOSITION 3.- Supposons ceci: aucun des Vk n’est développable $

t est régulier ; le q-plan s’appuie sur V 9 sans couper la

partie singulière d’aucun des Vk. Alors ce q-plan s’appuie sur 

moins des V régulièrement si q e, semi-régulièrement si q = e.

Cette proposition 3 facilite évidemment l’emploi du théorème 1. a
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Chapitre I

. , a 1

APPUI SUR UNE VARIETE ALGEBRIQUE

Ce chapitre I emploie les définitions et prouve les propriétés que

les no 2, 3 et 4 ont énoncées : critère de réduction, lemme 3 y proposi-

tion 1. En outre, il énonce et établit les propriétés d’appui d’un 

q-simplexe et dtun q-èdre, qu’emploiera le II.

6. DU CRITÈRE DE RÉDUCTION, qu 1 énonce le n°2. Ce critère

concerne l’équation 

1

Il est évident quand p(t,S) = 0, VI (t,S) 9 nous supposerons que cela n’a

pas lieu.

1 ° ~ (6.1) n’est pas réduite sur T relativement à S’

alors l’équation en p

a évidemment une racine multiple, V x S x y tel que 0;

le discriminante relatif à p, de son premier membre est donc nul

2°) Réciproquement, supposons donné tel que : 0 pour

t générique

Choisissons des coordonnées telles que
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notons (w les coordonnées de §; Inéquation en wo e 0

a donc au moins une racine double 9 V t£T, tels que

p(t,‘~~ ~ 0 ; les polynomes 

ont donc un facteur commun, de degré &#x3E; 0 en dans l’algèbre des poly-
o

nomes en w 0, sur le corps des fonctions rationnelles de 

leur plus grand commun qui s’obtient par division de polynomes en

w0. On sait (voir [7 , t.1, IV, n’23, Hilfsatz 2) qu’à toute décompo-
o

sition d’un polynome de (t,wo,...,we) en facteurs dans cette algèbre

correspond une décomposition en facteurs ayant les mêmes degrés en wo,
dans l’algèbre des polynomes de Les polynomes jo lJ ’

ont donc des facteurs communs qui sont des polynomes de (t,w 0 9 a 0 4 gw ) dont
o x

le degré en 0 ; il en existe d’irréductibles; soit 
o O 

l’ un il est facteur de

sans pouvoir être facteur de dp, dont le degré en w 0 est moindre ; il
o% o

o

est donc facteur de q; .1 il est donc facteur multiple de P : l’équation

(6.1) n’est donc pas réduite sur T, relativement à s.

Nous avons ainsi prouvé le critère de réduction qu’énonce le n’2 ;

rappelons que ce critère prouve le lemme 2 ~ qui sert à définir ~n°2 ~

l’équation discriminante.
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1. PREUVE DU 3.- Notons a la substitution unimodulaire

Pour que le polynome P~t 9~ , ... ,~ ~ vérifie la relation,

où est une fonction numérique de a s

v a a vérifiant (7-1), il faut et suffit que chacun des facteurs
J J

irréductibles de P(t,§1,...,§e-q) soit un polynomo de St-q)’
au sens du no3.

Note.- P sera donc un tel polynome et l’on aura x(a) = 1.

Preuve.- Soit 1

la décomposition de P en facteurs irréductibles 3 (7.2) implique évidemment ?

V a suffisamment voisin de ltidentité, donc V a. Evidenment 2

)( est donc un caractère du groupe linéaire unimodulaire ; ce groupe

étant simple a pour seul caractère

Donc (7.2) implique ceci : chaque facteur P de P est invariant ;

autrement dit :
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quand il existe une substitution unimodulaire a vérifiant (7,1),

dire quand .

Donc (7.2) implique ceci chaque P ’-q) est fonction des

seules variables (t’S1 c’est-à-dire: chaque P est un

polynome de au sens du n’3.

Le lemme précédent a pour conséquence évidente les deux lemmes sui-

vants

Lemme 7.1.- Pour que toute substitution linéaire (7.1) laisse inva-

riante une équation

ou P est un polynome de (t,§1,...,§ne-q), il faut et suffit que P soit
J }z-q

un polynome de (t’S1 A...A §e-q).
Lemme 7.2.- Soit une équation

dont le premier membre est un polynome de (t’S1 s). Toute

équation équivalente est du même type.

Le lemme 3 résulte évidemment du lemme 7.2 et de la définition de

l’équation discriminante.

Rappelons que le n° 4 emploie le lemme 7.1 et ce lemme 3, pour définir

l’appui. Nous allons maintenant déduire de cette définition quelques pro-

priétés de l’appui.
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8. LES PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS RÉDUITES que nous allons établir

seront transformées par le n° 9 en propriétés des équations discriminantes,

puis, par les n~ 10 et 11 en propriétés de l’appui.

Lemme 8.1.- Supposons ceci ~ 
’

le polynome p(t,~) divise le pulynome p(t,~) ;
l’ équation P(tyç) = 0 est réduite sur T relativement à §.
Alors l’équation p(t,g) = 0 l’est aussi.

Preuve.- Si l’équation p = 0 ne l’était pas, alors, par définition

(no2, 1~))~ le polynome aurait un facteur multiple de degré &#x3E; 0

en s; donc aussi ; l’équation P = 0 ne serait donc pas

réduite . 

On prouve de même ceci :

Lemme 8.2.- Pour que Inéquation II = 0 soit réduite sur T

t 
a

relativement il faut et suffit que les deux conditions suivantes

soient simultanément vérifiées i

chacune des équations .. 0 est réduite sur T relativement à g
Ci 

il n’existe pas de polynome p( t9s) i homogène en § et de degré &#x3E; 0,

qui divise deux 
a .

L’application du lemme 8.2 est aisée dans le cas suivante

Lemme 8.3.- Soit un polynome

où
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les OE = a étant tous distincts.
1") Pour que l’équation P(t,§1,...,§q ,§) = 0 soit réduite sur1°) Pour que 1 t équation = 0 soit réduite sur

T x r- relativement à g, il faut et suffit que chacune des équations

s) = 0 soit réduite sur T X relativement 

2°) Les points de T x lesquels l’équation

= 0 n’est pas réduite relativement à § appartiennent à

l’ensemble des sur lesquels s

ou bien l’une des équations A ç) = 0 n’est pas réduite relati-

vement à § ;

ou bien l’une des équations suivantes est vérifiée t 1

Preuve.- Ce lemme est évident quand l’un des polynomes P est iden-

tiquement nul . Ecartons ce cas . 

Preuve de 2~).- Supposons qu’il existe un point (t’S1’...’Sq) de

T x Eq sur lequel l’équation P(t,§1,...,§q;§) = 0 n’est pas réduite

relativement a . , alors que chacune des équations P ç) = 0 est

réduite sur ce point relativement à ç . Vu le lemmes ~.29 il existe deux

valeurs $ de telles que, en ce point, 9

A s) et A g) aient un facteur commun p(§), homogène
B 

en g et de degré &#x3E; 0. Choisissons pour vecteurs de base

S .e « .. 9 
, 

§), donc dépend pas des |B| ]
?1 

9 §B|B| 9 

premières coordonnées de g 1 ,

Or l’ensemble p des B j n’est pas contenu dans l’ensemble -y des Yk car
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et 1-yi  Ltune des équations (8.1) est donc vérifiée.

Preuve de 1°).- Supposons chacune des équations P A s) = 0

réduite sur T x E~ relativement à les points de

T x Eq sur lesquels l’une des équations P = 0 n’est pas réduite rela-

tivement à § et ceux sur lesquels ltune des équations (8.1) est vérifiée

constituent une sous-variété algébrique de T x S 3 d’après 2°), hors de

cette sous-variété, ltéquation = Oest réduite relativement

à g ; vu le lemme 2 1°) (localisation), cette équation est donc réduite ~~
sur T x S relativement à § . ~N

Réciproquement, vu le lemme 8.1, cette dernière propriété implique que

chacune des équations A g) = 0 est réduite sur T x sq relativement

à ~ C.Q.F.D.

9. PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS DISCRIMINANTES.-

Lemme 9.1 (facteur).- Supposons que :

alors 

p(t,s) = 0 implique P(t,§) = 0 ; 
alors :

Preuve.- Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.1, dans le

cas particulier où les équations = 0 et = 0 sont réduites

sur T relativement à Le cas général se ramène à ce cas particulier

en remplaçant ces deux équations par des équations réduites équivalentes.

Lemme 9.2 (produit).- Soit un polynome
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,

où

les étant tous distincts, L’équation

implique l’équation

où

Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8 . ~ 9 dans le

cas particulier où chacune des équations s) = 0 est réduite

T tal 
l t. t ’ L 

’ , 

l 
’" 

t-sur T x 1 relativenent à g. Le cas général se ramené à ce cas parti-

culier en remplaçant ces équations par des équations réduites équivalentes

compte tenu du lemme 7.2. 

10. L’APPUI SUR UNE HYPERSURFACE RÉDUCTIBLE.- Nous allons déduire la

proposition 1 du lemme 9.1 et du suivant.

Notations.- V désignera une sous-variété algébrique de T dont

toutes les composantes ont la même dimension r + dim T.

Soit V = Va U V1’ v 1 étant une réunion de composantes

algébriques de V dont la projection prT V 1 sur T est de codim. &#x3E; 1,

V o étant la réunion des autres composantes algébriques de V.

10 ) Pour que le q-plan (t,x) s’appuie sur V, il faut et suffit

qu’il s’appuie sur V0 ou sur V18
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~ ° ~ Pour que s’appuie sur il faut et suffit que

et que t appartienne à la plus grande hypersurface algébrique contenue

dans prT V1.
Preuve.- Soit P1(t) = 0 l’équation de cette hypersurface ; soit

= 0 une équation polynomiale exprimant que s’appuie0

sur ’Va g il s’agit de prouver g,u’ on peut choisir

C’ est évident pour q = e-r-1. C’est donc vrai V q, par récurrence sur

q, vu la propriété évidente de l’équation discriminante s

Tout q-plan s’appuyant sur une composante algé-

brique V- de V s’appuie sur V .

Preuve . » Soit P~ t q ~ ~ : 0 une équation exprimant que 

s’appuie sur Vk ; il s’agit de prouver que

C’ e s t évident pour q = A-r-1. C’est donc vrai V q, par récurrence sur

q, vu le lemme 9.~ .

Notons (n"5) V(t) la projection de (t,X) n V sur X. 
,

Lemme 1û.3.~ Supposons r &#x3E; 0. Soit ~’i une sous-variété algébrique

singulière de V telle que

1 °) dim V’ = dim V..1 ;

2° ~ tout point de (t,xî-r) n V’ est point multiple de l’intersection

n V ; cela signifie qu’après avoir déplacé légèrement 
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de façon qu’il devienne générique y on a au voisinage de ce point multiple

plusieurs points de

Alors tout q-plan s’appuyant sur V’ s’appuie sur V.

Preuve pour q = ,~~.r,.~ Notons sr A S les coordonnées grassmanniennes

d’un de X s xe-r-1. La condition que t,x s’appuie

sur V g c’est-à-dire

signifie que coupe V(t) ; elle signifie donc ceci : le (,Z-1)-

plan xt-1, de coordonnées homogènes §, contient l’un des points où V(t)

coupe le x’-r de coordonnées grassmanniennes § , Vu la dé-

finition de l’équation discriminante (n02), i l’équation À

est donc l’équation de la plus grande hypersurface algébrique de T x r (X)
contenue dans l’ensemble des vérifiant la condition suivante :

l’intersection ( t ,;.-r) n V contient un point multiple.

Or les (t,x~~~) s’appuyant sur v’ vérifient cette condition et

leur ensemble est une hypersurface algébrique. C.Q.F.D.

Preuve pour ~ ~~.r.- Soit 0 une équation exprimant

que s’appuie sur v’ g il s’agit de prouver que

Nous venons de le prouver pour q = ~-r. C i est donc vrai V q, par

récurrence sur q, vu le lemme 9.1.
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Rappelons la proposition que nous voulons prouver (voir n01).

Proposition 1,.~ Soit V une hypersurface algébrique de T x X ; soit

V k une composante algébrique, de dimension homogène, de l’intersection d’un

nombre quelconque de composantes algébriques de V. L ~ appui sur V k impli-

que 1 t appui sur V ,

Preuve.- Notons : Vr tout V irréductible de dimension r ;*k k

vr tout vr dont la projection sur T est de codimension &#x3E; 1 ;lk *k 1 ;

vr tout vr des ;2k lk pp lh ;
Vr tout Vr- qui n’est pas un Vr2k;ok *k 2k

Les hypothèses du lemme 10,3 sont évidemment vérifiées quand on y remplace

V et V 1 par 
1 

et ’V’r · donc :Y et V 1 V et O ç donc :

(10.1) tout q-plan (t,xq) s ’appuyant sur s ’appuie sur yr+1.
0

un q-plan s’appuyant sur Vr, D’une part2*

D’autre part, vu le lemme 10.1 20 ) , te hypersurface c prT Vp 3 or

v 3-~ c: d’où te hypersurface c prT Donc, vu ce lemme 1°.i ,

(te%q) s’appuie sur ainsi s

(10.2) tout q-plan (t,xq) s’appuyant sur 2 sappuie sur 

Vu ce même lemme, tout q-plan s’appuyant sur Vr s’appuie sur r ou sur
0

donc, vu (10.1) et (10.2) : tout q-plan s’appuyant sur Vr s’appuie

sur donc sur V~ = V. Vu le lemme 10.2. tout q-plan s’appuyant

sur l’une des composantes algébriques de l’un des Vr, c’est-à-dire sur

l’un des s’appuie donc sur V. C.Q.F.D.
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11. L’APPUI D’UN q..,.SIlVIPLEXE ET L’APPUI DIUN Q-ÈDRE SUR V vont être

définis ; leurs propriétés, qu’emploiera le chapitre II, vont être énoncées

et prouvées en staidant du lemme 9.2.

Soit s q un X ; supposons-le c’est-à-

dire à sommets distincts. Définissons-le par la donnée s

de son q-plan, x q9 qui est un q-plan de X ,

de ses faces où h~(0y...~q-1) ~ qui sont des (q-l)-plans de x y
sans point commun.

Nommons coordonnées grassmanniennes de Sq l’ensemble :

des coordonnées grassmanniennes §e-q de son q-plan x q9
des coordonnées grassmanniermes §e-q+1 h de ses faces n
Il existe vecteurs go 0 0 . ,¡;.£ E~ tels 

Sh est défini mod

définis à une substitution linéaire près.

Les r-arêtes de S sont les de coordonnées 

niennes

Rappelons que sq a pour q-arête son q-plan~ pour (q-1 )-a,rêtes ses 

pour 0-arêtes ses sommets.

Définition.’- Soit V une hypersurface algébrique de T nous

dirons que le £2. T x X 7 quand 
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au moins de ses s’appuie sur V ; cet appui s’exprime donc

par Inéquation

où Pq est le polynomo de
v

Asupprime Sh.bh 
*

Notons Sq-1 le sous-simplexe de S Ci de coordonnées grassmanniennes
o 

Le q-èdre de sq opposé à s q-1 est constitué par :...., 
q ......_._._ 0

le q-plan xq de Sq,
1es faces x q-1 do Sq telles que ( 1 ,. ’1les faces n de Sq telles que 

Les coordonnées grassmanniennes de ce q-èdre sont 1

Ses faces se coupent au sommet àe q e à q-1 
9 sommet dont lesSes faces se cou p ent au sommet de Sq opposé à Sq-1o, sommet dont les

coordonnées homogènes sont S1 A...Ã Sq A sae-q. Les arêtes de ce q-èdre

sont les r-plans de coordonnées grassmanniennes
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Les arêtes de sq sont donc celles de et celles de son
o

q-èdre opposé.

Définition.- Nous dirons que le q-èdre (t,S;-1) dans
- .......--,-.. 0

s’appuie sur V quand l’une au moins de s e s arêtes s’appuie sur

V g cet appui s’exprime donc par une équation

où pq est le polynome de
V

Voici les propriétés de l’appui des q-simplexes et des q-èdres :

Lemme .. Le q-èdre de S opposé au sous-simplexe S q-1 de Sq

s’appuie sur V quand il vérifie l’équation discriminante de l’équation

d’appui de Sq-1 sur V, En d’autres termes plus récis : l’équation

Preuve.- Vu la définition (11.3) on a :
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o

L’équation (11.7) implique donc, vu le lemme 9.2 et la définition

Pr = discr Pr-’ n° l’équation :

où Or cette équation est Inéquation t 11, 5 ~ .

Lemme 11.2.- Le q-èdre de sq opposé au sous-simplexe de sq.. g, pp p o

s’appuie sur V quand sq-1 vérifie l’équation d’a pp ui lorsque ses sommets
o

se confondent. En d’autres termes plus précis : la condition

implique (11 .5).

P~reuve.-~ L’hypothèse (11.8) implique que l’une au moins des équations

suivantes est vérifiée, V S tel que
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où h... Cette équation est en particulier vérifiée pour

L’une au moins des équations suivantes est donc vérifiée s

où h,...,i,j£{1,...,q). Vu la définition (11.6) de Pq , l’ équation
v

(11.5) est donc vérifiée.
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Chapitre II

INTÉGRALE SUR UN SDTPLEXE

Le chapitre II définit ltintégrale F il prouve que, si w

est à support singulier algébrique, alors cette intégrale est une fonction

à support singulier algébrique de t et des coordonnées homogènes des

sommets de il détermine ce support singulier.

12. LE GERME DE F sq W(ttC).- 
Soit w(t,C) une q-forme différentielle

de CEZ9 homogène de degré nul, à coefficients fonctions de teT g nous

la supposons holomorphe quand l’image (t~x) de ( t ,e ) est voisine d’un

point donné x X.

Soit S~ un q-simplexe de X ; nous le dirons voisin de xl quand

ses sommets seront voisins de xl ; nous le supposerons orienté; cette

orientation oriente ses (q-1)-sous-simplexes S q-1 en sorte que son bordn

soit

Soit Tq un q-simplexe réel de soit une application continûment

différentiable

appliquant T~ dans le q-plan x~ de S q et chaque face de Tq dans

une face de Sq . l’orientation étant conservée - f(Tq) est donc une

chaîne singulière de X ; plus précisément, c’est un cycle singulier du

q-plan xq de S~ relatif à la réunion U des faces de Sq.~P 
n
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Définissons, pour t voisin de tt, sq et f(Tq) voisins de x’

en apparence , J dépend du. choix de f.

La restriction de t à x~ (à x-~-1) est fermée (est nulle

puisque ctest une q-forme holomorphe de x 9 soient 
~

les coordonnées grassmanniennes de sq quand il n’est pas dégénérée (n011).

La formule de dérivation de l’intégrale (voir [3], n’10, théor.3) donne, pour

toute forme L(~,Ç), bilinéaire en g o EE et CEZ :

où : est un (q-1)-sous-simplexe de T $
f(T0 ) q-1 appartient à la face x q 0-1 de Scl de 

o o 
n §oA§

est la forme résidu de

On peut donc calculer par 1 f intégration que voici :

(9 )plus précisément : quand les sommets de S" viennent se confondre, en

restant voisins de xt .



40

(12 0§) = quand q = 0 [w est alors une fonction
o 

de ~t~x~~.

De (12.3) résulte, par récurrence sur q , la fonction

est indépendante du choix de f. C t est pourquoi nous la note-

rons à

D’après ce qui précède9 elle a les propriétés suivantes:

Lemme 12.- f est définie par (12.1) et (12.4) ; c’est une
Sq

fonction de (t,Sq), holomorphe quand est voisin d’un point 

où c~tt9~ ~ est holomorphe ; on peut construire J sq w par les 

q intégrations simples ~12.~ ~ .

Nous supposerons désormais w à support singulier algébrique s

v : est une hypersurface de T X X ; notons son équation

V(t) désigne la projection de (t9X) n V sur X, c’est-à-dire l’ensemble

des x tels que 

13. LE SUPPORT SINGULIER ALGÉBRIQUE DE f S1 w QUAND e = 1.- Un

1-simplexe S 1 (n 011 ) est défini par son bord : àS 1 =x1 -x x et

% les coordonnées homogènes de Xo et x1 seront 0 et = 01532 .

(1°) On peut le prouver autrement : i si 2,~- est un voisinage convenable de

x et si les valeurs de f sont suffisamment voisines de x, alors

f(Tq) appartient à une classe d’homologie de (1tn xq, u xq-1) qui est

indépendante de f. 
n
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Soit une 1-forme, homogène support singulier algébri-

que. La fonction j S1 que le n°12 a définie, est une fonction de
’ sl

à support singulier algébrique ; ce support singulier est une

composante algébrique de l’hypersurface de T x Z x Z d’équation

Preuve.~ V(t) est un ensemble de points de X, dont le nombre est

fini et indépendant de tp quand le discriminant de l’équation définissant

V(t) ne s ~ annule pas ç c’est-à-dire quand

( ~~t,~~ ~ 0 : équation réduite sur T équivalente à P~t,~~ = 0 ;

g et n : deux vecteurs indépendants de Z = 01532 );
c’est-à-dire, vu le n°2 , quand t est hors de l’hypersurface S de T

d’équation 
. à

V(t) dépend continûment de Autrement àit : Vn[ (T-S) x X] est

un espace fibré, dont la base est T-S et dont la fibre ( t, V( t) ) est un

ensemble fini. Donc : [ (T-S) x X] - Vn[(T"S) x X] est un espace fibré, de

base T-S , de fibre (t,X - V(t)) Notons E son revêtement simplement

connexe ; c’ est donc un espace de base T-S 3 sa fibre Et est un

revêtement de ~-~’(t~ 9 sa projection sur TwS est notée

L’application identique de

dans T x X - V induit une application canonique de E dans le revêtement

simplement connexe de T x X - V ç par hypothèse la forme (u est holomorphe



42

sur ce revêtement de T X X - V ; soit m- l’image réciproque de cette

forme holomorphe par cette application canonique : w est une forme diffé-

rentielle sur lil j plus précisément, c’est une forme différentielle sur

Et , fonction de t.

Nous allons l’intégrer sur des arcs de Et’ dont voici la définition :

considérons .~
ltespace T x X x X, dont les points sont notés 1
la sous-variété S x X x X de cet espace définie par la condition : tES ;

Soit F le revêtement simplement connexe de

c’est un espace fibré de base T-S g de fibre

la projection

sur T x X - [(S x X) U V] induit une application naturelle

ltapplication ( t,xe ,x1 ) - (t ,x1 ) induit de même

Etant donné fEF, soit

on a et 9 nous notons y(f) toute classe d’homotopie

d’arcs de Et joignant Pr0(f) à prl(f). On dit que la classe y(f)
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dépend continûment de f quand elle contient des arcs dépendant continûment

de f. Rappelons une propriété classique des espaces fibrés : soit ~ un

arc de F d’origine f , d’extrémité f1; soit une classe ’y(f ) ; ilo 1 0

existe une classe et une seule y(f), dépendant continûment de et

coïncidant avec quand f = f 3 y(f1) ne dépend que de et
000

de la classe d’homotopie de À dans F. Puisque F est simplement connexe 3

y(f) est donc une fonction de fEF définie par le choix de sa valeur y(f 0)o
en un seul point f. Ce choix fait, f qtr est une fonction, évidemment

o 

Y(f)
holomorpine, de f(F. Nous ferons le choix suivant s fo sera tel que 

1

,

sera la classe de ltare confondu avec le point pr (f ). Alors
o o

f w est évidemment un prolongement analytique de la fonction S w,
S1

que le n°12 a défini ; le lemme 13 est donc vrai.

14. LE SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE DE j w QUAND e&#x3E; 1.-
si

Lemme 14.- Supposons que X est ltespace projectif complexe  de dimension

i. Soit S 1 un 1-simplexe de bord aS 1 = x. - x0 ; Xo et X1EX; les

coordonnées homogènes de Xo et x 1 sont Co on suppose

x1 dans un hyperplan xé~~ (t) de X, dont les coordonnées homogènes g(t)
sont des fonctions polynomiales de t s .

Soit une forme différentielle en CI de degré 1 en

à coefficients fonctions de t nulle sur x~-1 (t), c’est-à-dire pour
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on la suppose holomorphe près d’un point T x X et à sup-

port singulier algébrique :

Alors la fonction J 81 que le n012 a défi,nie, est une fonction de

(t,C) à support singulier algébrique i ce support singulier est uneo

hypersurface de T x Z, dont les points (t,C) vérifient l’une au moins
o

des quatre équations suivantes : j

L’une des branches de cette fonction 1S1 w s’annule avec g(t).Co . 
Preuve dans le cas où l’équation = 0 est réduite sur T rela-

tivement à c.- Le n’12 définit f 81 w(t,ç) pour (t,s 1) voisin de

c’est une fonction des seules variables (t,c, ), puisque w

est fermée et nulle sur x ** (t). Vu le lemme 13, c’est une fonction ho-1est fermée et nulle sur xt-1(t). Vu le lemme 13, c’est une fonction ho-

lomorphe sur le revêtement simplement connexe du complémentaire de l’ensemble

des (tC 0) qui vérifient ltune des conditions (14.1) 9 (14.2) ou

Supposons que ni (14.1), ni (14.2), ni (14-3) niait lieu ; alors (14.5)

s’énonce

et implique, vu le 2°) du critère de réduction (n’2 et 6), que

(14.6) L’équation p(t,C) = 0 n’est pas réduite sur t relativement à C.



45

Par suite r si w(t,C) 
est une fonction de (tgC 0), holomorphe sur le

S1 O

revêtement simplement connexe du complémentaire de l’ensemble des (t ,Co)
qui vérifient l’une des conditions (14.1), (14.2)g (14.3) ou (14.6).

Cet ensemble est algébrique. D’après un théorème classique d’Hartogs [1],.

ses composantes de codimensions complexes &#x3E; 1 ne peuvent pas être des

singularités de fonction analytique. Donc f S1 
est une fonction de

à support singulier algébrique, ce support singulier est une com-

posante algébrique de l’hypersurface de T x Z dont les points 

vérifient l’une des quatre équations (14-1), (14.2), (14.3) ou (14.4).

Preuve dans le cas général.- On se ramène au cas précédent en remplaçant

l’équation = 0 par une équation équivalente, réduite sur T rela-

tivement à C. IN
15. LE SUPPORT SINGULIER DE F Considérons f sq W(tc)

(n012) comme étant une fonction de tET et de j~+1 de

E tels que Sq ait (11.1) pour coordonnées grassmanniennes. Si w est

à support singulier algébrique, alors J sq est une fonction de

(t~ ,...~ ) à support singulier algébrique; ce support singulier est une

composante algébrique de l’ensemble des vérifiant l’une

des conditions :

2°) (t,Sq) s’appuie sur Ss[w], c’est-à-dire (voir n-11 la définition

Une branche de cette fonction f sq 
w s’annule 

Jgq o 
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Preuve.- Ce lemme e s t évident quand q = 0. Supposons-le vrai quand

on y remplace q par q-1 &#x3E; 0. Alors, va (12.5) , pour
q

dt = dS1 = ... = d§l xx °, d 1 S q 
est une forme différentielle de

9 fonction de (t’S1,...’Sae) à laquelle supplique le lemme 14, quand0 ! X/

on y remplace ?

Diaprés ce lemme 14, r 
S q 

est une fonction de à
o 0 e) 

1

support singulier algébrique y dont une branche s’ annule avec go A...A §e;
ce support singulier est une composante algébrique de l’hypersurface de

T x dont les points ( t 9~a 9.., 9 ~ vérifient l’une au moins des

équations 1
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Or. d’après les lemmes 11.1 et 11’2, chacune des conditions (15.2) et

(15.4) implique

D ’ aprè s la définition (11.6), 9 chacune des équations (15.1) et (15.5) implique

Le support singulier est donc une composante algébrique de

l’ensemble des vérifiant (15.3) ou (15.6). C.Q.F.D.

16. LE SUPPORT SINGULIER CONSIDÉRÉ COMTE FONCTION DE t
’ 

S"
ET DES COORDONNEES HOMOGÈNES r. DES SOMMETS x. DE ET DES COORDONNEES HOMOGÉNES Cn DES SOMMETS n DE 

Lemme 16.- Si w est à support singulier algébrique, alors f q w( t ,ç )
est une fonction à support singulier algébrique de (t9co9ooo q ce
support singulier est une composante algébrique de l ’ensemble des

vérifiant l’une des conditions s
o q

2°) est un q-simplexe non dégénéré s’ appuyant sur Ss[w] .

Preuve..- Soit sq un q-simplexe non dégénéré de X, de coordonnées

grassmanniennes ~~ 1 ~~ ~ 9 ses sommets Y- ont pour coordonnées homogènes
n

Les formules (~ 6 Q 1 ~ définissent une application
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de la partie de

sur la partie de

Cette application est fi’orée g en effet pour que

iil faut et suffit qu’il existe des constantes c et c. telles que :

Deux points (t~~..~.) d’une même fibre sont les coordonnées grassman-

niennes d’un même simplexe Notons A l’ensemble des

x qui vérifient l’une des conditions s 1

ii) le simplexe non dégénéré (t,S) de coordonnées grassmarmiennes
q

(11.1) s’appuie sur Ss[w].

Notons B l’ensemble des x qui vérifient l’une des

deux conditions 1°) du 2’) de l’énoncé. Dlaprès ce qui précède, A est

une hypersurface algébrique de T x S ~ qu’engendrent des fibres de

est une hypersurface algébrique de T x pr

est donc une application fibrée de T x E~~~ - A sur T x Z - B. Notons

F et E les revêtements simplement connexes de T x S j~+1 - A et

T x B ~ pr induit donc une application fibrée

F ~ E .

Cette fibration F - E est analytique la fibre est connexe, car E est
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simplement connexe. Or F est, diaprés le lemme 15, une fonction

holomorphe sur F 9 sa définition locale (n"12) prouve qu’elle est constan-

te sur chaque fibre de F ç elle résulte donc de la composition de la

projection F ~ E et d’une fonction holomorphe sur E ~ c’est ce que

signifie le lemme 16.
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Chapitre III

,

INTÉGRALE SUR UN CYCLE

Ce chapitre prouve le théorème 1 (n01) ; les n°17 à 19 supposent

m = 0, donc V = Ss[w] .

11. IE CYCLE a été défini par le n01, pour t = t’ , puis

pour t voisin de Le n°17 supposera t voisin de t’,

W(t~ voisin de W(tt). Rappelons de y ( t ) est un cycle de ~ .

Les bi(t) sont des hyperplans de X ; les intersections WH 1 (t)

qui sont de dimension r pour t générique sont notées VÎ(t) si t est

tel que leur dimension soit r 9 sinon WrK(t) n’est pas défini ;’lx W-K
désigne X.

Le n°18 emploiera le lemme 17, qui résulte du suivant ! bien entendu

Wr K 
C 

jj 
ie

V t tel que et soient définis .
K L Wi L(t)
Lemme.- Si r , alors il existe tel queC WL Z ’ W;

Preuve.- Puisque il existe au moins un W tel queK L il

on peut prendre
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Lemme 11.- Si alors il existe tel que : tm

Preuve.- Le lemme précédent prouve l’existence de

tels que :

Notations.- Le q-cycle relatif yq(t) est une chaîne singulière(11)
du type suivant :

chaque v[ dépend c ontinûment de t et est une chaîne d’ un 

Ce qui contient r sera noté

1,P’ ( ...) a évidemment les propriétés suivantes :

~~..~ augmente la dimension de t-q,

est un hyperplan do si £ji(r) # 0.i i 1

Chaque chaîne Yqi = yq) est une somme de simplexes
i - i

singuliers

(~ ~ ) C’est une somme de simplexes singuliers 9 chaque simplexe singulier

est l’image continûment différentiable d’un simplexe euclidien : voir les

traités classiques de topologie.
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nous dirons que ces simplexes or et leurs sous-simplexes as (0  s  r)k J

appartiennent à cette chaîne yf. A chaque simplexe j’ correspond uneappartiennent a cette chaîne y 
i 

A chaque simplexe 
J 

correspond une

chaîne yr unique telle que S appartienne sans appartenir ài i J 3.

r). Définissons
i

de W:. [ ...] sont évidentes :

(17.1) est un (17 .1 ) lu] est un WK ,,

(17.2) a est un simplexe singulier de .

(17.3) dim 

(17.4) E c’ 1 Z- quand cr’ est sous-complexe de a .

L’emploi d’une subdivision suffisamment fine des chaînes y: permet
i

à d’avoir en outre la propriété suivante :

[chaque simplexe aS possède au moins un sommet cyo tel que

Preuve de (17*5)*- Décomposons chaque simplexe a ne vérifiant pas

(17.5) en une pyramide

ayant pour base et pour sommet un point de e° de a 3 convenons

que les nouveaux simplexes ainsi introduits appartiennent aux mêmes i

que la condition (17.5) se trouve évidemment vérifiée.
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18. LE CHOIX DE que fait le lemme 18.2 sera employé par

le no 19.

A chaque cr° associons un point arbitraire x. &#x3E; de X ; au simplexe
J J

singulier a. associons le simplexe (non singulier) Sr, qui est l’ en-k k

semble des points x. associés aux sommets Go de CT r notons r le
0 i k "k

r-plan de ce simplexe S k 9 quand il est défini ; notons 
à

Lemme 18.1.- Si tous les sommets x o de sr vérifient la condition s
0 k

alors

Note.- Sit de plus, r est défini, on a donc : r c 2ilsr](t).
Preuve.- Soit x. un sommet de S r 1 Cr0 est un sommet de crk;i k 9 i crk

donc, vu (17-4) :

donc l’hypothèse

implique

On déduit aisément, par une construction classique, du lemme précédent

le suivant, qu’emploiera le n019 :

Lemme 18.2.- Supposons
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t voisin de t’ et x. 9 voisin de On peut alors déformer le cycle
J J

de XI en un cycle homologue

tel que les simplexes singuliers et tous leurs sous-simplexesn

vérifient la condition

quand r est défini.

Le n°19 va employer la propriété suivantes de l’ensemble des valeurs

prises par xkl quand 
le J J

Lemme 18.3.- A tout r correspond au moins un W: possédant lesxk K

propriétés suivantes :

si t est tel que les %§(t) soient définis, ’if u ~ t-q, alors il existe

des tt) tels que r soit défini et soit un r-plan arbitraire
J J k

de WsK(t).
Preuve pour r = 0.- On choisit W = 9 vu (17*3)

Preuve pour r &#x3E; 0.- Supposons le lernme vrai quand on y remplace r

par r-1 # 0. Choisissons des notations telles que k = 0. Vu ~17.5~ 9

notons x un sommet de S r tel que
0 0

notons S r-1 la face de S r opposée à x . Il existe un WKs-1 ayant
0 0 0 x

les propriétés suivantes :
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les sommets x. de S r-1 peuvent être choisis tels que :
J 0

x . o ( ) xr-1 est un () lan arbitraire de Ws-1 ( )xi£ W(t); x 
" 

est un C arbitraire de WS-1K (t).J J 0 K

(On suppose t tel que les WÎ(t) u soient définis pour u &#x3E; 1.-q.)

Donc, vu le lemme 18.~ (note)

donc, vu (17.4-)

Vu le lemme 1 ’~ , il existe donc un tel que

Choisissons x arbitraire dans 
3?***1 

. A lors x e s t le r-plan

qui contient un arbitraire de l’hyperplan de WSL(t) et un
point arbitraire de W1-N y n’appartenant pas à ce (r-1 )-plan ; donc x

0

est défini et est un r-plan arbitraire de C.Q.F.D.

19. PREUVE DU THEOREJYIE 1 QUAND m = 0.- Nctons N le nombre des som-

mets x. 0 des Sr et C£Z leurs coordonnées homogènes ; notons C!
i k J J

des coordonnées homogènes de vu le n’12, si la subdivision
J

simpliciale 
’

a été choisie assez fine chacune des fonctions y sq 
est définie

pour (t,C1’...’CN) voisin de 
k 

notons
i, ,C1 9 C CN / 9
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c’est une fonction de holomorphe près de 

et homogène de degré 0 en chacune des variables c..J
Rappelons que le nol a défini, pour t voisin de t’ :

D’après le lemme 18.2 :

Lemme.- Quand (t,C1,...,CN) est voisin de et tel

que xl. 1"U--j ( t) , v j, alors 1

Supposons w à support singulier algébrique ; alors, vu le lemme 16 :

est une fonction de (t,C1’...’CN) ~ T x Z
à support singulier algébrique ; ce support Ss[o] appartient à l’ensemble

des tels que l’un au moins des ~t9 r~ ne soit pas défini

ou s~appuie sur 

Ces deux lemmes vont nous permettre de prouver que J est à support

singulier algébrique et de construire ce support.

Notations.- Notons S la sous-variété algébrique de T dont les

points sont les t vérifiant l’une au moins des conditions suivantes

(définies 

1 ° ~ 

2 ~ ~ a sur S s [ w] un appui d ~ ordre i-q

Notons U le revêtement simplement connexe de T-S; la projection

U -~ T

uniformise W(t), les WrK(t), is r et les Wj (t) ; autrementK

dit i leurs composés avec cette application, W(u), WÎ(u) et 
K J
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sont holomorphes en u,

Notons E l’ensemble des x ZN tels que Xj6 

V j. Il est évident que E est un espace fibré analytique y de base U â

E ~ U ;

sa fibre sera notée E .
Notons F l’ensemble des (U,C1’..."N)~E tels que l’un au moins des

correspondants ne soit pas défini ou s’appuie sur Ss[w].

Ces notations permettent d’énoncer une conséquence évidente des deux

lemmes précédents :

Lemme.- Il existe un point e’ de E au voisinage duquel la fonction

4l est définie, holomorphe et constante sur chaque fibre ; 4l(e) = J(t)

si e est voisin de et et si t est la projection canonique de e sur

T ç 4l se prolonge analytiquement le long de chaque arc de E-F, d’origi-

ne e’, sans point double ; ce prolongement analytique est, au voisinage

de cet arc, holomorphe et constant sur chaque fibre. 

Ce dernier lemme peut évidemment s’énoncer comme suit s

Lemme 19.1.- J est une fonction de u, qui est holomorphe au voisi-

nage de la projection u’ de e’ et qui se prolonge analytiquement le

long de tout arc x ayant les propriétés suivantes :

ï~ ~ a pour origine u’ ç

ii) k n’a pas de point double;

iii) X est la projection d’un arc de E-F, d’origine e’ .

Vu le lemme qui suit, cette dernière condition iii) est superflue.

Lemme 19.2.- E - F n E est un ensemble connexe non vide.
u u
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Preuve que E - F n Eu n’est pas vide.-* Supposons qu ! il existe wV

tel que E 
u 
c F. D’une part E 

u 
est un sous-espace vectoriel de U x 

d’autre part F est une réunion de sous-variétés algébriques de U x ~~

l’une d’elles contient donc E~. Autrement dit, vu la définition de F :

l’un au moins des (t,xrk) n’est pas défini ou s’appuie sur Ss[w],"k

Or, vu le lemme 18.3 , il existe un W s ayant les propriétés suivantes:K

il exis te W1(u),...,xN£ WN(u) tel s que r s o i t un r-plan arbi-1 1 xk
traire de 

Donc a sur un appui d’ordre s-r &#x3E; e-q.Wî
Donc, vu le lemme 4 et la définition (n°1) de l’ appui 

a sur un appui d t ordre 2-q .

Donc t~ S , contrairement à l’hypothèse que t est l’image canonique

de uEU et que U est un revêtement de T-S .

Preuve que Eu w F (l Eu est connexe.- B est un espace vectoriel
u u u

complexe et F n E est une sous-variété algébrique de E .
Fin de la preuve du théorème 1 (n01), quand m = 0.- Vu le lemme 19.2,

la condition iii) du lemme 19.~ est superflue. Donc J est une fonction

holomorphe sur U, qui est le revêtement simplement connexe de T-S. Mais

un théorème classique dIHartogs [1] montre que ce résultat reste vrai quand

on y remplace S par la plus grande hypersurface contenue dans S. D’où

le théorème 1, dans le cas m = 0.
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20. PREUVE DU THEOREME 1 QUAND m &#x3E; 4,-» Le n01 a défini le cycle

y q-m (t) pour t voisin de t’ ; soit h sa classe dans l’homologie de

son cobord composé (voir [2], no6) est une classe
j.J

d’homologie de X’ un cycle de la classe
j

on peut choisir p (t) fonction continue de t 4 La définition

(3) de J(t) s’écrit, vu la formule du résidu composé et la notation dif-

férentielle du résidu (voir [3J9 n° 6 et 7) :

Le n° 19 a prouvé le théorème 1 quand m = 0. D’où, vu la formule ~
précédente :

J(t) est à support singulier algébrique i

Ss[Jl est une hypersurface algébrique de T contenue dans la réunion de

SSEW] et de l ’ensewôle des t tels que (t~(t)) ait sur Ss[w] U V.
J 
. ~

un appui d’ordre î-q

Ctest ce qu’affirme le théorème 1.
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Chapitre IV

L’APPUI RÉGULIER EST UN APPUI

Ce chapitre IV prouve la proposition 2 (n°5) 3 il étudie d’abord (n°22)

l’appui très régulier de (tpX) ; puis il déduit des résultats ainsi obte-

nus des propriétés de l’appui régulier.

Les nota tions et définitions sont celles que le n°5 a énoncées ; l’hy-

pothèse (5~1) est faite, sauf dans la preuve de la proposition 2.

21. PROPRIÉTÉS DES A-PLANS (t,X) QUI S 1 APPUIENT SEMI-REGULIEREMENT

SUR V.-

Lemme 21.1.- Les t tels que (t,X) ne s’appuie pas semi-régulièrement

sur V sont partout denses dans T. 
’ 

~~
Preuve.- Soient do

des sous-espaces linéaires de T, de codimensions respectives 0,1 , ... ,dim T

et tels que :

1 n~est pas tangent à V -9

En tout point êta V n (T. x X), régulier sur û9 les plans tangents à V
i

et à T. x X, de dimensions égales à celles de ces variétés ont une inter-

section de dimension r + dim T - i : ces plans tangents sont donc en

position énérale ; par suite ( t,X) ne stappuie pas régulièrement sur V.
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Or les T. vérifiant (21.1) sont évidemment partout denses dans l’espace).

de tous les sous-espaces de T de codimension i.

Lemme 21.2 .- Soit un point régulier de V où (tt,X) ne

s’appuie pas semi-régulièrement sur V. Alors X possède des coordonnées

locales (y 1 ’ ... ,Y,e) d’origine x’ 1 telles que les équations locales de V

au voisinage de (ttext) puissent s’écrire :

où s ~ k t ... ? est holomorphe,

Donc x’ est point régulier de ~

Preuve.- Le théorème d’existence des fonctions implicites.

22. PROPRIÉTÉS DES QUI S’APPUIENT TRÈS REGULIEREMENT

SUR V.- Equation tangentielle de V(t).- Notons

une équation polynomiale en (t,§), homogène en §, vérifiée, quand t

est régulier, par les coordonnées homogènes S de tout hyperplan de X

tangent à V(t).

Note.- « tangent ~~ signifie -. « tangent en un point régulier ».

Note.- Si r = 0, alors V(t) est un ensemble fini de points et un

hyperplan est dit tangent à V(t) quand il contient l’un de ces points.

Enonçons dès maintenant le résultat qu’établit le n° 22 :

Lemme 22.- Supposons que (t’,X) s ~appuie très régulièrement sur v.

Alors s
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1°) V(t) n’est pas développable, quand t est régulier ; c’est-à-

dire : s = e-1;

2°) on a

Note 22 ,~. Ce lemme reste vrai quand on remplace l’hypothèse: ~~t
(tlexi) est point régulier de V 

(voir : définition de l’appui très régulier., n° 5) par l’hypothèse sui-

vante :

il existe des t voisins de t’ tels que V(t) n’ait pas de point

singulier voisin de x’.

Le lemme 22 ainsi modifié permet d’obtenir les variantes à la proposition 1

que la Note 4 signale. s

Exemple (quadriquos) .- Soit 0 Inéquation tangentielle

d’une quadrique v ~ t ~ , qui dépend d’un paramètre t et n’a pa s de point

singulier pour t générique. Cette équation, si elle est réduite sur T

relativement à s’ est homogène de degré 2 on sait que, pour une

valeur t’ de t telle que V(tt) soit un cône de sommet xle cette

équation se trouve identiquement vérifiée ou équivaut à celle de x’ :

g.çl = 0 (ç ’ i coordonnées homogènes de x’ ) .

Elle n’est donc pas réduite sur t’ relativement à ç.

Notations.- V est défini par (5.3) ; posons

où



63 

s, sont des variables numériques telles que

Vu (5.4), pour donné s et ( s , t-t t ) suffisamment petit ,

le système (22.2) d’inconnues a une solution unique voisine

de 0 :

elle est holomorphe. Notons

où

x(s,t,u) : le point de coordonnées

Evidemment : y(0,t,u), x(0, et sent indépendants de u ;
J

nous les noterons y.(t), x(t) et 
J

Inéquation

exprime que

Supposons cette équation vérifiêe ;

si s = 0, alors x(s~t,u~ = x(t) et (t,X) s’appuie très régulièrement

sur V en (t,x(t)), car en ce point
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sont petits ;

si s 4 0, alors x(s,tlu) est un point régulier de V(t) ; les hyper-

plans de X tangents à V(t) en un point x(s,t,u) ont les coordonnées

homogènes

où :

v est un paramètre dont dépendent ces hyperplans. 

~~~NNotons l~t
(22.6) où g a ltexpression ~22.5~· 

Vu la définition de P 1

(22.7) : Inéquation f(s,t,u) = 0 implique p(s,t,u,v) = d ~ V v . 
’

Le lemme 22 résultera des suivants, où sont faites les hypothèses du

lemme 22 :

L’ensemble des hyperplans tangents à V(t) au voisinage de

x’ a la dimension complexe î-1. (Ce lemme prouve le lemme 22.1°»

Preuve.- L’ensemble de leurs coordonnées homogènes § a la dimension

,1 , car S est défini par ~22.5~~ où sont ar-

bitraires et où s est défini par l’équation f(s ,t,u) = 0.

L’ensemble des t tels que V(t) ait un point singulier

voisin de x’ est une hypersurface S de T ; t’ES p si tES et si x

est ce point singulier, alors (t,X) s’appuie très régulièrement sur V

en ~t,x~.
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Preuve.- Nous savons ceci : au voisinage de x’ , le seul point singu-

lier que V(t) puisse avoir est x(t) ; si x(t) est point singulier de

V(t), alors (t,X) s’appuie très régulièrement sur V en {t,x~t)~ ;

pour que x(t) soit point singulier de V(t), il faut et suffit que

f(t) = 0. Pour prouver le lemme, il suffit donc de prouver l’absurdité

de 1 thypothèse :

Or cette hypothèse signifie qu’il existerait des fonctions holomorphes

telles que :

on aurait donc

contrairement à la définition de l’appui très régulier (n°5).

y.(s,t,u) a les propriétés suivantes :
J

est une forme linéaire en u ;

est une forme quadratique en u, non dégénérée (c’est-à-dire de rang

r+1) g

bien entendu. : 
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Preuve.- (22.8) résulte de

La dérivation de (22.2) par rapport à s donne, pour t = tt, s = 09

vu (22.8) :

d’où le lemme, puisque Hess F#0 vu (5.4).
y

f(s,t,u) a les propriétés suivantes s

Si u est donné, tel que Q(u) 4 0, alors l’équation d’inconnue s :

a deux racines voisines de 0, ~’ t ; elles ne sont pas égales V t.

Preuve.- f est défini par ~~2.4~. D’où

vu (22.8) et l’équation F~t’90g...,~~ ~ 0, qui résulte de (5.4~. En

dérivant (22.4) par rapport à s et en employant la définition (22.2) des

on obtient 
-

d’où

et, vu la définition de 
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Supposons Q(u) 4 0 ; puisque t est voisin de t’, l’équation (22.9),

dtincannue s, a donc deux racines voisines de 0. Pour qu’elles soient

égales, il faut et suffit qu’elles soient égales à la racine unique de

1’équation .

qui est s = 0 g il faut et suffit donc que

Or l’avant-dernier lemme a prouvé qu’on nta pas

Lemme.- p(s ,t,u,v) a les propriétés suivantes :

Preuve.- (22.7) et le lemme précédent montrent que, pour Q(u) ~ 09

inéquation d’inconnue s

a au moins deux racines voisines de 0, qui ne sont pas égales V t î

elles s’annulent pour t = tt. On a donc (22.10).

Lemme.- L’équation = 0 n’est pas réduite relativement à §.

Preuve.- Les relations (22.8), (5-4) et les définitions de yh(s,t,u)
et impliquent les relations s
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Vu la définition (22.6) de p, ~22,10~ 1 s’écrit donc

Notons les composantes c’est-à-dire

(22.10)1 s’énonce donc

D’où

par suite (22 "0)2 s’écrit, vu (22.11) et la définition (22.6) de p :

or, par définition,

d’autre part la définition (22.3) de yh(s,t,u), la relation 0
n J

et (5.4) montrent que

(22.1 0)2 s t énonce donc

puisque la forme Q(u) est non dégénérée, donc non nulle
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Les relations ~22.12~ et (22.13) prouvent que le polynome

a le facteur double (Wo)2: d ’ où le lemme.
o  e o

discrT p(t,f) = 0, v tES . (Ce lemme prouve le lemme 22.2°),

puisque t ’ 6 S ) .

Preuves Dans le lemme précédent, tt peut être remplacé par un point

quelconque de l’hypersurface S 9 l’équation P(t,§) = 0 n r est donc pas

réduite sur t£S relativement à §. D’où le lemme , dans le cas où l’équa-

tion P~t,~ ~ = 0 est réduite sur T relativement à s. Le cas général se

ramène à ce cas particulier, en remplaçant cette équation par une équation

réduite équivalente.

23. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DE L’APPUI RÉGULIER.- La définition de 

l’appui régulier (n°5) peut évidemment s n énoncer comme suit :

Le q-plan ~ t , x~’ ~ s ’appuie régulièrement sur V au

point (t,x) quand et seulement quand il satisfait aux trois

conditions suivantes : i
1 ° ~ q x s ~

2° ) t est m,gul,er ; (t~x) est point régulier de V ;

3°) si (t,X) ne s’appuie pas semi-régalièrement sur V en ~t,x~,

alors (12) il existe un hyperplan x de X, tangent à V(t) en x,

tel que :

Note.- Si ~-r-’1 = q, la condition 30) est évidemment vérifiée. Si

2-r $ qe cette condition 30) peut s’énoncer comme suit, en notant xr(x)
le r-plan tangent à V(t) en x :

(12 ) x est un point régulier de V(t), vu le lemme 21.2.
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:x:q et :x:r(:x:) ne sont pas en position générale ( 13) dans X.

Voici un lemme évident, analogue au lemme 21 .2 1

Lemme 23.2.- Suppcscns q ; soit si (t,x) est un

point régulier de V, en lequel (t,xq) ne s’appuie pas régulièrement

sur V, alors x est point régulier de la variété x n V(t), qui a en

ce point la dimension q+r-t. ,

Voici, enfin, un lemme qui définit l’appui régulier par la notion

d’hyperplan tangent, grâce à une récurrence sur q $ les n° 25 et 26

l’emploieront.

Lemme 23.3.- Donnons-nous t régulier.

10 ) Les (£-r-1 ) - lans ( t ,Ô ~~~~ ) qui s’appuient régulièrement sur

V sont ceux qui contiennent un point régulier de V ~ ils s’appuient

donc sur V.

2°) Supposons £-r 5 q  s ~ soient xq et :x:q+1 tels que 

pour que le q-plan (tlxq) s’appuie régulièrement sur Vg il faut et

suffit qu’il vérifie ltune des deux conditions suivantes i JJM
(i) xq est tangent à n v( t) ; 

(ii) (tixq) contient un point où s’appuie régulièrement

sur V.

30) Supposons s = ~-1 $ c’est-à’-dire V non développable ; les

(j&#x26;-"1 )’-plans (t,x1,-1 ) qui s’appuient régulièrement sur V sont ceux qui

vérifient l’une des deux conditions suivantes t

( ~ 3 C’est-à-dire : xq U xr(x) appartient à un hyperplan de X ; ou

encore : dim xq n :x:r (x) &#x3E; 
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est tangent à V(t) ,

(ii) contient un point ou (t,X) s’a pp uie semi-régulièrement

sur V.

Preuve de 1°~.~ La définition de l’appui régulier (n’5)-

Preuve de 3°).- Le lemme 23.1 y où lIon prend q = £-1 .

Preuve de 2 ° .-- Soient t régulier et où 

supposons (t,x) point régulier de V. Notons x r(x) le r-plan tangent

à V(t) en x, quand x est point régulier de v~t~. Nous allons em-

ployer les propriétés suivantes :

{~~ 8 (t,X) s~appuie semi-régulièrement sur V en (t?x) 3

(q) t (t,xq) s’appuie régulièrement sur V en (t,x) ;

(q+1) : t x~+~ s’appuie régulièrement sur V en (t,x). 

Leurs négations seront notées ( £ ) , (1) et (q+1). 

Nous allons distinguer trois cas.

Premier cas : on a (1) et (q+1). Alors, vu le lemme 21.2 et la

ui complète le lemme 23.1 s

x est point régulier de dim n xr x = q+r-ae+1 ;

~ g~ ~ équivaut à : dim x~ n xr ~x ~ &#x3E; q+r-£ .

Donc (q) peut s’écrire :

ou

0U
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ou enfin :

(23.1) x~ est tangent en x à xq+1 n V(t) .
Seccnd cas s on a (1) et (q+1). Alors, vu les lemmes 21.2 et la

note ( ) qui complète le lemme 23.1 :
x est point régulier de ~t~t~ 9

il existe un hyperplan ~-1 de X tel que

Donc

d’où (q).

Troisième cas : on a ~~~ ; alors, vu le lemme 23 .1 on a (q) et

(q+1).

L’examen de ces trois cas prouve ceci : pour que (q) soit satisfaite,

il faut et suffit que (q+1) ou (23.1) le soit. D’où le 2°) du lemme.

24. L1APPUI TRÈS RÉGULIER DE (tpxq) SUR V.- Nous allons définir cet

appui très régulier, qui permettra au n"25 d’appliquer le lemme 22 à l’étu-

de de l’appui régulier.

Notations.- Soit t’ régalier j soit (t’,x’) un point régulier de

V, oà (ti PX) ne s’appuie pas semi-régulièrement sur X ; d’après le

lemme 2~.29 ~ possède des coordonnées locales telles que

les équations de V puissent s’écrire :



73

où : f.( ~. ) est holomorphe .
Soit et voisin de (t~x’) ~ soient

les coordonnées homogènes des hyperplans de X tangents en x à

V(t) ; on a

la distance à ~-1 d’un point de V(t) infiniment voisin de x est pro-

portionnelle à la forme quadratique des différentielles dy. des y. :
i 1

le rang de cette forme est donc indépendant du choix des coordonnées locales

(y1,...,yr).
Lemme.- La forme (24-3) est de rang r+s-g+1 sur un sous-ensemble partout

dense de l’ensemble des couples tels que x soit tangent en x

à V(t).

Preuve.- Vu la définition de s (no5), quand t est fixe et que

varie, alors (w.), *,b ,w,) décrit une variété de
’ r r+ g o e

dimension s+l ; il existe dcnc un sous-"ensemble partout dense de l’ensem-

ble des valeurs de (yi , ... ,y~ ,v~+i , ... ,w~ ) où la matrice
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est de rang s+1 ; mais (24.1) et (24.2) donnent

Sur ce sous-ensemble la matrice carrée

est donc de rang s+l ; or

est la matrice unité, si 

Sur ce sous-ensemble, la matrice carrée

est donc de rang r+s-~+1. Or vu (24.2), cette matrice est la matrice

où Cette matrice (24.4) est donc de rang sur

un ensemble partout dense de valeurs de D’où

le lemme.
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Définition.- Un q-plan s’appuie très régulièrement sur v

en un point ~t,x~ quand il s ’appuie régulièrement sur V en oe point

et que les quatre conditions suivantes sont satisiaites 1

2°) (t,X) ne s’appuie pas semi-régulièrement sur V en (t,x) ;

donc, vu le lemme 21.2q V(t) a en x un r-plan tangent :

3°~ x~ U xr(x) appartient à un hyperplan de X et à un seul, dont

les coordunnées homogènes sont notées (wo,...,we) ;o 

4°) la restriction de la forme quadratique (24.3 ) au (q+r-£+1 )-plan

tangent en x à xq n :x:r(x) est une forme quadratique non dégénérée

de rang Q+:r.-.e.+ 1 ) . 

Voici les propriétés de l’appui très régulier :

Lemme 24.1.- L’ensemble des q-plans (t,xq) s’ appuyant très régulière-

ment sur V est un sous-ensemble partcut dense de l’ensemble des q-plans

s’appuyant régulièrement sur V.

Preuve,.- Soit un q-plan s’appuyant régulièrement sur V en

vu le lemme 21.1 et la définition de l’appui régulier., on peut

mcdifier arbitrairement pou de façon que

(24.5) ( t,X) ne s’appuie pas semi-régulièremen t sur V,

mais que (t,x q) continue à s’appuyer régulièrement sur V en (t,x~.

Par suite, vu les lemmes 21.2 et 23.1, x est un point régulier de V(t),

où V(t) possède un r-plan tangent xr(x), et il existe un hyperplan

x~ ~ de X tel que
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notons les coordonnées homogènes de x . Vu le lemmes
0 1

précédent, en modifiant arbitrairement peu x et puis xq, nous

pouvons satisfaire aux conditions suivantes :

(24.6) %~-1 est tangent à V(t) au point régulier x ;

la forme quadratique (240§) est de rang r+s-£+1 ;

Par suite

On peut donc trouver un (q+r-.e+1 )-plan :x:q+r-.e+1 arbitrairement voisin

de tel que s

1 la restriction de la forme quadratique (24-3)

(24.7) 
1 

au tangent à (24.7) (q+r-.à§-Fl 
. lar- 

tangent 
à xq+r-e+1

est de rang q-FJJ-£+1 ,

On peut enfin modifier erbitrai rement peu xq de façon à satisfaire aux

conditions suivantes s

Evidemment s (t,xq) continue à s’appuyer régulièrement sur V en

(t,x) et

(24.8) est le seul contenant x~ U xr(x). Donc

l’appu.i de q) sur 7 est très régulier. C.Q.F.D.

Si le q-plan ~t~,x~~) s~appuie très régulièrement

sur V [au sens de la définitiun du n°24] , alors [au sens de
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la définition du n05] s’appuie très régulièrement sur_q X) s’appuie très régulièrement sur

la variété de T x H x X dont les points sont les 

tels que

xq désigne le q-plan de coordonnées grassmanniennes

Preuve,- Notons xtr le r-plan tangent à V( t’) en

l’hyperplan unique de X tel que

Choisissons des coordonnées locales de X, d’origine x’,

ayant les propriétés suivantes : 
’

V a pour équations (24.1) ;

ont pour équations respectives :

La restriction de la forme (24.3) au tangent en x’ à

x’q n x’r est donc la forme

par hypothèse cette dernière forme n ~ est pas

dégénérée, c’est-à-dire
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Nous allons supposer (t,x,x’l) voisin de (t~~x~,x’~~. Les équations de

x~ sont

Li est linéaire en holomorphe en nul pour
J ’ ~  T. 

’ ~~~

Les équations de

(tgxq) nV sont donc : 
~ ~ --.L

Puisque

nous pouvons résoudre le système (24 .l G)~ , ~24.10~ 2 par rapport à

~q+r-~+2’*"~ ~ nous obtenons :

où

En substituant F. à dans

nous définissons une fonction

puisque
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cette fonction F a les propriétés suivantes :

Les équations de (t,x’) n V peuvent donc s* écrire :

OU

Le lemme résulte de la comparaison de ces relations avec les relations

(5~3)~ ~5 ·4~, qui définissent l’appui très régulier de (t’ ,X).

25. PREUVE QUE LES APPUIS RÉGULIER ET TRES REGULIER SONT DES APPUIS.-

Lemme.- Supposons :

t régulier; £-r $ q  s ; x c xq ; xq-1 nt à xq n V(t).

Alors (t~x~ ) s’appuie régulièrement sur V.

Preuve q : le lemme 2 3 . 3 .2 ° ) .
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Preuve si £-r = q : le lemme 23.3-10), car dans ce cas l’hypothèse

« xq-1 est tangent à xq n V(t»&#x3E; signifie « xq-1 contient un point

de v(t).». 

Lemme.- Supposons :

V (t,x q-1) s’appuyant régulièrement sur V.

Alors :

v t x~ s’appuyant régulièrement sur V.

sont les coordonnées

grassmanniennes respectives de xq et 

Vu le lemme précédent, (25.2) est vérifié quand l’hyperplan

de X, ayant pour coordonnées homogènes §, est tangent à xq n V( t).
Vu le lemmes 24.2, le lemme 22 prouve donc ceci : si s’appuie

très régulièrement sur V, alors vérifie (25.3)~ Or, vu le

lemme 24.1 les s’appuyant très régulièrement sur V sont par-

tout denses dans l’ensemble des (t,xq) s i appuyant régulièrement sur V ;

cet ensemble vérifie donc (2~.3 ~ .

Lemme 2 5 ~ ~ ,.- Les q-plans (t,xq) s’appuyant régulièrement sur V

stappuient sur V.

Preuve pour q = j&#x26;-r~1.- Le lemme 23~3*1~)~

Preuve pour £-r G q $ s.- Supposons prouvé que les (q-1)-plans

s’appuyant régulièrement sur V vérifient l’équation (4.1)q-1’ qui
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définit 1 ~ appui :

Alors les q-plans s’appuyant régulièrement sur V vérifient

l’équation (4.1)q

vu sa définition (n°4) et le lemme précédent,

Prouvons que l’appui très régulier est lui aussi un appui.

Lemme.~ Supposons V(t) non développable quand t est régalier ;

c’est-à-dire s = t-1. Soient e t régulier, xe-1 tangent à V(t).

Alors (t,xe-1) s !a pp uie sur V , c’est-à-dire vérifie Inéquation 

~ désigne les coordonnées homogènes de ~ ,
Preuve.- Vu le lemme 23.3~3~)y s’appuie régulièrement sur

V ç vu le lemme récédent ( t ,.¿-1 ) s tappuie donc sur V.

Lemme 25.2.- Les ;,-Plans (t,X) s ’appuyant très régulièrement sur

V s’appuient sur V.

Vu le lemme 22. 1 0) , V(t) n’est pas développable, V t régu-

lier. Vu le lemme précédent, on peut donc choisir P = ¡t-1 dans le

lemme 22.2~)~ qui donne ~

p2.(t) = Oy V (t,X) s’appuyant très régulièrement sur V.

Note.- Depuis le début de ce chapitre IV, 1 ’hypothèse (5.1) a été

faite. Si elle n’est pas vérifiée y les lemmes 25.1 et 25.2 sont cependant

exacts, car alors tout appui est, par définition, régulier ou très régulier.

La preuve de la proposition 2 est donnée par les lemmes 25.1,

25.2 et la proposition 1 (n°4)
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Chapitre V

RÉGULARITÉ DE L’APPUI DES q-PLANS NE COUPANT PAS

LES S INGULARITÉS

Ce chapitre V prouve la proposition 3 (n°5) g il traite d’abord le cas

où V est irréductible.

26. UNE CONDITION IMPLIQUANT LA RÉGULARITÉ DE L’APPUI.- Cette condi-

tion résultera de la propriété suivante de diserT:
Lemme.- Soit un polynome en ~t,~~ 9 homogène en ~. On a

(26.1) discr T P~t’, ~ ~ 0 
en tout point tt vérifiant la condition que voici 1 

(26.2): L’hypersurface de S d~équation = 0 contient un

ensemble partout dense de points gt possédant la propriété sui-

vante i au voisinage de l’équation P(t,§) = 0 équi-

vaut à une équation = 0, où F est holomorphe en g,

continu en t et 
aF /

continu en t et dF d§# 0.
Preuve.- L’ensemble de ces § ’ est une partie ouverte, partout dense,

de l’hypersurface de w d’équation

Il existe donc une droite analytique complexe de S coupant cette hyper-

surface (26.3) en des points appartenant tous à cette partie de cette

hypersurface, chacun de ces points d’intersection étant simple. Soit

n leur nombre ; n est le degré de l’hypersurface ~26.3~. Plus géné-

ralement, vu l’hypothèse (26.2), pour t voisin de t’, l’hypersurface
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de E d’équation

coupe cette droite en n points simples et a donc ce même degré n. Or~

vu le n°2 : le degré de cette hypersurface est maxirnum, sauf quand t

est sur une certaine sous-variété algébrique de T g quand ce degré est

maximum, alors i

Donc ce maximum est n et (26.5) a lieu au voisinage de t’~ en parti-

culier en t 1 ; C.Q.F.D.

Notations.- V est une variété algébrique irréductible de T x X ;

xq et xq-1 sont un q-plari et un (q-1 )-plan de X tels que xq-1 c x~’°
ils ont pour coordonnées grassmanniennes S1 et

~ ’ A.,.A ~ J62013q A ~ , Nous supposons :

Lemme 26.- Soit une équation polynomiale

impliquant, quand t est régulier, ltune au moins des deux conditions

suivantes :

1°) (t,xq-1) stappuie régulièrement sur V ;

2°) (t,xq-1) coupe la partie singulière de V.

Alors l’équation

implique, quand t est régulier y l’une au moins des trcis conditions

suivantes :
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(i) (t,x") s’appuie régulièrement sur V si q ~ s,

semi-réguliërement sur V si q m s+1 = £ ç

(ii) (t,xq) coupe la partie singulière de V ;

(iii) l’une au moins des composantes algébriques de xq n V(t) est

développable.

Note.- Si q = z-r, alors dim xq n V(t) = o et la condition (iii)
doit être supprixnée.

Preuve.- Considérons l’ensemble E des x rq(x) (14) véri-

fiant les conditions suivantes s

t est régulier ; (tlxq) ne coupe pas la partie singulière de V ;

ne s’appuie ni régulièrement (q  ae), ni semi-régulièrement

(q = ae) sur v p

aucune composante algébrique de x~ n V(t) n ~ e s t développable.

E est évidemment ouvert. Il s’agit de prouver que, sur E :

Soit soit cl-’ . xq. Le lemme 2 , 3 3 a prouvé ceci : pour que

s’appuie régulièrement sur v g il faut que xq-1 soit tangent

à xl n V(t). L’équation (26.6) implique donc que l’hyperplan de coor-

données homoeenes g est tangent à x qn V(t) ; elle signifie donc que

cet hyperplan est tangent à une composante algébrique de V(t)~ qui

dépend continûment de (t,x9.). Or cette composante algébrique n’est pas

développable, par hypothèse y et nta pas de point singulier, vu les lemmes

21.2 et 23.2. Cette équation (26.6) vérifie donc l’hypothèse (26.2)

14 ) Rappelons n° 3) que est la q-grassmannienne de x .
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du lemme précédent, où l’on remplace t’ET par

vu ce lemme, on a (26.8). C.Q.F.D.

, ,

27. REGULARITE DE L’APPUI SUR V D’UN NE COUPANT PAS LA

PARTIE SINGULIERE DE V.- Les notations du n"26 sont conservées.

Lemme 27.- Si t est régulier, si le q-plan ~t,x~~ ne coupe pas

la partie singulière de V et s’appuie sur V, alors il s’appuie réguliè-

rement si q ~ s et semi-.régulièrement si q = e ~. s+1 .

Preuve pour q  £-r-1.- Vu les définitions des n’4 et 5, l tappui et

l’appui régulier sont impossibles. .

Preuve pour q = £-r-1.- Les définitions des n°4 et 5. ~NNous allons poursuivre, par récurrence suivant q. 

Preuve pour q = e-r.- Le lemme 26, où l’on choisit P = pq-1 9 la

note qui le complète et la relation P~ ~ discr pq-1 n° .

Preuve pour î-r  q,, ~,.- Soit un vérifiant les

conditions suivantes :

t est régulier 9 
’

(21.1 ) 
( t ,xq) ne s’appuie ni régulièrement (q~ s), ni semi-régulièrement

i (q = e) sur V 9
,

ne coupe pas la partie singulière de V.

Il s’agit de prouver que

Le lemme est supposé vrai quand on y remplace q par g,~ï 9 les

hypothèses du 1 e mm,e 26 sont donc vérifiées quand on choisit P 
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vu ce lemme 26, il suffit donc de prouver ceci s

(27.2) aucune des composantes algébriques de xq fi V(t) n’est développable.

Notons xq-1 un hyperplan arbitraire de :x:q. Vu (21.1) et le lemme

23.3 2°) et 3°», llensemble des x q-1 tangents à :x:q n V(t) est l’en-

semble de :x:q-1 tels que (t,-xq-’) s’appuie régulièrement sur V. Vu

la proposition 2 (n’5)e cet ensemble appartient à l’ensemble des (tgxq-l)
s’appuyant sur V - plus précisément, ces deux ensembles sont identiques,

vu que le lemme vaut si on y remplace q par q-1 et vu que 

ne coupe pas la partie singulière de V. car (27.1) a lieu. L’ensemble

des tangents à :x:q n V(t) est donc défini par l’équation exprimant

que s’appuie sur V:

28. CONDITIONS DUPLIQUANT LA REGULARITE DE L’APPUI SUR UNE HYPER-

SURFACE REDUCTIBLE.- Notations.- Soit V une hypersurface de T x X ;

notons V~ toutes les composantes algébriques irréductibles de toutes
J

les intersections d’un nombre quelconque de composantes algébriques de V

notons

r. = dim V. - dim T .
J J

Evidemment 1 ,

(28.1) rk  r. et rkrj, si V est une composante de V..
K i k J K JL J

Nous supposerons qu’aucune des V . n’est développable : s . = e-1.
’ J .- -" .-. " °’°- J

t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque V..J
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Notons

une équation polynomiale, réduite sur T x S relativement à , expri-

mant que (t,xq-1 ) s’appuie sur V .. Si q  ~~-r . 9 nous prenons
J J

Lemme.- L’équation

discr

implique, quand t est régulier, l’une au moins des deux conditions que

voici :

s’appuie sur l ’ un des Vil c’es t-à-dire
J

2°) coupe la partie singulière de l’un des V. 0
J

Preuve.-- Il s’agit de prouver que 11ensemble des (t,xq) vérifiant

les conditions suivantes est vide x

t est régulier ;

ne coupe la partie singulière d’aucun des V ..
J

Vu la définition de discr (n°2), il suffit de prouver que l’ensemble des

vérifiant les conditions suivantes a, dans T x une

codim. &#x3E; 1 :
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t est régulier ;

le polynome en a un facteur

multiple -,

aucun des polynomes n’a de facteur

multiple ;
(t,xq) ne coupe la partie singulière d’aucun des Y J ..

Il suffit donc de prouver que l’ensemble des (t,xq) vérifiant les condi-

tions suivantes ap dans T x F~(11) , une 1 : ~)~
t est régulier ; ~Nil existe i et j 4 i tels que les polynomes en §,

ont un facteur commun ;

1 
1 

ne s’appuie sur aucun de s û ;

[ (t,xq) ne coupe la partie singulière d’aucun des Vk " L . 

i
Or l’équation 

- 

’ 

’ 4
exprime que s’appuie sur V. ; est un hyperplan de x* 3

J.

donc (t,xq-1) ne coupe pas la partie singulière de V. ; vu le lemme
i Ip

27, cette équation (28.6) exprime donc que (t,xq-’) s’appuie réguliè-

rement sur V.. Or ne s’appuie pas régulièrement sur V., vu
i 1

(28-5) et la proposition 2. Vu le lemme 23.3, (28.6) exprime donc que

xq-1 est tangent à :xq n V. (t) , si e-r q ; si £-r. = q ,
i i 1-

XI n V.(t) se compose d’un nombre fini de points et (28.6) exprime que

contient ltun deux; si q  j~-r.~ (28.6) est impossible.
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Les conditions (28.5) impliquent donc que

ont une composante algébrique irréductible commune. C’est une composante

algébrique de

Vk étant l’une des composantes algébriques irréductibles de V. n v..
k i J

Si alors et vu (28.1) ; xq ne stap-

puie ni régulièrement (q  î) ni semi-régulièrement (q = ae) sur V. ,
1

Vkv vu (28.5) et la proposition 2 ; cette composante algébrique com-Û k

mune a donc, d’après le lemme

2 3 ~ 2 ~ la dimension

c’ est impossible, vu ~28 ~ ~ ~ ~

Si = ~.~~ , alors (t,x) s’appuie sur Vk ; c’est impossible,
vu (28.5). Donc (ttxq) coupe un V k tel que

or l’ensemble des q-plans (t,x q) coupant ces V est évidemment une

sous-variété algébrique de T x Iq(X) de codimension &#x3E; 1 î donc l’ensemble

des q-plans satisfaisant (28.5) est de codim. &#x3E; 1. C.Q.F.D.

Lemme 28,- Si t est régulier et si (t,xl) s’appuie sur V, alors

l’une des deux conditions suivantes est satisfaite 1

1°) (t,xq) s’appuie sur l’un des s ;
J

2°) (t,xq) coupe la partie singulière de l’un des Vj.
J
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Preuve pour q = 0.- La définition de l’appui (n04).

Preuve pour q &#x3E; 0.- Si l’ensemble des (q-l)-plans coupant la partie

singulière de l’un des V. est une hypersurface de T x (X) , alors
J

tout q-plan (tx q) coupe cette partie singulière et le lemme est évi-

dent. Sinon le lemme, supposé vrai quand on y remplace q par q-1,

prouve que tout s’appuyant sur V s’appuie sur l’un des V. ,
J

si t est régulier ; vu la proposition 1 (no4), l’équation exprimant

l’appui de (tgx q-1) sur V est donc

où P 0 est un polynome, # 0 quand t est régulier. Vu la définition

de l’appui (n°4) et une prcpriété évidente de discr. l’équation

exprimant l’appui de (t,xq) sur V est donc

Le lemme précédent achève la preuve.

Preuve de la 3 (n05) : les lemmes 27 et 28.
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