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UN COMPLEMENT AU THEOREME DE N. NILSSON
SUR IES INTEGRAIES DE FORMES DIFFERENTIELLES
A SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE (*)

par
Jean LERAY

Introduction

Nous nous proposons d'expliciter et compléter le premier des deux

tnéorémes que N. Nilsson prouve dans [5] et appligque dans [6].

1. IES INTEGRAIES DE FORMES DIFFERENTIELLES A SUPPORT SINGULIER
ALGEBRIQUE.- Notations.-

X = Pﬂ est l'espace projectif complexe, de dimension complexe £ 3
les coordonnées homogeénes d'un point x de X sont les composantes d'un

vecteur

CeZ = ot .
X étant donc le quotient de Z par le groupe de ses homothéties de
centre O ;

g2 est le dual de Z, 1la valeur en ([ de §e¢= étant notée

E.+CeC 3

T est un espace affin de dimension finie 3

(t,X) est la partie de T x X se projetant en teT ;

on se dorme me{Oyeesyl} 3

n Vj est l'intersection de m hypersurfaces algébriques données de T x X,
J
dtéquations

(*) Ce travail fait partie de la Recherche Coopérative sur Programme N°25 du
Centre Naticnal de la Recherche Scientifique.
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Vj : Vj(tvg) =0,

ou vy est un polynome de (t,0)eT x %, hnomogéne en [ et je{l,eee,m} 3

NV.=TxZX 8i m=20
J-J

.
9

Vj(t) est la projection de (t,X) N Vj sur X, c'est-a-dire l'ensemble
des x tels que (t,x)evj;

W(t) = U WH(t) est la réunion de n hyperplans de X, dépendant
H

algébriquement de t, d'équations
WH(t) : H(t).g =0,

ol Wy est une fonction algébrique de t & valeurs dans = ; He{l,...,n} 3

— 9
W(t) est vide si n =0 j

les intersections W (%) Neeen Wy (t), o 1 <H, <e..< B gn, qui sont
1 s

de dimension r pour t générigque, sont notdes er{(t) si t est tel que

leur dimension soit r 3 sinon WII{'(t) n'est pas défini ; Wﬁ(’ﬁ) désigne X.

Le support singulier Ss[W] est 1'ensenble des t en lesquels l'un au
moins des WH(t) n'est pas holomorphe.

On se donne : t'¢T = Ss[W] 5 qei{myeeesl] 3

W' : une branche de W(%'), c'est-a-dire une branche de chaque WH(t')»

telle que les W;(t') soient définis V r > 4=q ;

H

X' : partie ouverte de X ;

y'q-m: (q=m)=cycle de X! n Vj(t') relat. X' N W! 3

J
w(t,) s q-forme différentielle homogéne(1) de [, fonction de t ;3

9

m entiers > 0 : Pysesssl o

ol

(1) Produit d'une forme des quotients des coordonnées de ( par une fonction
homogene de [
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On suppose ceci ¢
les hypersurfaces X! N Vj(t') de X' sont réguliéres ;

ces hypersurfaces et les X' WH(t') sont en position générale dans X' ;

w(tyg)

(pour m= 0, clest w)

(1) 1

+P
1
v1 (t,g)...vm

1+p
B(t,c)

est une forme différentielle de ( homogéne de degré nul(z); c'est donc

une forme de =x, & coefficients fonctions de t

Y

cette forme (1) est
holomorphe en (t,x), prés de tout point de (t',X') ;
fermée, pour dt = 0 ;
nulle sur X' N W(t), c'est--dire pour : xX', t' voisin de t,
W(t) wvoisin de W?, Wgel = Wgedg = 0, V¥ H,
Ces hypothéses ont les conséquences suivantes, vu (2] :
on peut définir, pour (t,W(t)) voisin de (tJW'), un (g-m)-cycle
yq‘-m(t) de X' N Vj(t) relat. X' N W(t) variant continfment avec t et
tel que
R CO R
sa classe d'homologie est définie sans ambiguité :

si m> 0, la classe résidu de (1)

Pateeetp
(2) 1 a ! o w(t,g)

Teeop ! 7 7
PyteeePy Lav, (t,0)] 1AL [av ] P

(xrn Vj(t), X' nw(t))

' J
est définie pour t voisin de *t*' ;

(2) C'est une forme des quotients des coordonnées de ( .
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1'intégrale

p1+. oo tP
da n w(tsé)

Trp si m>0,

rJ(t) = 7
J lav, (6,001 ' Acen [av ] @
Yq-m(t)

(3) 9
J(t) = J" w(ty2) si m=0

v3(t)

est donc définie sans ambiguité pour t voisin de t' ; c'est une fonction
numérique holomorphe de t (vu [ 3], #°10). Nous allons construire son pro-
longement analytique, sous des hypothéses appropriées.

Définition des formes et des fonctious & support singulier algébrique.=-

Si @(t,c) [ou J(t)] se prolonge ex ume forme [ou forction] holomorphe
sur le revétement simplement comnexe du complémentaire d'une hypersurface
algébrique de T x Z [ou de T)], mous diroms que ¢ L[ou J] est & sup-
port singulier algébrique ; il existe alors évidemment wre plus petite

hypersurface ayant cette propriété ; son image dans T x X sera motée

Sslw] [ou ss[J]]

et nommée support singulier de  [ou de J]. D'aprés un théoréme 4'Hartogs
[1], c'est une hypersurface algébrique.

Note.~ Il est superflu de supposer (t',X') hors de Ss[w].

Notation.- Notons

(4) V = Sslw) U Vj , donc V =Ss[w] si m=0;
d
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V est une hypersurface de T x X .

Définition des (%, W(t)) s'appuyant sur une hypersurface V de
T x X.- Etant donné +cT, nous dirons que (t,W(t)) a sur V un appui

d'ordre 4-q quand l'un au moins des r-plans
r N
(tQWK(t)) s OU X¢ {f,-q,...,)?,}

n'est pas défini oua sur V wun appui d'ordre 4=-q, au sens du n°4.
Note,~ Soient wé-r(t)eAz_ré des coordonnées grassmanniennes (n°3)

de er{(t), stannulant quand wl’é(t) n'est pas défini ; vu le n°4, l'appui

dtordre £=-q9 de (t,W(t)) sur V s'exprime par la condition suivante :

au moins l'une des branches de l'un des wéfr(t) vérifie 1'équation

(5)  BFTI(4,uT(5) A gy Aeuin Epeq) = 00 T Eqseess £y €,

Oﬁ I'G{,@-q_,..-,,@} .

THEOREME 1.~ Supposons ceci s

w est a support singulier algébrique ;

(t,W(t)) n'a pas sur V = Ss[w] U Vj un appui d'ordre f£-q, V te

J
Alors :

J(t) est & support singulier algébrique ;

Ss[J] est une hypersurface algébrique de T, contenue dans la réunion de

Ss[W] et de 1'ensemble des t tels que (t,W(t)) ait sur V un appui

d'ordre 4-q.
Note.- Si n = 0, c'est-a-dire si W(t) est vide, alors cet ensemble

est 1'ensemble des t tels que (t,X) ait sur V un appui d'ordre 4-g.
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Corollaire 1.1 (N. Wilsson)e.- Si n = 0, c'est-a-dire si W(t) est
vide, alors J(t) est & support singulier algébrique.

Preuve.- Par définition, (t,X) ne s'appuie pas sur V, ¥ t.

On prouve de méme ceci 3

Corollaire 1.2.- Supposons que T puisse &tre fibré de fagon que les
Vj(t) goient constants sur chaque fibre et que W applique chaque fibre
sur l'ensemble des réunions de n hyperplans de X ; alors J(t) est a
support singulier algébrique.

Une preuve détaillée de ce théoréme 1 est donnée par les chapitres I,
IT et IIT ; elle s'abrége considérablement quand on suppose, comme
N. Nilsson, W(t) wvide (n=0). Comme celle de N. Nilsson, notre preuve

traite d'abord le cas :

n=0 (c'est-a-dire : N Vj =T xX, V=28s{w]), g=n-1=4 ;

autrement dit, elle établit d'abord ceci : 1l'intégrale sur un g-simplexe
d'une q-forme différentielle & support singulier algébrique est une
fonction & support singulier algébrigue (chapitre II, lemmes 12 et 16) ;
le théordme 1 en résulte, par application de la formule du résidu (chapi-
tre III), en évitant la construction compligquée que constitue le § 3 de

l'article (5] de N. Nilsson.

THEOREME 2.~ Adjoignons & 1'hypothése du théordme 1 la suivante : toutes

les brancnes de  sont combinaisons lindaires, & coefficients dans un

anneau de constantes, d'un nombre fini d'entre elles. Alors toutes les

branches de J sont combinaisons linéaires, & coefficients dans ce méme

anneau, d'un nombre fini d'entre elles.
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Preuve.- De cette hypothése résulte évidemment que toutes les fonctions
construites ultérieurement possédent cette propriété ; nous ne détaillerons
pas cette preuve que N. Nilsson explicite dans le cas qu'il traite :

W(t) vide (n=0).

THEOREME 3 (énoncé nypothétique).~ Adjoignons aux hypothéses des théo-

remes 1 et 2 la suivante : les coefficients de ¢ sont << & croissance

lente >> guand (t,x) tend vers Ss(w]. Alors J(t) est << & croissance

lente >> quand t tend vers Ss{J].

On peut définir << la croissance lente d'une fonction & support singulier

algébrigue >> par la condition (c) de la premidre page de N. Nilsson [5] ;
peut-8tre existe-t-il des définitions équivalentes plus maniables.
La_preuve de ce théoréme 3 a été donnée par N. Nilsson dans le cas
qu'il traite : W(t) vide (n=0) ; elle restec & faire dans le cas général.
Appliquer les théorémes précédents au prolongement £ de la transfor-
mation de laplace, que définit [4], est évidemment possible ; on peut ainsi,
en particulier, obtenir des opérateurs hyperboliques dont la solution é1é-

mentaire est & support singulier algébrique ; nous ne le ferons pas ici.

Le théoréme 1 emploie la notion d'appui ; le n°4 la définira & partir

de la notion suivante.

2. EQUATION DISCRIMINANTE.- Soit une équation
(2.1) P(t,z) =0 ,

oi P est un polynome de (t,5)eT x 5, homogéne en €, a coefficients ¢C.
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Rappelons que P est dit réductible quand il est le produit de polyno-
mes, du méme type, non constants ; rappelons un théoréme classique ([7],
t.1, chap. IV, Ganzrat. Funkt.) : tout polynome est produit de facteurs
irréductibles, définis de fagon unique, & des facteurs constants prés.

Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes :

°

1) 1'un de ces facteurs est multiple et de degré >0 en ¢ ;

9
2) 1'équation (1.1) équivaut & une équation du méme type et de degré
moindre en g .

Si ces conditions ne sont pas réalisées et si P(t,£) n'est pas iden-

tiquement nul, alors nous dirons que 1l'équation (2.1) est réduite sur T

relativement & € .

Le n°6 (chap. I) prouvera le critére de réduction suivant :

Notations.~ Notons £ et 7 deux vecteurs de = , p une variable
numérique complexe et(B) discr. P(t,e+91) le discriminant de P(t,£,+p7),
considéré comme un polynome en p. Rappelons que ce discr. est un polynome
en (t,z,7) et qu'il reste invariant quand on transforme (g£,7) par une

substitution unimodulaire ; voir [7].

Critére de réduction.- 1°) Pour que 1ltéquation (2.1) soit réduite sur

T relativement & £, il faut et suffit que

discr.P(t,6+37) # O en au moins un point (t,£,7) de TX=X=
2°) Plus précisément, si (2.1) est réduite et si T est donné tel que
P(t,1) # O en au moins un point, alors discr.P(t,e+57) # O en au moins un
point (t,6) de T x =.

Bien entendu, 1l'expression : << 1'4équation (2.1) est réduite sur le

(3) discr. P n'est pas fonction de la variable coiffée par ™ .
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point teT >> signifiera : << cette équation est réduite quand on choi-

sit pour espace T ce point t >>.

Le 1°) du critdre de réduction a pour conséquence évidente ceci :

Lemme 2 (localisation).= 1°) Pour que 1'équation (2.1) soit réduite

sur T, relativement & ¢, il faut et suffit qu'elle le soit sur au

moins un point de T.

2°) Les points t sur lesquels cette éguation n'est pas réduite sont

ceux qui vérifient la condition :
discr. P(t,e45T) = 0 , ¥ g,NeZ 5
1l'ensemble de ces points est donc une variété algébrique de T.
Définition.- Donnons-nous une équation (2.1) qui ne soit pas vérifiéde
v(t,5) ; formons avec les facteurs irréductibles de P(%t,2), une équation

équivalente, réduite sur T relativement a ¢ :

(2.2) Q(tse) = 0 &

Considérons l'ensemble des points t de T sur lesquels cette équation

(2.2) n'est pas réduite relativement a €e Vu le lemme 2, cet ensemble

£ T et est une sous-variété algébrique de T, définie par la condition :

discr. Q(t,g%ﬁﬂ) =0, V E,TeE »

Cette sous-variété est l'ensemble des points t+ ou le degré de 1l'hyper-

surface de &= d'équation (2.1) n'est pas maximum ; elle ne dépend donc

que de cette équation. Seule nous intéressera la plus grande nypersurface

contenue dans cette sous-variété(4); son équation sera

(2.3) disery, P(t,6) = 0

(4) Car, dtapres un théordme d'Hartogs[1], si le support singulier d'une

fonction analytique appartient & cette sous-variété, alors il appartient
& cette hypersurface.
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o discry P(t,8) est le polynome(B) en t de degré maximum qui divise

diser. Q(t,e+9T) , V£, N2 3
clest-a-dire le plus grand commun diviseur des coefficients de

discr. Q(+t,6+3M), considéré comme un polynome en (g,N), ayant pour coef-

ficients des polynomes en t . L'équation (2.3) est nommée équation dis-

criminante de 1'équation (2.1).

Elle n'est jamais vérifide Vv t.
Note.- En général, l'hypersurface (2.3) est vide ; mais, dans ce qui

suit, ce << cas général >> se trouvera &tre exceptionnel.

Note.- Dans les définitions précédentes, l'espace affin T et l'espace

vectoriel =

—t

ne peuvent pas &tre remplacés par des variétés algébriques
quelconques, car, sur de telles variétés, un polynome n'est pas un produit

unique de polynomes irréductibles.

3. GRASSMANNIENNES (Voir [2] ) v~ Pour repérer les gq=-plans complexes

a

x* de X,

nous emploierons 1l'algébre extérieure A= qu¥ engendre l'espace

. , ’ - ~ rd r'd
vectoriel = ; les éléments de A= homogenes de degré r sont nommes

rd r 3
r-vecteurs et notés £  ; leur ensemble est le sous-espace vectoriel
r.

A de 1'algebre A= ; bien entendu 3
1 A+
A2 =C, AE=E 5, A E=0C 3

7 peut Stre identifié a %= par la bijection
2
(3.1) [ <=>¢

telle que la valeur de [ en g soit

Eol = € A gz y V E€E o
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Nommons classe (gr) de gr £ 0 1'cnsemble des r-vecteurs non nuls,
paralléles & gr. L'ensemble des classes (gr) est l'espace projectif
(Aré), quotient de l'espace vectoriel Aré par le groupe de ses homothé-
ties de centre O.

Ia bijection (3.1) induit une bijection
(3.2) x <> (£') ,
qui identifie X a (1%=).

£=1

Un hyperplan de X est l'ensemble des =xX dont les coordon=-

nées homogénes ( vérifient une équation
21 Eof =0 3
dtou une bijection
(3.3) e (g)
qui identifie 1'ensemble des hyperplans de X & l'espace projectif ().
Etant donné un q-plan complexe x* de X, soient 4-g hyperplans

X{Zi-“ geecy 3(;::; de X tels que

Xq = 1{2-1 n...ﬂ x£-1

1 2-q
soient (=g wvecteurs Eqsoeey gz_q de = tels que x§-1 Co> (gj) i
notons
gz-q = gq NeeeA €pmq

S<rs 2 - e -1
évidemment, (gﬂ-q) Gépend de x¢ sans dépendre des choix des xg et

gj ¢ nous avons une injection naturelle

(3.4) w1 = (7Y, ob g {0,une, 21,

de l'ensemble des q-plans de X dans l'espace projectif (Az—q =) 3 elle
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est telle que, si

N G TS T S (S

alors la condition

(3.5) 2% < £~ équivaut a gz’q AE =0 .

Ltinjection (3.4) est pour gq = 0 1la bijection (3.2), pour q = g-1
la bijection (3.3).

L'image par (3.4) de 1l'ensemble des gq-plans x¥ de X est une sous-

variété algébrique TI(X) de (1Y %) ; on la nomme q-grassmannienne de

X. L'on nomme coordonnées grassmanniennes du q-plan 2 - (gz'q) les

coordonnées du (z-q)vecteur gg-q, ou, par abus de langage, ce (E—q)-
vecteur lui-méme.

Rappelons que la dimension de T'3(X) est :
(3.6) dim, T4X) = (a+1)(2=a).

Preuve de (3.6).- L'espace des g-simplexes de X, fibré par 1'ensem=-
ble des g-simplexes d'un méme q-plan, a pour base TI'*(X) ; or cet espace
et sa fibre ont pour dimensions respectives (g+1)¢ et (a+1)q.

Notation.~ Nous noterons P(t,g} ATRYA gz_q) et nous nommerons
<< polynome de t; £ A...A €gmqg > tout polynome de (t;51500e, gz_q),
homogeéne en chague gj, dont la valeur est fonction seulement de
(t,§1 Aeoo gz_q). Nous ne nous soucierons pas de l'existence d'un poly=-
nome de (t,gz—q) € T x Aﬁ—qz qui soit égal & P(t,g1 AcedA gz_q) pour

gﬂ'q = €q Neoeh €1mq ? car un tel polynome n'est pas unique (5).

(5) En effet les composantes de gé-q

tiques quand £°"¢ = Bq Neeeh gy o ¢ voir (2],

sont liées par des relations quadra-
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Le n°7 prouvera le lemme suivant, que le n°4 va employer implicite-
ments
Lemme 3.- 81 P(t,g, Avuir €gmg £) est un polynome de
: o
(t,g1 Aewsh £y o A £), alors aiseTy g P(t,g1 Newoh €y o A £) est un

polynome de (t,8, AesoA gz_q).

4. L'APPUI D'UN q-PIAN SUR UNE SOUS~VARIETE ALGEBRIQUE V DE T x X.-
Soit V une sous-variété algébrique de T x X, dont toutes les composantes
algébriques ont la méme dimension ; notons

r=dim, V-dim. T < 4

Soit (t,x¥) le g-plan de T x X, ayant pour projections respectives
sur T et sur X le point t et le g~-plan xq, de coordonnées grassman=-
niennes

gz-q = Eq AeaeA €gmg * ol N 9€{05000sl}

Nous dirons que ce q-plan s'appuie sur V quand il satisfait une

équation
(4.1) Pq(t,gz_q) =0 (Pﬂ(t) ne dépend que de t),

qui va &tre définie par récurrence sur q 3 P! sera un polynome de
(t’§1 AQ../\ g}z_q‘)e
Définition ¢ si q < 4-r-1, alors aucun q=-plan ne s'appuie sur V :

1'équation (4.1) est impossible.

Définition : supposons q = g=r=1 ; (t,xﬂmr-1) s'appuie sur V si et

seulement si (t,xﬂur"1) coupe une composante algébrique de V dont la

projection sur T est de codimension O ou 1,
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Si V est 1l'intersection compléte de g=-r hypersurfaces, se projetant
chacune sur T +tout entier, alors 1'équation (4.1) résulte donc de 1'élimi-

nation de [ entre

les j=-r équations de V,

les £-q = r+1 équations de x> @ Eqe0 = o0 = gz_q.g =0,
c'est-a-dire entre (+1 équations homogénes en (¢, & coefficients fonctions
de t,g1,...,§2_q. Plus précisément : le résultant de ce systéme de
4+1 équations homogenes & ¢+1 inconnues (voir [7], chap. XI) est un poly-
nome de (t’§1""’§z-q) ; vu le lemme 7.1, c'est un polynome de

(t,g1 AeodA gz_q) s on le nomme << forme de Cayley de V >> (voir [2]) ;

en ltannulant on obtient 1'équation (4.1).

Si V est une composante algébrique dlune intersection compléte
d'hyﬁersurfaces, alors la forme de Cayley de cette intersection compléte se
décompose en facteurs, qui sont encore des polynomes de (t,g1 AYEYAY gz_q),
vu le lemme 7.1 ; le produit de certains dlentre eux est la forme de
Cayley de V ; cl'est-a~dire qu'en annulant ce produit on obtient 1'équation
(441) qui exprime que (t,xﬁ-r-1) coupe V.

Si V se projette sur une hypersurface S de T, alors (t,xz-r~1)
s'appuie sur V si et seulement si teS : 1'équation (4.1), qui est alors
indépendante de &° %, est celle de S.

Si V se projette sur une sous-variété de T de codim. > 1, alors
aucun g-plan ne s'appuie sur V.

Exemple ¢ si r = ¢=1 et q =0, clest-d=dire si V est une hyper-

surface et (t,x3) wun point (t,x) de T x X, alors ce point s'appuie
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sur V s'il appartient & V et seulement dans ce cas : la condition

dtappui

It
(@

o 2
P°(t,e”)
est 1'équation de V
P(t 9C) =

ol 1'on substitue ¢ a ¢ .

o

Exemple.- Si r < =1, alors aucun q-plan ne s'appuie sur V.

Exemple.- Si r = =1, alors les g=plans s'appuyant sur V sont des
¢=plans (t,X) ; leur équation Pﬁ(t) = 0 est celle de la plus grande
hypersurface contenue dans l'ensemble des t tels que V(t) ne soit pas

vide.

Définition s si q > g-r-1, alors l'équation
a
(414 PUtygq Avesh g, ) = 0,
qui exprime 1'appui de (t,x}) sur V, est 1'équation discriminante

. q-1 ~
dlscréXHz_q P (t,g1 Nessh &) o A £) =0

de 1'équation
a=1 _
(4.1) 4 P (6,8 Avesh gy A E) =0

qui exprime qu'un hyperplan (t,xq-1) de (t,x%) s'appuie sur V.

Note.~ Il serait donc naturel de noter (4.1)q comme suit @

. QAT+ ) a o _
dlschXHﬂ,—q P(t9q1 /\.‘o/\ gﬂ,—q /\ %Z-q_i‘,] /\oo./\ Sr+1) = O

ou P(t9§1 Neseh € est la forme de Cayley de V.

r+1)
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Définition de 1'appui d'ordre p .~ Soit (pe{0,...,0}. Nous dirons que

le q-plan (t,xq) de TxX asur V un appui d'ordre o quand tous ses

(q=p )~plans (t,x¥P) stappuient sur V ; clest-i-dire quand t et les

coordonnées grassmanniennes gz-q de x% vérifient

(4.2)p P4 (4,647 A £1 Aeedh gp) =04 VEqseenEen .

Note.~ L'appui dfordre O est l'appui ; l'appui d'ordre p n'est possi-
ble que si < g+r=¢+1, Une variété V n?a en général aucun g=-plan
d'appui d'ordre > O,

Lemme 4.- L'appui d'ordre o implique les appuis d'ordres p=1,...,0.

Preuve .~ Une équation identiquement vérifide n'est pas réduite ; donc

(4.2)o implique

; a=p 2=, . -
dlschxwﬁ-Q+pm1 PT " (tE Ag1A...A§p_1Ag) =0, V 51,...,gp_1 .

Autrement dit (492)p impligue (4.2)0_1 .

Exemple.- Supposons que V se prajette sur une sous-variété (# T)
de T ; soit S 1la plus grande hypersurface dc T contenue dans cette sous-
variété ; alors (t,x3) stappuie sur V si et seulement si teS et
a4 > L=-r-1 3 cet appul est d'ordre q+r-i+1 .

Les théorémes qu'énonce le théoréme 1 et leurs preuves (chap. I, II,
IIT) n'emploient que l'appui sux vne hypersurface ; mais 1'étude de 1l'appui
sur une hypersurface exige celle de llappui sur une variété de dimension

quelconque ; ctest ce que montre la proposition suivante, que le n°10 (chap.I)

prouvera :
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PROPOSITION 1.~ Soit V wune hypersurface algébrique de T x X ;

soit Vk une composante algébrique, de dimension homogene, de l'intersection

d'un nombre quelconque de composantes algébriques de V. L'aggui sur Vk

implique 1'appui sur V.

Note 4.~ I1 existe d'autres cas ou l'appui sur une partie singuliére de

V implique 1l'appui sur V ; nous ne les expliciterons pas. (Voir la note 22).

5. PROPRIETES GROMETRIQUES DE L*'APPUIL,.~ Nous ébtiendrons comme suit de
telles propriétés : nous définirons par des propriétés locales de géométrie
différentielle les appuis réguliers, semi-réguliers et trés réguliers ; puis
nous relierons (propositions 2 et 3) ces trois nouveaux types d'appui &

1'appui que le n°4 a défini par une propriété globale et algébrique.

Notations.= V sera une sous-varidté algébrique irréductible de T x X ;

notons
r = dim. V - dim. T < 4 ,

V(t) 1la projection de (t,X) NV sur X j
%V(t) signifie donc (t,x)cV .

t sera dit régulier quand il sera hors de la plus petite sous-variété
algébrique de T hors de laquelle 3
1) V(t) a une dimension indépendante de t, qui est r ou -1 (dimension
du vide) ;

2) 1'ensemble des hyperplans de X tangents & V(t) a une dimension s

indépendante de t.
Evidemment : s < 4-1 ; si s £ 2-1, alors V(t) sera dite
développable. DE GRENOBLE 1
LASORATCIRE

T QUES PURES
ivamerriie ROMTRIER
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Définition.- Si V(%) est vide quand t est régulier, (en particulier
si r < 0) alors l'exemple précédent (n°4) a défini géométriquement les
q~-plans s'appuyant sur V ; nous conviendrons que ces q-plans s'appuyant
sur V sont les g-plans d'appui régulier, semi-régulier ot trés régulier.

Supposons V(t) non vide pour t régulier, c'est-a-dire
(5.1) dim . V(t) = r> 0 pour t régulier.

Soit t régulier ;5 soit x wun point régulier de V(t) ; soit x (x)
le r-plan de X ta.ngent(6 )a V(t) en =x. Soit =1 un hyperplan
tangent régulidrement & V(%) : &1 est tangent & V(t) 1le long d'un
(¢=s=1)=plan el (xz;l) qui est nommé( 7) << plan caractéristique de

#5s. si 271 est tangent & V(t) en x, x et 1 &tant réguliers,

alors

xex’e-s"1 (#-1) c %" (x) c &= .
Donc
(5.2) sup (r,s) < 4=1 < r4s .

Note.~ Pour que =1 = r+s, il faut et suffit que V(t) soit un
r-plan.
.. .78 =1 r
Note.- Une polarité(~ ) commute T et s, x et x , X (x) et
£ (}(6—1) s il résulte du lemme 23,1 qu'elle conserve l'appui régulier

sur V, dont voici la définition :

(6) Rappelons qu'un g-plan x+ est tangent 2 V(t) en x quand
x2cx(x) si gL £ (x)cxt si r<q.

( 7) Voir la théorie des enveloppes.

(8) Transformation de contact induite par un isomorphisme : 5 <—> Z ;

e 9

elle transforme un gq-plan de X en un (g=1=q)-plan de X.
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Définition.- Supposons (5.1) vérifié, Alors le g-plan (t,x2)

s'appuie régulidrement sur V, au point (t,x), quand il satisfait aux

trois conditions suivantes :

1°) g-r=1 <a <8 ;

2°) t est régulier ; xex? ; (t,x) est point régulier de V ;

3°) en ce point, si f-r < g, le q-plan tangent & (t,x3) et le
(r + dim.T)=plan tangent & V ne sont pas en position générale.

Notee= Si g=r-1 = q, alors la condition 3°) n'existe pas et il est
évident que 1l'appui régulier implique l'appui.

Note.- Supposons g-r < q ; la condition 3°) signifie que le g-plan
tangent & (t,x3) et le (r + dim.T)-plan tangent & V ont une intersec—
tion de dimension > g+r—-f{. Cette condition slexprime en annulant gq+r+li={
polynomes des coordomnées de ces plans ; le second de ces plans est fonction
de (t,x), ot xzex:n V(t) ; or dim.x¥ N V(t) = q+r-f{. En éliminant de
ces q+r+l-=f équations les q+r-f coordonnées de xexq N v(t), on obtient

une équation, que les coordonnées de (t,xq) vérifient donc quand (t,x%)

s'appuie réguliérement sur V. Ia proposition 2 va compléter ce résultat
en explicitant une telle équation : celle qui exprime l'appui de (t,xq)
sur V,
La définition précédente ne vaut pas quand q = £ ; elle sera alors
remplacée par deux autres, l'une moins stricte, l'autre plus stricte :
Définition.- Supposons (5.1) vérifié. Alors le g-plan (t,X)

s'appuie semi-régulidrement sur V, au point (t,x), Qquand il satisfait

aux deux conditions suivantes
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1°) t est régulier ; (t,x) est point régulier de V ;

2°) en ce point, le g-plan tangent & (%,X) et le (r + dim.T)-plan
tangent & V ne sont pas en position générale.

Voici une définition plus stricte.

Définition.~ Supposons (5.1) vérifié. Alors le g-plan (t',X)

slappuie trés régulidrement sur V, au point (%',x'), quand il satisfait

aux deux conditions suivantes 3
1°) t' est régulier ; (t',x') est point régulier de V ;
2°) X possdde des coordonndes locales (y1,...,yb) d'origine x!'

et V posséde au voisinage de (t',x') des équations locales holomorphes :
.

F(t:Y1,'0-9Yr+1) =0
(5.3) ;
Yp = Fh(tsy19"09yr+1)7 ot heflr+2,.00,8}
telles que
r 2
F(t',y1,...,yr+1) = 0, Fh(t"y1sovoyyr+1) =0 (mOd y )9
(5.4) 3
oF
i %? (t,y1,..,,yr+1) £ 0, Hess, F(t,y1,...,yr+1) £0.
2
Note.= Hess. F désigne le déterminant dét (——Q;E-), ol

i,de{1 5000t}
Note.- x! est évidemment point double quadratique de v(tt).
Notations.- Dans les deux propositions suivantes, V désignera une
hypersurface de T x X et Vk une quelconque des composantes algébriques
irréductibles de l'intersection d'un nombre quelcongue de composantes algé-

briques de V 3 t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque Vk'
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Le chapitre IV établira ceci :

PROPOSITION 2.- Soit (t,x%) un q-plan s'appuyant sur 1'un des V, ,

trés réguliérement si q = 4 ; ce q-plan s'appuie

réguliérement si q < 2,

sSuxr V.

Le chapitre V établira une réciproque partielle :

°

PROPOSITION 3.~ Supposons ceci : aucun des Vk n'est développable ;

t est régulier ; le q-plan (t,xq) s'appuie sur V, sans couper la

partie singuliére d'aucun des Vk' Alors ce g~-plan s'appuie sur l'un au

moins des Vk réguliérement si q < 4, semi~régulierement si q = 4 .

Cette proposition 3 facilite évidemment 1l'emploi du théoréme 1.



J. Leray, Un complément au théoréme de N. Nilsson, chap.l - 22 -

Chapitre I

APPUT SUR UNE VARIETE ALGEBRIOUE

Ce chapitre I emploie les définitions et prouve les propriétés que
les n® 2, 3 et 4 ont énoncées : critére de réduction, lemme 3, proposi-
tion 1. In outre, il énonce et établit les propriétés d'appui d'un

g-simplexe et d'un q-edre, qu'emploiera le chapitre II,

6. PREUVE DU CRITLRE DE REDUCTION, qu'énonce le n°2. Ce critére

concerne l'équation
(6'1) P(tsg) = O,

I1 est évident quand P(t,e) = 0, V¥ (t,£) ; nous supposerons que cela n'a

pas lieu.

1°) 8i 1'équation (6.1) n'est pas réduite sur T relativement & €,

alors l'équation en ,
P(t, + on) = 0 (p<C)
a évidemment une racine multiple, V¥ (t,£,1)eT x & x & tel que P(t,n) £ 0;

le discriminant, relatif & p, de son premier membre est donc nul :

(6.2) diser.P(t,g+p) = 0, ¥ (t,g,7)<T x = X

i
.

2°) Réciproguement, supposons donné ne= tel que : P(t,n) # O pour

t générique,
diser.P(t,54pn) = 05 ¥ (£,E)eT x =
Choisissons des coordonnées telles que

M= (1909'0‘90) H
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notons (wo $¥y seeesW,) les coordonnées de £

P(t,Wo,W,] 9-.5’Wz) = O

1téquation en w

- 23 -

(¢}

a donc au moins une racine double, V T, v, ,...,erdl, tels que

P(t,M) # 0 ; les polynomes en

QP
P(t,‘w’osxr']9°"9"’rz)9 S‘;;o (t’WO’W1"¢.,W£)
ont done un facteur commun, de degré > 0 en LA

nomes en W_, sur le corps des fonctiong rationnelles de ’c,w1 goseyW

W
(¢]

dans 1'algébre des poly-

£

leur plus grand commun diviseur, qui s'obtient par division de polynomes en

w.. On sait (voir [7], %1, chan. IV, n°23, Hilfsatz 2) qu'd toute décompo-

sition d'un polynome de (t,wo,o“,wn) en facteurs dans cette algdbre

correspond une déconpcsition en facteurs, ayant les mémes degrés en LA

dans 1l'algébre des polyncmes de (t,tvo,.o.,w ). Les polynomes

P(tswosﬂw’”z)a

aWo

(t,w

O’

ont donc des facteurs communs qui sont des polynomes de (t,wo,...,wz) dont

le degré en v

l1tun d'eux ; il est facteur de

oP o4 _

P = poq et iy

! = = Poiir =
BJO awo

sans pouvoir &tre facteur de 9—%’; ’
o]

q

est > 0 ; il en existe dlirréductibles

e}
9
oW

v

b

soit p(t,wo,.. . ,wz)

dont le degré cn W est moindre ; il

est donc facteur de q % il est donc facteur multiple de P : 1l'équation

(6.1) ntest donc pas réduite sur T,

Nous avons ainsi prouvé le critdre de réduction qu'énonce le n°2 ;

relativement a €.

9

rappelons que ce critdre prouve le lemme 2, qui sert a définir (n°2)

1'équation discriminante,
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7. PREUVE DU LEMME 3.~ Notons a 1la substitution unimodulaire

N, e > 1 = l "
(7-1) a s {QJ} i {gJ E a'J Si}
N~ s s i oy 1 - -
ot i,3ef{1,00008-0}, ajem, det(aj) =1, gj,zékw .

Lemme.- Pour que le polynome P(t,§1,...,§£_q) vérifie la relation,

ou x(a) est une fonction numérique de a

°

(7.2) P(6s5qseeessy ) = x(a)R(baetsenent) oy,

i gj,gé, a vérifiant (7.1), il faut et suffit que chacun des facteurs
irréductibles de P(t,§1,...,§£_q) soit un polynome de (t,€4 AuveA gz_q),

au sens du n°3.,

Note.- P sera donc un tel polynome et 1lton aura y(a) = 1.

Preuve.- Soit

P(t,§1 :°'~’€£_q) =TI Pa(t,€1 9'0',§£_q)
v

la décomposition de P en facteurs irréductibles ; (7.2) implique évidemment @
P68y oeenfy ) = 2, (8) B(bdiensf )
¥ a suffisomment voisin de 1'identité, donc V a. Evidemment :
X&(a.a') = xa(a)-xd(a‘) 5
X est donc un caractére du groupe linéaire unimodulaire ; ce groupe
étant simple a pour seul caractére
x(a) =1, va.

Donc (7.2) implique ceci : chaque facteur POZ de P est invariant ;

autrement 4dit
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P(_){(t,E" geee 9EZ_q) = Pd(t,g{ g0 ggé_q)

quand il existe une substitution unimodulaire a vérifiant (7.1), clest-a-

dire quand

€1 /\.oo/\ E,@“'q = g{ /\.-C/\ E,;,"‘q

Donc (7.2) implique ceci : chaque Pa(t,g1,...,gz_q) est fonction des
seules variables (t,g1 AeodA gz_q) ; clest~=a-dire : chaque P, estun
polynome de (t,s;1 Aeooh Ez—q)’ au sens du n°3,

Le lemme précédent a pour conséquence évidente les deux lemmes sui-

vants

Lemme 7.1.- Pour que toute substitution linéaire (7.1) laisse inva-

riante une équation
P(tvg-]s“w{ﬁ_q) =0,

ou P est un polynome de (t,§1,...,§a_q), il faut et suffit que P soit
un polynome de (t,g1 Aeool Ez-q)'
Lemme 7+2.= Soit une équation

/\ooo =
P(%,e, A ey g) = 0,

dont le premier membre est un polynome de (t,g1 Neood gz_qA £). Toute

équation équivalente est du méme type.

Le lemme 3 résulte évidemment du lemme 7.2 et de la définition de
1'équation discriminante.

Rappelons que le n° 4 emploie le lemme 7.1 et ce lemme 3, pour définir

1l'appui. Nous allons maintenant déduire de cette définition quelques pro-

priétés de 1l'appui.
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8, IES PROPRIETES DES EQUATIONS REDUITES que nous allons établir

geront transformées par le n° 9 en propriétés des équations discriminantes,
puis, par les n® 10 et 11 en propriétés de 1l'appui.

Lemme 8.1.- Supposons ceci :

°

le polynome p(t,g) divise le pulynome P(t,e) ;
1'équation P(t,g) = 0 est réduite sur T relativement a g .

Alors 1'équation p(t,) = 0 1l'est aussi.

Preuve.- Si 1'équation p = 0 ne 1l'était pas, alors, par définition

(n°2, 1°)), le polynome p(t,&) aurait un facteur multiple de degré > O
en £ ;3 donc P(t,g) aussi ; 1'équation P = 0 ne serait donc pas

réduite.
On prouve de méme ceci :

Lemme 8.2 .~ Pour que 1l'équation Ilfk(t,g) = 0 soit réduite sur T
—— L, e

relativement & £ , il faut et suffit que les deux conditions suivantes

soient simultandment vérifides

chacune des équations Pq(t,g) ;

= 0 est réduite sur T relativement a € ;3
il n'existe pas de polynome p(t,g), homogéne en g et de degré > 0,

qui divise deux des Pa(t,g).

L'application du lemme 8.2 est aisée dans le cas suivant

°

Lemme 8.3.= Soit un polynome

P(t,z,],.oo"z 9%) = —3:{. Pm(tific{ A E)
q L

A
§19°~°!§q”§559 g =g, NeooN E

] q‘a‘9 1 < (11 <o o o< Ol‘a‘g qg
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les o = {a1,...,d!a§} étant tous distincts.

1°) Pour que l'équation P(t,g1,...,§q,§) = 0 soit réduite sur
T x 5% relativement & €, il faut et suffit que chacune des équations
Pa(tsgu A g) = 0 soit réduite sur T x E[al relativement & € .

2°) Les points (t,§1,...,§q) de T x Eq sur lesquels 1'équation
P(t,§1,...,§q,§) = 0 n'est pas réduite relativement &4 € appartiennent &
1'ensemble des points (t,g1,...,§q) sur lesquels 3

ou bien l'une des équations Pa(t,ga A g) = 0 nt'est pas réduite relati-

vement & € 3

ou bien l'une des équations suivantes est vérifiéde :

(841) Pa(t,ga A gj) =0, ol Jje{lse0eya}, ({a1,...,a‘a‘} .

Preuve.~ Ce lemme est évident quand l'un des polynomes ‘Pa est iden-
tiquement nul. Ecartons ce cas. Donc |o] <4

Preuve de 2°).~ Supposons qu'il existe un point (t,§1,...,gq) de
T x =% sur lequel 1'équation P(,515e0s8E) = O n'est pas réduite
relativement & €, alors que chacune des équations Pa(t,ga A g) =0 est
réduite sur ce point relativement & g. Vu le lemme 8.2, il existe deux
valeurs B8 et vy (|y| < |g|) de @, telles que, en ce point,
PB(t,gB AE) et Py(t,gY A g) aient un facteur commun p(e), homogene
en £ et de degré > 0. Choisissons pour vecteurs de base
§B1,...,§B‘B sese 3 PB(t,gﬁ A g), donc p(g) ne dépend pas des |8l

premiéres coordonnées de € 3

donc p(gB ) =0 et Py(t9§Y A gB') = 0, V Bs e
J J

Or l'ensemble 3 des Bj ntest pas contenu dans l'ensemble vy des Yy ©aT
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8 £y et |y| < |8l L'une des équations (8.1) est donc vérifide.

Preuve de 1°).- Supposons chacune des équations Pa(t,ga NE) =0
réduite sur T x =% relativement & € s les points (t,g1,...,§q) de
T x Eq sur lesquels ltne des équaﬁions Pa = 0 n'est pas réduite rela-
tivement & £ et ceux sur lesquels l'une des équations (8.1) est vérifide
constituent une sous-variété algébrique de T x Eq ; d'aprés 2°), hors de
cette sous-variété, l'équation P(t,§1,...,§q?§) = Oest réduite relativement
& £ 3 vule lemme 2 1°) (localisation), cette équation est donc réduite
sur T x =% relativement a E .

Réciproquement, vu le lemme 8.1, cette derniére propriété implique que

chacune des équations Pa(t,ga A g) = 0 est réduite sur T x Eq relativement

& Ee C.Q.F.D.

9, PROPRIETES DES HQUATIONS DISCRIMINANTES,w
Lemme 9.1 (facteur).- Supposons que 3
p(tyg) = 0 implique P(%,E) = 0 ;
alors :
dischp(t;§3 = 0 implique dischP(t,f? =0 .

Preuve.- Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.1, dans le
cas particulier oh les équations p(t,e) = O et P(t,g) = O sont réduites
sur T relativement & &. Le cas général se raméne & ce cas particulier
en remplacant ces deux équations par des équations réduites équivalentes.

Lemme 9.2 (produit).- Soit un polynome

P(t9g1,0009€q95’;) = HPO{(tQEO: A €)9
(¢3
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E ,onoyg ,gigg E = E NeodN g

les o = {cz1,...,oz‘a‘} étant tous distincts. L'équation

9 1 <Q’1 <ooo<(Y‘al Sq_ 9

dischXEq‘ P(t,€190009§q,€) = 0

implique 1l'équation

. o, o~ o,
I diser P (6,57 AE)TTI P (4,8 A gj) =0
o Tx= Ay J

35{15"'9‘1}9 9{{0119”-9"*-"@11 .

Prouve.,~ Ce lemme est une conséquence évidente du lemme 8.3, dans le
cas particulier ol cnocune des équations Pa(t,gd A E) =0 est réduite
sur T x E‘Wl relativement & £. Le cas général se raméne & ce cas parti-

culier en remplagant ces équations par des équations réduites équivalentes,

compte tenu du lemme T.2.

10, L'APPUI SUR UNE HYPERSURFACE REDUCTIBIE.- Nous allons déduire la
proposition 1 du lemme 9.1 et du suivant.

Notations.~ V désignera une sous-variété algébrique de T x X, dont
toutes les composantes ont la méme dimension r + dim T.

Lemme 10.1.= Soit V = Vo Uuvy, vy étant une réunion de composantes
algébriques de V dont la projection PTq V1 sur T est de codim. > 1,
Vo étant la réunion des autres composantes algébriques de V.

1°) Pour que le g-plan (t,xq') stappuic sur V, il faut et suffit

qu'il s'appuie sur VO ou sur V1.
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2°) Pour que (t,x) s'appuie sur Vi, il faut et suffit que
4 =-r-1<q
et que t appartienne a la plus grande hypersurface algébrique contenue
dans Prq V1.
Preuve.- Soit P1(t) = 0 1'équation de cette hypersurface ; soit
Pg(t,gﬂ-q) = 0 une équation polynomiale exprimant que (t,x%) s'appuie

sur VO 5 il stagit de prouver qu'on peut choisir

(4,679 = 2, (6).P2(5,5%7Y)

C'est évident pour ¢ = f-r-1, C'est donc vrai V q, par récurrence sur

q, vu la propriété évidente de 1l'équation discriminante

o

discry, Py (t) P(+,8) = P, (t) discxy P(t,8).
Lemme 10.2.- Tout q-plan (t,xq) stappuyant sur une composante algé-
brique Vk de V sglappuie sur V.
. ] £=qy _ . . . q
Preuve.~ Soit Pk(t,g ) = 0 une équation exprimant que (t,x™)

gtappuie sur V., ; il s'agit de prouver que

Pl(t,%"%) = 0 impligue PH(t,6"™) = 0

°

Clest évident pour q = g-r=-1, Cl'est donc vrai V q, par récurrence sur
a4, vu le lemme 9.1.

Notons (n°5) V(t) 1a projection de (+,X) NV sur X,

Lemme 10.3.- Supposons r > O. Soit V! wune sous-variété algébrique
singuliére de V +telle que 3

1°) dim V! = dim V-1 3

2°)  tout point de (4,x°"F) N V' est point multiple de 1'intersection

(t,xﬂ-r) NV ; cela signifie qu'aprés avoir déplacé légerement (t,xﬂ'r),



J. Leray, Un complément au tnéoréme de N, Nilsson, Chap. I - 31 -

de fagon qu'il devienne générique, on a au voisinage de ce point multiple
plusieurs points de

(t, )nv .
Alors tout q-plan stappuyant sur V' slappuie sur V.

T . .
Preuve pour d = f=r.- Notons E~ A € les coordonnées grassmanniennes

dtun (g=r=1)-plan de X : £ T 14 condition que (t,xz'r-1) s'appuie

sur V, clest-a-dire
Pﬂ,—r—‘l(t’gr A g) =0

signifie que el coupe V(t) ;5 elle signifie donc ceci : le (g=1)-

-1 ’ - 0N ~,
plan xz s de coordonnées nomogenes €, contient 1'un des points ou v(t)
coupe le (f~r)-plan xg-r de coordonnées grassmanniennes gr. Vu la dé-

finition de 1'équation discriminante (n°2), 1'équation

. T, oA
dlschxwr P(t,g" AE) =0

est donc 1'équation de la plus grande hypersurface algébrique de T x Fz-r(x)
contenue dans 1l'ensemble des (t,x°F) vérifiant la condition suivante :
1'intersection (4,°"F) NV contient un point multiple.
Or les (t,xz-r) stappuyant sur V' vérifient cette condition et
leur ensemble est une hypersurface algébrique. C.Q.F.D.

Preuve pour q > f=r.- Soit P'q(t,gzuq) = 0 une équation exprimant

que (tqu) s'appuie sur V' ; il s'agit de prouver que
P'q(tsgz'q) = 0 implique Pq(t,gﬂ'q) = 0.

Nous venons de le prouver pour ¢ = f~r. GClest donc vrai V q, par

récurrence sur ¢, vu le lemme 9.1.
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Rappelons la proposition que nous voulons prouver (voir n°1).

Proposition 1.~ Soit V une hypersurface algébrique de T x X ; soit

9

Vk une composante algébrique, de dimension homogene, de l'intersection d'un

nombre quelconque de composantes algébriques de V. L'appui sur Vk impli-

que l'appui sur V,

Preuve.~ Notons : Vik tout Vk irréductible de dimension 1T j;

V:,fk tout Vf_k dont la projection sur T est de codimension > 1 ;

we

r . r+1
v2k tout V1k appartenant & l'un des V.'

h
T it .
Vok tout Vf*k qui ntest pas un V;k H
r xr xr N .
ViUV 5V =U VL, od ic{0,1,2} .

k k

Les hypothéses du lemme 10.3 sont évidemment vérifiées quand on y remplace

V et V' par VN1 et V'z; donc :

(10.1) tout g-plan (t,x%) s'appuyant sur Vz s'appuie sur voH,

Soit (%,x3) un q-plan s'appuyant sur Vo, D'une part

,@ -1 - 1 \< C]_ .
Dtautre part, vu le lemme 10.1 2°), 1t ¢ hypersurface ¢ Prn V; ;3 or
Vg c:VfH ; d'ol t ¢ hypersurface < pr, Vr+1. Donc, vu ce lemme 10.1,

T 1
(t,x¥) s'appuie sur yo+ s ainsi :

(10.2)  tout gq-plan (%,x%) s'appuyant sur V;‘ s'appuie sur v,

Vu ce méme lemme, tout q-plan s'appuyant sur ' s'appuie sur Vz ou sur
V;‘ ; donc, vu (10,1) et (10.2) : tout aq=-plan stappuyant sur v® s'appuie
sur V& , donc sur v 2 v, Vu le lemme 10,2, tout q-plan s'appuyant

sur l'une des composantes algébriques de l'un des Vr, clest-a~-dire sur

1'un des Vk , stfappuie donc sur V. Cl.Q.F.D,
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11, L'APPUI D'UN @-SIMPLEXE ET L'APPUI D'UN q-EDRE SUR V vont &ire
définis ; leurs propriétés, qu'emploiera le chapitre II, vont &tre énoncées

et prouvées en s'aidant du lemme 9.2,

soit s% un g-simplexe de X ; supposons~le non dégénéré, c'est-a-

dire & sommets distincts. Définissons-le par la donnée :

de son q=plan, xq, qui est un ¢-plan de X ,

de ses faces x%f1, ol hef0y00050-1} 5, qui gont des (g-1)-plans de xq,

sans point commun.
Nommons coordonnées grassmanniennes ce 5 l%ensemble ¢

des coordonnées grassmanniennes gﬂ"q de son g=-plan xq,

’ . (]~ 1 -1
des coordonnées grassmanniennes gﬁ A ae ges faces x% o
I1 existe 4+1 vecteurs Epsoee s, €a tels que

EZ—-q+1 2-q Ja

h = gh/\ f_: 9 ou h5{09oa09q}9 g 4 = gq"f‘“' APV Ez
(11.1)

gOA-ao/\ gg’;éO;

g, est défini mod (§q+1"°"§z) qusnd 12{0,...,0} 3 §qu1oece98y oot
définis & une substitution lindaire pris.
les r-artes de ST sont les r-plans %= de coordonndes grassmon-

niennes

gh Naoo\ gh A gﬂ"‘"q O'tl O\< 1’11 <en o< 110-1'< Qy r6{09ooqu_} .
1 Q=1 -

Rappelons que s? a pour g-ax8te son ¢-plan, pour (q~-1)-ardtes ses foeos,
pour O-ar8tes ses sommets.
Définition.-~ Soit V wune hypersurface algdébricdue de T x X 5 nous

dirons que le q-simplexe (t,Sq) de T x X s'eppuie sur V quand lfuxnz
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au moins de ses arétes (t,x?) s'appuie sur V ; cet appui s'exprime donc

par 1'équation

(11.2) Pg(t,go,...,gqggz-q) =0,
. o4 N

ol Pv est le polynome de (t’go""’gq’§q+1 Aeesh gﬂ)
(11.3) Pg(tggoyooa,gq,az-q.) =

H Po(t9§0/\000/§\-huo./\ §q /\ §'e-q')....‘ H Pq-z(t’giAnggz-Q).
o i<

OI.I P(l-1 (t,‘;j A az"Q).PQ(t,gz-Q) 3
Jd

h,...,i,je{o,olt’q} ; AS‘\lppI'ime gh L]

Notons S%-1 le sous=simplexe de s? de coordonnées grassmanniennes

Ey A g’o"q/\ €9 gz-q/\ E, s OU he{1,000,0)

le q-gdre de s opposé a 33-1 est constitué par

oce

le g-plan x* de s9,

les faces xq£1 de S% telles que he{1,.e.,a}.

Les coordonnées grassmanniennes de ce g=edrc sont s

. -q+1 o -
(31.4) gfl Wog A 2™, o hefl,e00,9), €970 = Eqat Nooeh Ey o

Ses faces se coupent au sommet de S opposé a 83-1, sommet dont les
coordonnées homogénes sont Eq Aseo\ gq A gz—q. Les ar8tes de ce g-edre

sont les r-plans de cooxrdonnées grassmanniennes

£ N .
§h1/\.-./\ E’h A g -q, ou 1 ig h1 <eoo< nq £ 9y rE{O,-.-,q] .

-T
Q=T
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Les ar8tes de S¢ sont donc celles de 83-1 et celles de son

g=edre opposé.

Définition.- Nous dirons que le q=-&dre opposé 3 (t,S%'1) dans

(t,Sq) s'appuie sur V quand l'une au moins de ses ar8tes s'appuie sur

V ; cet appul s'exprime donc par une équation
(11.5) P&(t,g.l,.oo,gq,gﬁ-q) = O
ol P3 est le polynome de (t,g1,...,gq,§Q+1 ATTRA gz) :

(11.6) Pe(t,gv...,gq,gz'q) =
- - -
Pg(t9§o’§1!0009§q9§)?’ q)/Pg (t’a1,...9§q,€z q'/\ go) =

122008 Auesh 5 A £ D P72 (5,8, A g 689,
i<j

o 11 Pq-1 (tyﬁj A §Z-q)0pq(t9§£—q) H
J

1sJyeee 6{1,o0o,q_} .

Voici les propriétés de l'appui des g-simplexes et des gq-édres :

q -
Lemme 11,1,= Le g=-edre de S opposé au sous-simplexe S% 1 de s?
stappuie sur V quond il vérifie 1l'équation discriminante de 1'équation

dtappui de 33-1 sur V. DIn dtautres termes plus précis : l'équation

. ol
(1107) dlSCI‘T 4 Pg' (t,€1,..o,€q,gz-q A ’E_\) = O,
X5

i-q

ou € = §q+1 ATRRIVY §z , implique (11.5).

Preuve.- Vu la définition (11.3) on a
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-1
Pg (t,g1,...,§q,§z-q ANE) =
m P°(t,§1/\...’g‘h...qu/\gﬁ'q/\g)....._H.Pq’B(t,gi/\gj/\gz’q/\g).
n 1<j

ol Pq'z(t.éj“gz'qu) o P (4,80 %),
J
ou

A s
h .-.,1,36{1,..-,(1}, g 4 = §q+1 Aoon/\ g@ .

Ltéquation (11,7) implique donc, vu le lemme 9.2 et la définition

1

P' = discr P*  (n°4), 1'équation s

£ 1
P°(t,84M e e oNE AE . wP (584N 00 By enak /\gﬁ"q)....
q n n q
-2, . ) -1 -
o P22 (t,z.ne AP, 11 PV (8,2 AP, PA(4,e47Y) = 0,
Py i3 . J
dJ J

o Dyeeesisdeflyeeesale Or cette équation est l'équation (11.5).

Lemme 11.2.- Le g-edre de g4 opposé au sous-simplexe 83'1 de %
gtappuie sur V quand 82-1 vérifie 1'équation d‘'appui lorsque ses sommets
se confondent., En d'autres termes plus précis : la condition

- - )
(11.8) P\“; 1(t,§1,...,§q,gz ) = 0, ¥ & tel que §4M e e AENE "I = 0,

implique (11.5).
Preuve.- L'hypotnése (11.8) implique que l'une au moins des équations
suivantes est vérifide, v g tel que g, A..un Eg gﬁ-q AE=0:
£=q
PP(t,8 4N 00 dByono ggNE A £) =0

000 0000000080000 PPCP0CORNOLOICORROGSIOOSNTCTDS
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Pq‘s(t,éi NEsA ¥ ag) =0 (i<3)
Pq"z(t,gj At ag) =0
P (4,60 A k) = 0,

ol Neee i,36{1,00e50}s Cette équation est en particulier vérifide pour

€ 5000y « L'une au moins des équations suivantes est donc vérifiée :
gelgysennsty

PO(£,E Moot £, A E7Y) = 0,

Pq-B(t,gh AggAESA gz"q) =0 (h<i<yj),
P42 (4,2, A g h e =0, (i<3),

-1
Pq (tsgi A §z-q) = 0,

ol Njyeeesi,je{lyeee,0}e Vu la définition (11.6) de P3 , 1'équation

(11.5) est donc vérifide.
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Chapitre II
INTEGRALE SUR UN SIIMPLEX:E

Le chapitre II définit 1'intégrale j q w(t,c) 5 il prouve que, si w
S
est 4 support singulier algébrique, alors cette intégrale est une fonction
a support singulier algébrique de t et des coordonnées homogénes des

somnets de S% ; 1l détermine ce support singulier.

12, LE GERME DE fsq w(tsC)e= Soit w(t,C) une q-forme différentielle
de (eZ, homogéne de degré nul, & coefficients fonctions de 1T ; nous
la supposons holomorphe quand l'image (t,x) de (t,f) est voisine d'un
point dormé (t',x')eT x X.

Soit g2 un g=-simplexe de X 3 nous le dirons voisin de x' quand
ses sommets seront voisins de =x' ; nous le supposerons orienté ; cette
orientation oriente ses (g-1)-sous-simplexes S%f1 en sorte que son bord
soit

3s? = Sg-1+...+ Sq-1.

qa
Soit T wn g=-simplexe réel de Rq; soit une application continfiment

différentiable

£ 5 %2
appliquant ™  Qans le g-plan w2 de s% et chaque face de ™  dans
une face de S%, 1torientation étant conservée ; f(T%) est donc une
chaine singuliére de X ; plus précisément, clest un cycle singulier du

q-plan x* de S? relatif & la réunion U x%f1 des faces de 8%,
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Définissons, pour t voisin de t', S% et f£(T%) voisins de x' :
(12.1) It,5%0) = [ w(tse) 3
£(1)
en apparence, J dépend du choix de f.
la restriction de w(t,g) & =2 (a xg-q) est fermée (est nulle),

n

puisque c'est une q-forme holomorphe de =x ; soient

A= L=-q  _4=-q
(12.2) gO A g q,.--,gq A € s § = §q+1 ATERA gﬂ

les coordonnées grassmanniennes de s? quand il n'est pas dégénéré (n°11).
la formule de dérivation de 1'intégrale (voir [3], n°10, théor.3) donne, pour

toute forme L(g,;), bilindaire en E€E et (eZ :

Meoie) Mbstel = [ 1lg,0) G
o £(1% 1 w0
o}

.

ou : T%-1 est un  (q-1)-sous-simplexe de TT,

f(Tg-1) appartient & la face x%—1 de s de coordonnées goAgz-q >

w(t,C) . w(t, ) .
(g o) dg Xq_1 est la forme résidu de L(go,g) E;TEQ—
o

On peut donc caleculer J[t,5%,,] par 1'intégration que voici :

(e 12 ) sl - 3Lk, s, 1(g,,0) w“ )1
(12.3)Ol 4

(9 )plus précisément : quand les sommets de s viennent se confondre, en
restant voisins de x! .
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(12=3)o J[taso,w] = w(tgso) quand q = 0 [@ est alors une fonction
de (t,x)].

De (12.3) résulte, par récurrence sur aq, ceci(19): 1a fonction
J[t,Sq,w) est indépendante du choix de f. Clest pourquoi nous la note=-

rons

(12.4) 34,8%0) = [ w(t,g).
Sq-

D'aprés ce qui précéde, elle a les propriétés suivantes :

9

Lemme 12.~ [ qw(t,g) est définie par (12.1) et (12.4) ; c'est une
S
fonetion de (4,5%), holomorphe quand (+t,5%) est voisin d'un point
(t',x') odx w(t,f) est holomorphe ; on peut construire f q @ T les

q intégrations simples (12.3).

Nous supposerons déscrmais & support singulier algébrique :

V =9s{w] ; V est une hypersurface de T x X ; notons son équation

V : P(t,g) = O,
V(t) désigne la projection de (t,X) NV sur X, c'est-d-dire 1l'ensemble

des x tels que (t,x)eV.

13, LE SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE DE f Xt QUAND 4 = 1.- Un
S

1=-gimplexe g' (n°11) est défini par son bord : 581 =%, =% ; x et

o o

r'd - \ 2
x1cX ; les coordonnées homogeénes de X et x, seront Co et g1eZ =C

(10) On peut le prouver autrement : si L/ est un voisinage convenable de
x et si les valeurs de f sont suffisamment voisines de =x, alors

£(1%) appartient 3 une classe d'homologie de (VN x3, U xq£1) qui est
indépendante de £, n
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Soit w(t,g) une 1-forme, homogéne en (, & support singulier algébri-
que. La fonction IS1 w(t,¢)s que le n°12 o définie, est une fonction de
(t,go,g1), & support singulier algébrique ; ce support singulier est une
composante algébrique de 1l'hypersurface de T x Z x Z d'équation

P(,¢,) - P(t,0q) « disery P(t,¢) = O,

Preuve.~ V(t) est un ensemble de points de X, dont le nombre est
fini et indépendant de t, quand le discriminant de 1'équation définissant
V(t) ne s'annule pas ; c'est-a-dire quand

discr Q(t,g +pn) # 0
( a(t,e)
g et 7

i

O : équation réduite sur T rel.g, équivalente & P(t,e) = 0 ;

deux vecteurs indépendants de % = ¢? )F

oe

ctest-a-dire, vu le n°2, quand t est hors de l'hypersurface S de T

d'équation

. ~
S : disory P(t,z) = O,

V(t) dépend continfment de +te¢T-S. Autrement dit : N[ (T-S) x X] est

un espace fibré, dont la base est T-S et domt la fibre (t,V(t)) est un
ensemble fini. Donc : [(T-S) x X] - M[(T=S) x X] est un espace fibré, de
base T-S, de fibre (t,X = V(t)). Notons E son revétement simplement
connexe ; c'est donc un espace fibré, de base T=S ; sa fibre E_ est un

t
revétement de X-V(t) ; sa projection sur T-S est notée

pr ¢ E - T=5 ,
L'application identique de
[(T-8) x X] - Wn[(T-8) x X] = [T x X] = [(5 x X)UV]
dans T x X - V induit une application canonique de E dans le revétement

simplement connexe de T x X - V ; par nypotnese, la forme ( est holomorphe



J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. II - 42 -

sur ce revétement de T x X =V ; soit wm 1l'image réciproque de cette

forme holomorphe par cette application canonique : T est une forme diffé-

rentielle sur E ;3 plus précisément, clest une forme différentielle sur

Et y fonction de t.

Nous allons l'intégrer sur des arcs de E £ 0 dont voici la définition :

considérons

ltespace T x X x X, dont les points sont notés (t,xo,x1) ;

la sous=variété S x X x X de cet espace défirie par la condition : teS ;

°

- - V x X - - - - s (t,x)eV;

- - ExV - - - N CER A

Soit F 1le revétement simplement connexe de
PTxXxX=-[BxXxX)U @xXUExWM];
clest un espace fibré de base T-S, de fibre
X xX=[(V(t) xX) U X x V()] ;

la projection (t,xo,x1) - (t,xo)
de TxXxX-[(BxXxX)U (@xX)U ExW]
sur T x X = [(S x X)UYV] induit une application naturelle

pro : F - E ;
1'application (t,xo,x,l) - (t,x1) induit de méme

pry @ F » E.
Etant donné feF, soit

t = pr.pro(f) = pr.pr, (£)eT=S ;

on a pro(f)eEt et pr, (f)eEt ; nous notons v(f) toute classe d'homotopie

d'arcs de E, joignant pro(f) a pr1(f). On dit que la classe v(f)
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dépend continlment de f quand elle contient des arcs dépendant continiiment
de f. Rappelons une propriété classique des espaces fibrés : soit A un
arc de F d'origine f_, d'extrémité £, 5 soit une classe y(fo) ; il
existe une classe et une seule v(f), dépendant continfiment de fer et
coincidant avec y(fo) quand f = f_ ; y(f1) ne dépend que de y(fo) et

de la classe d'homotopie de )\ dans F, DPuisque F est simplement connexe,

v(f) est donc une fonction de feF définie par le choix de sa valeur y(fo)
en un seul point fo. Ce choix fait, f w est une fonction, évidemment

v(£)
holomorphe, de fe¢F. Nous ferons le choix suivant : fo sera tel que

Pro(fo) = Pr1(fo) H )
y(fO) sera la classe de 1l'arc confondu avec le point pro(fo). Alors
r w est évidemment un prolongement analytique de la fonction f

v(£)

que le n°12 a défini ; le lemme 13 est donc vrai.

9

sl N

14. IE SUPPORT SINGULIER ALGEBRIQUE DE | Jw QUAND 4> .-
S
Lemme 14.- Supposons que X est l'espace projectif complexe, de dimension

£e Soit S1 un l=simplexe de bord aS1 =X =X 5 X et x1<X ;3 les
coordonnées homogenes de X et Xy sont o et g1€Z = ®E+1; on suppose
x, dans un hyperplan x£"1(t) de X, dont les coordonnées homogines £(t)
sont des fonctions polynomiales de +t ¢

g(t) « g4 =0
Soit w(t,¢) une forme différentielle en (, fermée, de degré 1 en ¢ ,

-1 N .
a coefficients fonctions de t, nulle sur }c’e (t), c'est-a-dire pour

g(t)edg = g(t)eg = 0 3
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on la suppose holomorphe prés d'un point domné (t',x')e T x X et & sup-
port singulier algébrique :

ss[w] =V : P(t,¢) = O.
Alors la fonction IS1 w(t,g), que le n°12 a définie, est une fonction de
(t,go) a support singulier algébrique ; ce support singulier est une
hypersurface de T x Z, dont les points (t,go) vérifient l'une au moins

des quatre équations suivantes :

(14.1) P(t,¢.) = O ;

(14.2) P(t,gq) =0, v, tel que g(t)gy =03
(14.3) g(t)eg, =0

(14.4) discry P(,¢) = 0 .

Ltune des branches de cette fonction f g slannule avec g(t).go .
S

Preuve dans le cas ou 1'équation P(%,) = O est réduite sur T rela-

tivement & (.- Le n°12 définit fs1 o(t,c) pour (+,5') voisin de

(¢',x') ; c'est une fonction des seules variables (t,go), puisque o

est fermée et nulle sur x2—1(t). Vu le lemme 13, c'est une fonction ho-
lomorphe sur le revétement simplement connexe du complémentaire de l'ensemble

des (t,go) qui vérifient 1l'une des conditions (14.1), (14.2) ou

(14.5) diser P(t,c, +‘§to) =0, v, tel aue g(t).gy = O-
Supposons que ni (14.1), ni (14.2), ni (14.3) n'ait lieu ; alors (14.5)
s'énonce

discr P(t,(, +'§go) = 0, ¥ (4<%

et implique, vu le 2°) du critére de réduction (n°2 et 6), que :

(14.6) L'équation P(t,) = O n'est pas réduite sur t relativement & (.
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Par suite [ ] w(t,c) est une fonction de (t,go), holomorphe sur le
revétement s?mplement connexe du complémentaire de l'ensemble des (t,go)
qui vérifient l'une des conditions (14.1), (14.2), (14.3) ou (14.6).

Cet ensemble est algdbrique. D'aprés un théoréme classique d'Hartogs (1],
ses composantes de codimensions complexes > 1 ne peuvent pas &tre des
singularités de fonction analytique. Donc fs1 w(t,g) est une fonction de
(t,go) a support singulier algébrique ; ce support singulier est une com=
posante algébrique de l'hypersurface de T x Z dont les points (t,go)
vérifient 1'une des quatre équations (14.1), (14.2), (14.3) ou (14.4).

Preuve dans le cas général.- On se raméne au cas précédent en remplagant

1téquation P(t,;) = O par une équation équivalente, réduite sur T rela-

tivement & (.

15. LE SUPPORT SINGULIER DE [ g O Lemme 15.- Considérons [  w(t,()
S sq
(n°12) comme étant une fonction de t¢T et de £+1 vecteurs Egreeesf, de

tels que s? ait (11.1) pour coordonnées grassmanniennes. Si  est

Il

o

support singulier algébrique, alors f . w(t,g) est une fonction de

S
(t,go,...,ge) a4 support singulier algébrique ; ce support singulier est une
composante algébrique de l'ensemble des (t,go,...,gﬂ) vérifiant 1'une

des conditions @

1°) €, Nessh £, =03

2°) (+,5%) stappuie sur Ss(w], clest-d-dire (voir n°11 la définition

ay )
de Pv) ¢ Pg(t,go,..-,iqsg -q) =0 .

Une branche de cette fonction f w stannule avec £ A.aN E o
g4 o L
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Preuve.- Ce lemme est évident quand g = O. Supposons-le vrai quand
on y remplace ¢ par g-12> 0. Alors, vu (12-3)q » pour
dt = dg, = +.. =8, =0, 4 ) a w(t,g) est une forme différentielle de
S

€y fonction de (t,§1,...,§£) & laquelle s'applique le lemme 14, quand

on y remplace :

teT (lemme 14) bar (t9§19°-'9§£)€T X E'@ 3

X par 1llensemble des hyperplans de %2 3

£ = dim X par q 3

(;OQZ par go mod (§q+19...,€2)53% = % mod (€q+1,oo-,€z) H

9

EeE = dual de 2 par 1l'image de §4 Ao gq dans Aqg* = dual de 5% ;

oL £C par g A g, ATERA &g A €41 ATETA gzem ;
w(t,C,) par 4d fsq w, O0 dt =gy = ... =45, =0
o pr [ o s

-1
P(t,go) par Pg (t’§1’°'°’§q’€q+1 JARAVAN gz A g) .

D'aprés ce lemme 14, [ a w(t,) est une fonction de (t,go,...,gz) 3
S

support singulier algébrique, dont une branche s'annule avec g_Ae..A £, 3

ce support singulier est une composante algébrique de 1'nypersurface de

T x E£+1 dont les points (t’go"'°’§£) vérifient 1l'une au moins des
équations :

-1
(15'1) Pg (t,§1,o.o,§q,§q+1 A4 g,@, A gO) =0 3

-1
(15.2) P;l (t,§1,oo¢’§q,gq+1 N\ o oo\ E,Q. A E) =0 H

¥ £ tel que g4 Neeoh E,NE = 0 s

(15.3) Eo N By Neeh gy =03



J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. II - 47 -

(15.4)  aisor P3'1(t,g1,...,§q

S
/\000 = .
. A gy A £) =0
X

Cq+1

Or, dtaprés les lemmes 11.1 et 11.2, chacune des conditions (15.2) et
(15.4) implique

¢} =
(15.5) Pv(t,§1,uonygq,€q+1 /\000/\ gf/) = On
Dtaprés la définition (11.6), chacune des éguations (15.1) et (15.5) implique

a "
(15.6) Bb18 18 e sqEgyq Aeedh €)= O.
Le support singulier de f q w(t,¢) est donc une composante algébrique de
S

1'ensemble des (t,go,.,,,gz) vérifiant (15.3) ou (15.6). C.Q.F.D.

16, LE SUPPORT SINGULIER DE [ g @ CONSIDERE COMME FONCTION DE +
BT DES COORDONNZES HOMOGENES ¢ D}SE}S sommErs x DB st.-
Lemme 16.~ Si @ est & support singulier algébrique, alors fsq w(tsC)
est une fonction & support singulier algébrique de (t,go,... gq) 3 ce
support singulier est une composante algébrique de l'ensemble des
(t,go,...,gq) vérifiant 1'une des conditions

1°) Co Aeod (;q =0 g

2°) (4,5%) est un g-simplexe non dégénéré s'appuyant sur Ss(w].

Preuve: .~ Soit s un gq-simplexe non dégénéré de X, de coordonnées

grassmanniennes (11.1) 3 ses sommets % ont pour coordonnées homogenes
~ .
(16 .1) Cp = Eo NeosBponsh gq/\ €41 Nees\ €, 5 O ne{0ye00,a}

Les formules (16,1) définissent une application

JSX S (t9§03°°°9§£) ~ (t9C094ﬂ°qu)




J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilssdn, Chap. II - 48 -

de la partie de T x E£+1 ol £ AselA g, £0

sur la partie de T x 7+ ol Ty Neeoh Qq £0,

Cette application est fibrée ; en effet pour que

pr(‘t,go,.n,g,@) = pI‘(‘t' 9§£)9...9§E})

il faut et suffit qu'il existe des constantes c et c§ telles que :
s

tt = +%
ﬁ 51'1 = Cgh mod (f‘;q_*:]s-"’g}z)a pour hs{O,...,q}

gl =% cg g5 o i,jcfq+1,4.0581, daét (cg) = ¢ ¢,
L J

Deux points (t,go,..-,gz) d'une méme fibre sont les coordonnées grassman-
niennes d'un méme simplexe (t,Sq). Notons A 1'ensemble des

1 > e - -
Al qui vérifient l'une des conditions :

(t,go,...,gz)sﬂ? X &
i) Eo Nesh €, = 0
ii) le simplexe non dégénéré (t,Sq) de coordonnées grassmanniennes
(11.1) s'appuie sur Sslw].

Notons B 1l'ensemble des (t,go,...,gz)eT X g4+ qui vérifient 1l'une des

deux conditions 1°) du 2°) de 1'énoncé. Dlaprds ce qui précéde, A est

une hypersurface algébrique de T X EL+1, qutengendrent des fibres de
T x EE+1 5 pr A = B est une hypersurface algébrique de T X ZQ+1 ; pr
3 . vz _A+1 g+1
est donc une application fibrée de T x E ~A sur T x 2 - B. Notons
P et E 1les revétements simplement comnexes de T X E£+1 - A et

T x 73+ _ B ;: pr induit donc une application fibrée
F - B .

Cette fibration F - E est analytique ; la fibre est connexe, car E est
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simplement connexe. Or qu w(tsC) est, dlaprés le lemme 15, une fonction
holomorphe sur F ; sa définition locale (n°12) prouve qu'elle est constan-
te sur chaque fibre de F ;3 elle résulte donc de la composition de la

projection F - E et d'une fonction holomorphe sur E 5 c'est ce que

signifie le lemme 16,
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Chapitre III
INTEGRALE SUR UN CYCIE

Ce chapitre prouve le théoréme 1 (n°1) 5 les n°17 & 19 supposent

m=0, donc V= Ss[w]-

17. IE CYCIE +%(t) a &té défini par le n°1, pour + = t', puis
pour t voisin de t'T - Ss[W]. Le n°17 supposera t voisin de t',
W(t) voisin de W(t!'). Rappelons de y3(t) est un cycle de

Xt relatW(t), ou W(t) =U WH(t) .
H

Les WH(t) sont des hyperplans de X ; les intersections Wy (t)ﬂ...ﬂWH (t)
1

s
qui sont de dimension r pour t générique sont notées WE(t) si t est

tel que leur dimension soit r ; sinon W;('b) n'est pas défini ; Wﬁ(t)
désigne X,

Le n°18 emploiera le lemme 17, qui résulte du suivant ; bien entendu
wls{ cWi signifie ceci ¢

We(t) cW(t), ¥Vt tel que Wz(t) et W[(t) soient définis.

Lemme.- Si W; CWE , alors il existe Wﬁd tel que :

s r-1 T
WK c WM c WL .

Preuve .~ Puisque WIE; c W]I:: , 1l existe au moins un WH tel que

S r
W W, W LWy s

on peut prendre

-1 T
WM = WL n WH .




J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. IIT - 51 -

Lemme 17.- S1 WS c W , alors il existe wﬁ” el que :

s s+1 T
WK c WM c WL .
s _» o I‘-1 r“2
Preuve.- Le lemme précédent prouve llexistence de W W

L1 9 L2 geee

tels que :
s T2 r-1 r
WK Ca e oC WL1 CWL1 CWL .
Notations.- Le gq-cycle relatif y2(t) est une chaine singuli‘ere(ﬂ)

du type suivant

=g ez(q)\(%"1 (d : bord ; e : nombres entiers) ;
i
. 1 .
ayf_=Zeg(r)y§ (0gr<qgse=0 si r=0);
J
3 k .
£ ej(r) ej(r-“') = 0, ¥vor, i, kg
J

chaque yi dépend continfment de t et est une chaine d'un Wf';qw(t)-

Ce Wi'q"'r, qui contient yi , Sera noté
L =Q+r g T
Wy = W {yi}

W {..e} a évidemment les propriétés suivantes :

W {...} augmente la dimension de fg=q 3

I {v§'1} est un hyperplan do W{y}} si sg(r) £ 0.

Chaque chaine y;:._' (re{05.445a} 3 y?_ = yq) est une somme de simplexes

N . r
singuliers Oy 3

(11) Ctest une somme de simplexes singuliers j chaque simplexe singulier
est l'image continfment différentiable d'un simplexe euclidien : voir les
traités classiques de topologie.
SITE DE GRENOBLE
LABORATCIRE
JATIQUES prore
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nous dirons que ces simplexes O; et leurs sous-simplexes c§ (0gsgrT)
appartiennent & cette chaine yi. A chaque simplexe c? correspond une
chaine yi unique telle que 03 appartienne a yi sans appartenir a
ayi(s.s r). Définissons

'M*[czl = }ﬁ{yi} .

Les propriétés de W(...] sont évidentes :

(17.1) Wlo) est un W ;
(17.2) o est un simplexe singulier de U/[o] 3
(17.3)  dim Wlo] > 4—g+dim o 3
(17.4) 0o'] ¢ Wlo] quand o' est sous-complexe de o .
L'emploi d'une subdivision suffisamment fine des chaines yi permet

3 W atavoir en outre la propriété suivante :

. s N .
[chaque simplexe o  posséde au moins un sommet o° tel que

(17.5) 1
| Wo°T = W]

Preuve de (17.5).= Décomposons chaque simplexe Os ne vérifiant pas

(17.5) en une pyramide
J
ayant pour base Jo° et pour sommet un point de ¢° de o° ; convenons

. - 3 3 - . -~ r
que les nouveaux simplexes ainsi introduits appartiennent aux mémes Y3

que oo s la condition (17.5) se trouve évidemment vérifide.
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18, IE CHOIX DE y%(t) que fait le lemme 18.2 sera employé par
le n° 19.

A chaque 03 associons un point arbitraire x. de X ; au simplexe
. . r . . . . r .
singulier o) associons le simplexe (non singulier) S, » aqui est l'en-
. . T r
semble des points xj agsociés aux scmmets 03 de S notons X le

9

r-plan de ce simplexe st , quand il est défini ; notons

«r T 19ral _ Her T .y
Lemme 1841.= Si tous les sommets Xj de sk vérifient la condition :

k o
x5 ?,UJ( )s

alors
5, © WS .

Note.= Si, de plus, xi est défini, on a donc : x;<: Uf[S;](t).

Preuve.~ Soit Xy un sommet de SE s 03 est un sommet de 0; 3

done, vu (17.4) :
. r
Wy < WIS s
donc l'hypotnese
r
xjelﬁh(t), e sommet de S
implique
%.c WSTI(t) et par suite S. < WISTI(t) .
j k k k
On déduit aisément, par une construction classique, du lemme précédent

le suivant, qu'emploiera le n°19 :

Lemme 18.2 .= Supposons

Xje u%(t)s v -j ?
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t wvoisin de t' et x4 voisin de 03. On peut alors déformer le cycle

Yq(t) de X' reli(t) en un cycle homolcgue
Z op(%)
h

tel que les simplexes singuliers c%(t) et tous leurs sous—simplexes
oll;(t) vérifient la condition
ci(t) c Xlx; ’

quand x_ est défini.

Le n°19 va employer la propriété suivante de l'ensemble des valeurs
prises par xﬁ, quand x4 7/03(1:) :

Lemme 18.3.- A tout xﬁ correspond au moins un Wz. possédant les
propriétés suivantes :

L=g+r < 8 3

si t est tel que les w;(t) soient définis, V u > £-q, alors il existe

des Xje U* j(1:) tels que xﬁ soit défini et soit un r-plan arbitraire

S
de WK(t).

°

Preuve pour T = O.= On choisit Wy = W, 5 wu (17.3)
dim UWH_ > £-q
Preuve pour r > O.- Supposons le lemme vrai quand on y remplace T
par r=1 > 0, Choisissons des notations telles que k = O, Vu (17.5),

notons x, wn sommet de Sz tel que

Wix ] = W(sy)

wa

s=1

Sﬁ'ﬂ la face de Si opposée & x . Il existe un Wy ayant

notons
les propriétés suivantes :

4=q+r < 8 3




J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilason, Chap.III -55 =

Tl

les sommets xj de SO peuvent &tre choisis tels que :

x4€ 7,{/‘5(’0) 5 xg—1 est un (r-1)=plan arbitraire de W§-1 (t).

(On suppose t tel que les W;(t) soient définis pour u > £=q.)

Donc, vu le lemme 18.1 (note) :

sw=1 sral=1q |
WK cuz“[SO ] s
donc, vu (17.4)

WS WsT = Wix 1.

Vu le lemme 17, il existe donc un Wi tel que

g1 s _
W cW c M‘”[xo].
N . s r-1 r

Choisissons x arbitraire dans WL(t)"xo « Alors X est le r-plan
qui contient un (r—~1)=plan arbitraire de l'hyperplan W?kt) de Wi(t) et un
point arbitraire de Wz(t), ntappartenant pas & ce (r-1 )=plan ; donc xﬁ

est défini et est un r-plan arbitraire de W(t). C.Q.F.D.

19, PREUVE DU THEORMME 1 QUAND m = Ou= Nctons N le nombre des som-
mets x4 des SII; et ¢ j€Z leurs coordonnées homogénes ; notons gs
des coordonnées homogenes de og(t’) ; vu le n°12, si la subdivision
simpliciale
yq(t') = i Ui(t‘)

a été choisie assez fine, chacune des fonctions | 9 w(t,c) est définie

S
.. k
pour (t,g1,...,QN) voisin de (t',g.{,...,gl\}) 3 notons

é’(139(;1’N'sgN) = i IS]% C\)(t:C) ;
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clest une fonction de (t,g1,...,gN), holomorphe prés de (t',g{,...,g&)
et homogéne de degré O en chacune des variables gj.

Rappelons que le n°1 a défini, pour t voisin de t' :

J(t) = w(tyg) o
rYq(t) ¢

Dlapres le lemme 18,2 ¢

Lomme.~ Quand (£,0qseeesy) est voisin de ($9,08,000,08) ot tel
que %€ Lﬁb(t), ¥ j, alors

I(1) = 2(bs0q90ansly)e

Supposons @ & support singulier algébrique ; alors, vu le lemme 16 :

Lemme.= &(t,Cqyeee,lyy) est une fonction de  (t,0qseeesly) € T X 7N
& support singulier algébrique ; ce support Ss[&] appartient & 1l'ensemble
des (t,g1,...,gN) tels que l'un au moins des (t,xi) ne soit pas défini
ou stappuie sur Ss[u].

Ces deux lemmes vont nous permettre de prouver que J est & support
singulier algébrique et de construire ce support.

Notations.- Notons S 1la sous-variété algébrique de T dont les
points sont les t vérifiant 1'une au moins des conditions suivantes
(@éfinies n®1) :

1°)  teSs[W] 5

2°) (%,W(t)) a sur Ss{y] un appui dtordre 4~q .

Notons U 1le revétement simplement connexe de T=-S ;3 1la projection

U -» T
uniformise W(t), 1les Wé(t), si r>»4=-q, et les Qﬁg(t) ; autrement

dit : leurs composés avec cette application, W(u), 'WE(u) et Qig(u),
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sont holomorphes en wu,

Notons E 1l'ensemble des (u,g1,...,gN)eU X zy tels que xje %Us(u)s
‘V jo Il est évident que E est un espace fibré analytique, de base U :
L - U

b

sa fibre sera notée Eu .

Notons F 1'ensemble des (uslqseeesly)¢E tels que 1'un au moins des
(t,xi) correspondants ne scit pas défini ou s'appuie sur Ss{w]e.

Ces notations permettent d'énoncer une conséquence évidente des deux

lemmes précédents :

Lemme .~ I1 existe un point e' de E au voisinage duquel la fonction

3 est définie, holomorphe et constante sur chaque fibre ; &(e) = J(t)

si e est voisin de e' et si t est la projection cancnique de e sur

T ; & se prolonge analytiquement le long de chaque arc de E-F, d'origi-

ne e', sans point double j; ce prolongement analytique est, au voisinage
de cet arc, holomorpne et constant sur chaque fibre.

Ce dernier lemme peut évidemment s'énoncer comme suit

Lemme 19.1.~ J est une fonction de u, qui est holomorphe au voisi-

nage de la projection u' de e' et qui se prolonge analytiquement le

long de tout arc A ayant les propriétés suivantes :

i) A a pour origine u' ;

ii) A n'a pas de point double g
iii) A est la projection d'un arc de E-F, d'origine e'.
Vu le lemme qui suit, cette derniére condition iii) est superflue.

Lemme 19.2.- Euf FN Eu est un ensemble connexe non vide.
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Preuve que Eu - FN Eu n'est pas vide.- Supposons qu'il existe weU
N
tel que Eu c F. D'une part Eu est un sous-espace vectoriel de U x Z 3

dtautre part F est une réunion de sous-variétés algébriques de U x ZN,

1tune d'elles contient donc Eu. Autrement dit, vu la définition de F :
1'un au moins des (t,x;) n'est pas défini ou s'appuie sur Ss[w],
ng?ﬂ@ﬂ".”ﬁ$u%®).
Or, vu le lemme 18,3, il existe un W; ayant les propriétés suivantes:
L=g+r < 8 3

il existe x1e‘MQ(u),...,xNGZJ§(u) tels que x; soit un r-plan arbi-
traire de w;(u).

Donc (t,wz(u)) a sur Ss[w] un appui d'ordre s-r > 4=qQ.

Donc, vu le lemme 4 et la définition (n°1) de 1l'appui de (t,W(t)) :

(t,W(t)) a sur Ss[wp] un appui dtordre 4-q .

Donc t¢S, contrairement & l'hypothése que t est 1l'image canonique
de wU et que U est un revétement de T=S .

Preuve que Eu - N Eu est connexe .= Eu est un espace vectoriel

complexe et F N Eu est une sous-variété algébrique de Eu .

Fin de la preuve du théoréme 1 (n°1), quand m = O.- Vu le lemme 19.2,

la condition iii) du lemme 19.1 est superflue. Donc J est une fonction
holomorphe sur U, qui est le revétement simplement connexe de T-S. Mais
un théoréme classique d!Hartogs [1] montre que ce résultat reste vrai quand
on y remplace S par la plus grande hypersurface contenue dans S. Dtol

le théoréme 1, dans le cas m = O.



Jo. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. III -59 -

20, PREUVE DU THEOREME 1 QUAND m > O.- Le n°1 a défini le cycle
yI™(t) pour t voisin de t' ; soit h sa classe dans 1'homologie de
X'QVj(t)rel;W(t) s son cobord composé 87h (voir [2], n°6) est une classe
d'%omologie de X! qvj(t) rel W(t) ; soit B(t) wun cycle de la classe
§%h 3 on peut choigir 8Y(t) fonction continue de +t. Ia définition

(3) de J(t) stéerit, vu la formule du résidu composé et la notation dif-

férentielle du résidu (voir [3], n°® 6 et 7) :

1 1
P,].-.o Pm. Q_J(tgg)

- e 1+
(2mi)® " gay) [v, (£,¢)] L [vp(t:0)] N

J(t) =

Le n° 19 a prouvé le thnéoréme 1 quand m

]

O« D'olu, vu la formule
précédente :

J(t) est & support singulier algébrique

va

Ss[J] est une hypersurface algébrique de T contenue dans la réunion de

Ss[W] et de l'ensemble des t tels que (t,w(t)) ait sur Ss[e] U Vj
J

un appui d'ordre 4-q .

Clest ce qutaffifme le théoreie 1.
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Chapitre IV
L'APPUI REGULIER EST UN APPUI

Ce chapitre IV prouve la proposition 2 (n°5) ; il étudie d'abord (n°22)
1'appui trés régulier de (%,X) ; puis il déduit des résultats ainsi obte=-
nus des propriétés de l'appui régulier.

Les notations et définitions sont celles que le n°5 a énoncées ; 1'hy-

pothese (5.1) est faite, sauf dans la preuve de la proposition 2.

21, PROPRIETES DES 4-PLANS (t,X) QUI S'APPUIENT SEMI-REGULIEREMENT
SUR V.-

Lemme 21.,1.~ Les % tels que (t,X) ne s'appuie pas semi-réguli®rement
sur V sont partout denses dans T.

Preuve.~ Soient

TO=TDT1DT23..DTme=t

des sous-espaces linéaires de T, de codimensions respectives 0,1,¢4.,dim T
et tels que :

T1 Xx X n'est pas tangent & V ;
(21.1) T, x X - - - Vﬂ(T1xX);
En tout point de VN (Ti x X), régulier sur V, les plans tangents & V
et a Ti x X, de dimensions égales & celles de ces variétés ont une inter-
section de dimension r» + dim T - i : ces plans tangents sont donc en

position générale ; par suite (t,X) ne stappuie pas régulidrement sur V.
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Or les Ti vérifiant (21.1) sont évidemment partout denses dans 1'espace

de tous les sous—espaces de T de codimension i.
Lemme 21.2.= Soit (t',x') un point régulier de V ou (%',X) ne
glappuie pas Semi-réguliérement sur V. Alors X possdéde des coordonnées

locales (y1,...,y7) d'origine =x' +telles que les équations locales de V

au voisinage de (t',x') puissent s'écrire :
(21 .2) vV Ve fk(t93’19°°'9yr) = 0,
ottt ke{r+l,eea,ld, fk(...) est holomorphe,
2
fk(t'vy'»]"-O,yk) = 0 (mod y )'
Done x!' est point régulier de V(t!).

Preuve.~ Le théoréme d'existence des fonctions implicites.

22, PROPRIETES DES 4-PLANS (t,X) QUI S'APPUIENT TRES REGULIRREMENT
SUR V.- Equation tangentielle de V(t).~ Notons

(22.1) P(t,g) = O

une équation polynomiale en (t,£), homogtne en g, vérifiée, quand t
est régulier, par les coordonnées homogenes £ de tout hyperplan de X
tangent a V(t).
Note.- << tangent >> signifie : << tangent en un point régulier >>.
Note.= Si r = 0, alors V(t) est un ensemble fini de points et un
hyperplan est dit tangent & V(t) quand il contient 1l'un de ces points.
Enongons des maintenant le résultat qutétablit le n® 22 :

Lemme 22 .- Supposons que (t',X) s'appuie trés régulidrement sur V.

Alors
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1°) V(%) n'est pas développable, quand t est régulier ; c'est-a-
dire ¢ 8 = 4=1 3

2°) on a

disory P(t',8) = 0 .
Note 22,~ Ce lemme reste vrai quand on remplace 1'nypothéses
(t',x!') est point régulier de V
(voir : définition de l'appui tres régulier, n° 5) par 1'hypothése sui-
vante @

il existe des t wvoisins de t' tels que V(t) n'ait pas de point

singulier voisin de x'.

Le lemme 22 ainsi modifié permet d'obtenir les variantes & la proposition 1
(n°4) que la Note 4 signale.

Exemple (quadriqugs) .~ Soit P(t,e) = 0 1'équation tangentielle
d'une quadrique V(t), qui dépend d'un paramétre + et n'a pas de point
singulier pour t générique. Cette équation, si elle est réduite sur T
relativement & &, est homogéne de degré 2 en ¢ ; on sait que, pour une
valeur t' de t telle que V(t') soit un cdne de sommet x', cette
équation se trouve identiquement vérifide ou équivaut & celle de x' @

Eo!' =0 (¢! : coordonnées homogdnes de x').
Elle n'est donc pas réduite sur +' relativement & g.

Notations.- V est défini par (5.3) ; posons

F
(22'2) %53 (t’y1s--'9yr+1) =8 uj
ou

je{1,...,r+1} 3
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Sy Ugyess,u, o Sont des variables numériques telles que
(u1,...,ur+1) £0,

Vu (5.4), pour Ugyeesyu g donnés et (s, t-t') suffisamment petit,

le systéme (22,2) dtinconnues Yyseees¥p,q & une solution unique voisine

de O :
¥4 (SQth-) LR NS (Sstsu) 3
elle est holomorphe, Notons :

(22-5) yh(SQt’u) = Fh(‘b,y1(s,t,u),...,yr+1(s,t,u)) ’

Y

ou

hE{I"Fz,.-.,f,} $
x(s,t,u) ¢ le point de coordonnées y1(s,t,u),...,yr+1 (syt,u) 3

(22'4) f(sstyu) = F(t9y1 (Sst9u)1°"syr+1 (S’tvu)) H

oF
h
fhj(svt,u) = '5;'3' (t9Y1(39t9u)1'-0’yr+1(Sstsu))-

Evidemment : yj(O,t,u), x(0,t,u) et £(0,t,u) scnt indépendants de u

we

nous les noterons yj(‘c), x(t) et £(t).
L'équation
f(s,tu) = 0
exprime que
x(s,t,u)eV(t).
Supposons cette équation vérifiée ;
si s =0, alors x(s,t,u) = x(t) et (%,X) s'appuie trés régulidrement

sur V en (t,x(t)), car en ce point
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F.
oF o¥y
e -0 —_— ; o
3 5 et les Byj gsont petits

si s £ 0, alors x(s,t,u) est un point régulier de V(%) ; les hyper-
plans de X tangents & V(%) en un point x(s,t,u) ont les coordonnées

homogenes

(22.5) ¢ = (‘§ Uiy T Thi i T = Vit - > 05 VoY)

n

ol 3 i,de{lgean,x+1} 5 hoke{r+2,4.4,47 ,

v est un parametre dont dépendent ces hyperplans.
Notons
(22.6) p(s,t,u,v) = P(t,e), o € a llexpression (22.5).
Vu la définition de P :
(22.7) : 1'équation f(s,t,u) = O implique p(s,t,u,v) =0, Vv v.

Le lemme 22 résultera des suivants, ol sont faites les hypothéses du
lemme 22 :

Lemme.~ L'ensemble des hyperplans tangents & V(t) au voisinage de
x' a la dimension complexe £-1. (Ce lemme prouve le lemme 22.1°))

Preuve.~ L'ensemble de leurs coordonnées homogénes € a la dimension
£y car £ est défini par (22.5), ou Wypesesly qsVp pseeesV, SODE arT-
bitraires et o s est défini par 1'équation f(s,t,u) = O.

Lemme.~ L'ensemble des t tels que V(t) ait un point singulier
voisin de x' est une nypersurface S de T 3 t'¢S ;3 8i 1S et si x
est ce point singulier, alors (t,X) stappuie trés régulidrement sur V

en (t,x).
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Preuve.- Nous savons ceci : au voisinage de x', le seul point singu-
lier que V(%) puisse avoir est =x(t) ;5 si =x(t) est point singulier de
v(t), alors (t,X) s'appuie trés régulidrement sur V en (t,x(t)) ;
pour que x(t) soit point singulier de V(t), il faut et suffit que
f(t) = 0. Pour prouver le lemme, il suffit donc de prouver 1l'absurdité

de 1l'hypothése

£(t)

Or cette hypothese signifie qu'il existerait des fonctions holomorphes

0, ¥V t.

oce

y1(t),...,yr+1(t) telles que

of

F(t9Y1(t)"“’yr+1(t)) T Y
J

(t’Y1(t)9°"yyr+1(t)) =0, ¥ t;

on aurait donc
R
%{(tyy1(t)9v-°9yr+1(t)) =0, Vt,
contrairement & la définition de l'appui trés régulier (n°5).

Lemme o= yj(s,t,u) a les propriétés suivantes :

(22.8) yj(o,t',u) =0, Vus;

(O tt,u) est une forme lindaire en u j
38 ’

)] o/
mL=<:

2 oY oY .
1 0,41,0) = =52 7 (8110 0555 (058w )

Q(u) PMIRVIR
J ij

J

est une forme quadratique en wu, non dégénérée (ctest-a=dire de rang
r+1) 3

bien entendu : i,je{1,se+;7+1}.
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Preuve.~ (22.8) résulte de

OF
'é_y-j (t',ogoto,o) =0 .

la dérivation de (22,2) par rapport & s domne, pour + = t', s = O,

=

vu (22.8) :
2 Y.
O F i — ' = .
?_ayiayj ('b aos“'so) Ss (O:t vu) = uj H

dtol le lemme, puisque Hessy F£0 vu (5.4).

Lemme.~ f(s,t,u) a les propriétés suivantes :

of azf
£(0,t%,u) = 0, Vu ; T (0,t,u) = 0, Vt,u 3 ~5 (0,8',u) = Q(u), Vu.
ds

Si u est donné, tel que Q(u) # 0, alors 1'équation d'inconnue s :
(22.9) f(s,t,u) = 0
a deux racines voisines de 0O, ¥ t ; elles ne sont pas égales V t.
Preuve.~ f est défini par (22.4)., Dtoh
£(0,t'yu) =0, Vu,
vu (22.8) et 1*équation F(t',0,.4.,0) = 0, qui résulte de (5.4). En
dérivant (22.4) par rvapport & s et en employant la définition (22.2)

yj(s,t,u), on obtient

oY s
f J
Sa(ertsm) = 0 %y (o)

d'ou
of
g‘s‘-(O,t,u) =0, V¥V t,u

et, vu la définition de Q(u) :

des
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2
é—%—(o,t',u) = Q(u)s V ue
os

Supposons Q(u) £ 0 5 puisque t est voisin de t', 1'équation (22.9),
d'inconnue s, a donc deux racines voisines de O. Pour qu'elles scient
égales, il faut et suffit qu'elles soient égales & la racine unique de
1'équation

f
%g(s,t,u) =0,

qui est 8 = 0 ;3 il faut et suffit donc que

£(t)

Or l'avant-dernier lemme a prouvé qu'on nta pas

£(t)

Lemme .= p(s,t,u,v) a les propriétés suivantes :

0.

1

0, V¥ te

(22.10) p(0,t%,u,v) = %E(O,t',u,v) =0, Y u,v.

Preuve.- (22.7) et le lemme précédent montrent que, pour Q(u) # O,

1'équation d'inconnue s
p(s,t,u,v) = 0

a au moins deux racines voisines de O, qui ne sont pas égales ¥V t 3
elles s'annulent pour + = t's On a donc (22,10).

Lemme.~ L'équation P(t',6) = O n'est pas réduite relativement & ¢£.

Preuve.- Les relations (22.8), (5.4) et les définitions de ¥, (s,t,u)
et fhj(s,t,u) impliquent les relations 3
(22.11) yj(O,t',u) =0, yh(O,t',u) = 0, fhj(O,t',u) =0, ¥ u,

N

ol Jellsone,r1} , bhef{r+2,.00408} o
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Vu la définition (22.6) de p, (22.10)1 s'écrit donc
P(t',g) =0 pour g = (09u1yoo-sum1ovr+2v---’vz)9 T uyv

Notons W jeess¥W, les composantes de £ ; clest-a-dire

g = (WO’W1,...,W,@) O{l WO,...’.W,Q,GG H

(22.10)1 sténonce donc
(22.12) P(t',O,w1,...,wb) =0y ¥ Wiseee,W, o
Dol

JP
aw1('b O:Walw-nw ) =eee= Wz(t'avoyw—]sﬂuwz) =0, V WyseoosW, 5
par suite (22.10)2 stéerit, vu (22.11) et la définition (22.6) de p :
Ay oV 3P
[? u, SE—(O ttu) + ¥ vh ———(O ttu )] (t 105V peee ¥, )=0,
v u1,...,vz :

or, par définition,

oy
Z_ (O t"“) Q(u )

we

i9ds
d'autre part la définition (22.3) de yh(s,t,u), la relation yj(O,t',u) =
et (5.4) montrent que
ayh
55-(0,t%,u) = 0, ¥ u, ¥ helri2yeeepd]
(22.10)2 sténonce donc

Q(u) (t O’W1,ooo,w ) =0 ’ v u,W1,-..,W H

clest-a-dire, puisque la forme Q(u) est non dégénérée, donc non nmulle 3

oP
(22013) é;'u(t',o,w,,l,o.ogwil) = O 9 V W.«‘,o.ogwﬁ' L
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Les relations (22.12) et (22,13) prouvent que le polynome
P(t',wo,w.I "”’sz,) a le facteur double (wo)zz dtol le lemme.

Lemme.~ discry P(t,€) = 0, ¥ teS » (Ce lemme prouve le lemme 22,2°),
puisque t'eS).

Preuve.~ Dans le lemme précédent, +' peut &tre remplacé par un point
quelcongue de l'hypersurface S ; 1'équation P(t,) = O n'est donc pas
réduite sur +t¢S wrelativement & €. D'ol le lemme, dans le cas ou 1l'équa=-
tion P(t,€) = O est réduite sur T relativement & €. Le cas général se

raméne & ce cas particulier, en remplagant cette équation par une équation

réduite équivalente.

23, PREMIERES PROPRIETES DE L'APPUI REGULIER.- la définition de
1tappui régulier (n°5) peut évidemment s!énoncer comme suit
Lemme 23.1.~ Le qg=plan (t,xq) stappuie réguliérement sur V au

point (t,x) quand et seulement quand il satisfait aux trois
conditions suivantes :
1°) ger-1<q< s ;
2°) t est régulier ; x:ex* ; (t,x) est point régulier de V ;
3°) si (t,X) ne s'appuie pas semi-régulidrement sur V en (t,x),
alors(12) il existe un hyperplan 21 46 X, tangent 3 V(t) en x,
tel que :

xexd ¢ 2 .

Notee= Si g~r=1 = q, la condition 3°) est évidemment vérifide. Si
4=r < q, cette condition 3°) peut s'énoncer comme suit, en notant % (x)

le r-plan tangent & V(t) en x :

12
(') x est un point régulier de V(t), vu le lemme 21.2.



J. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. IV - 70 -

q

1
1% et x (x) ne sont pas en position générale( 3) dans X.

Voici un lemme évident, analogue au lemme 21,2 :

Lemme 23.2.— Supposcns 4-r < q 5 soit xxt 5 si (t,x) est un
point régulier de V, en lequel (+,x3) ne s'appuie pas régulidrement
sur V, alors x est point régulier de la variété =% N V(t), qui a en
ce point la dimension Q+r=f.

Voici, enfin, un lemme qui définit 1lfappui régulier par la notion
d'hyperplan tangent, grice & une récurrence sur q ; les n° 25 et 26
1'emploiercnt.

Lemme 23,3.- Donnons-nous t régulier,

1°) Les (4=r~1)=plans (t,x}"’ -r-1) qui stappuient régulidrement sur
V sont ceux qui contiennent un point régulier de V ;3 ils s'appuient

donc sur V,

2°) Supposons f=r < g < s ; soient 2 ot tels que X L

5
pour que le g-plan (%,x3) s'appuie régulidrement sur V, il faut et
suffit qutil vérifie 1l'une des deux conditions suivantes :
(1) ¢ est tangent & =2 N V(4) ;
(i1) (%,x%) ocontient un point o (%,23*") s'appuie régulidrement

sur V.

3°) Supposons s = -1, c'est-d-dire V non développable ; les

(2~1)=plans (t,x‘e’—1) qui s'appuient réguliérement sur V sont ceux qui

vérifient 1'une des deux conditions suivantes @

1 N -
( 5) Clest=d-dire : x% U x (x) appartient & un nyperplan de X ; ou
encore : dim x2 N x'(x) > q+r—4 .
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(1) 21 st tangent & V(t)

(ii) (t,xﬂ’ﬂ) contient un point ot (t,X) s'appuie semi-régulidrement
sur V,

Preuve de 1°).= ILa définition de 1l'appui régulier (n°5).

Preuve de 3°).~ ILe lemme 23,1, ol l'on prend q = £-1 .

Preuve de 2°).~ Soient t régulier et xext ¢ xq"'1 , ou f-r<£q< s;
suppusons  (t,x) point régulier de V. Notons x (x) le r-plan tangent
& V(t) en =x, quand x est point régulier de V(t). Nous allins em-
ployer les propriétés suivantes :

(2) ¢ (t,X) slappuie semi-régulidrement sur V en (t,x)

(@) : (t,x3) s'appuie régulidrement sur V en (t,x) ;

(a+1) (t,xq'“) stappuie régulidrement sur V en (t,x).
Leurs négations seront notées (Z), (3) et (g+1).

Nous allons distinguer trois cas.

Premier cas : ona (Z) et (q+1). Alors, vu le lemme 21.2 et la
note (13) qui compléte le lemme 23.1

x est point régulier de V(t) ; dim 21 2 (x) = qtr=0+1 3

(d) équivaut a : dim x¥ N x*(x) > qr—f.

Donc (q) peut s'éerire :

dim x¥ N ¥ (x) > dim <1 < (x)
ou

2 n x5 (x) 2 31 % (x)
ou

x1> Pl %" (x)
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ou enfin :
(23.1) x} est tangent en x & 1 v(t).
Second cas : ona (£) et (q+1). Alors, vu les lemmes 21.2 et la
note (13) qui compléte le lemme 23.1
x est point régulier de V(t) ;

il existe un hyperplan 21 de X tel que

LY = (x) £ .
Donc

2 U 2 (x) el s

atod (q).
Troisiéme cas : ona (£) 5 alors, vu le lemme 23.1 cna (q) et

(a+1).

L'examen de ces trois cas prouve ceci : pour que (q) scit satisfaite,

il faut et suffit que (aq+1) ou (23.1) le soit. D'od le 2°) du lemme.

24. L'APPUI TRRES REGULIER DE (t,x) SUR V.- Nous allons définir cet
appui trés régulier, qui permettra au n°25 dtappliquer le lemme 22 a 1'étu-
de de l'appui régulier.

Notations,~ Soit +' régulier ; soit (%',x') wun point régulier de
V, ot (%4',X) ne s'appuie pas semi-régulidrement sur X ; d'aprés le
lemme 21,2, X posséde des coordonnées locales (y1,...,y£) telles que
les équations de V puissent s'écrire :

(24.1) Vg + 506500070 = 0,
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ot ¢ kef{r+t,eee,t} , fk(...) est holomoxphe.
Scit (t,%x)¢V et voisin de (t',x') 5 soient
g = (WO ,W.‘ geee ’w,‘-?,)

les cocrdennées nomogénes des hyperplans xg"1 de X tangents en x

[vg

V(t) 5 on a

of

k
(24.2) Wj = i Wk ‘5‘&;‘ (t,y1,oooyyr) ,wG = —W1y1 bad I Sl wﬁyﬁ, Iy
ot Jeflyeeey7} 5 ke{r+l,eee,t} 3

la distance 3 ®~' d'un point de V(t) infiniment voisin de x est pro=-
portionnelle & la forme quadratique des différentielles dyi des y; ¢

2

o f
k
(24.3) iX:J]k Wy mt,ﬁ ,---,Yr)dyi dyj ’

ol i,de{lyeee,r} 5  ke{rtl,eos,8} 3
le rang de cette forme est donc indépendant du choix des coordonnées locales
(y1 ""’yr)'

Lemme.~ Ia forme (24.3) est de rang r+s~¢+1 sur un sous-ensemble partout
dense de 1'ensemble des couples (x,x£—1) tels que 21 soit tangent en x
a v(t).

Preuve.~ Vu la définition de s (n°5), quand t est fixe et que
(y1,...,yr,wr+1,...,wh) varie, alcrs (wo,...,wg) déecrit une variété de

dimension s+1 3 il existe dcnc un sous-ensemble partout dense de 1l'ensem=-

ble des valeurs de (y1,...,y oW

- 1,+1,...,w:€) ot la matrice
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aWO awo awo awo
g000y 9 geoey
ay1 ayr awr+1 awz

_—-’//

GO0 A BOOOCOCQRICOOIBCTRPOICGEOIEOEOEBRIBLASTTDY

awb an sz EX&

gﬂ',.-.,g&:;mgoao, awﬂ y

est de rang s+1 ;3 mais (24.1) et (24.2) donnent

Qv+ yy Ay +eewty, AW, =0 (mod. dt) .

Sur ce sous-ensemble la matrice carrée

/ o M oW v\

T g0y T 9 Tar T geesy T
Y4 3V, ' OV 4 ow,

[(E XN E RN NENNNENENENENNENEENNENNEYR N

oV, ov, oW, oW,
9000y 9 gessy T—
oY1 Oy " MWy oy
est donc de rang s+1 3 or
¥ n
3. - 0 et (-a-;v_-) est la matrice unité, si h,ke{r+l,eee,t}
j 1

Sur ce sous-ensemble, la matrice carrée

( ) y Ou i’j€{19'--sr} ’

est donc de rang r+s—=4+1. Or vu (24.2), cette matrice est la matrice

0 i

(2404) (k k 3v. ay (t ,y1,...,y ))

ol i,je{1,400,7) o« Cette matrice (24.4) est donc de rang r+s-f+1 sur
un ensemble partout dense de valeurs de (y1,...,yr, 1,...,wz)€CE. Dol

le lemme.
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Définition.- Un g-plan (t,xq) s'appuie trés réguliérement sur V

en un point (t,x) quand il s'appuie régulidrement sur V en ce point
et que les quatre conditions suivantes sont satisfaites :
1°) L=r<q<s s

2°) (%,X) ne s'appuie pas semi-réguli®rement sur V en (t,x) ;

donc, vu le lemme 21,2, V(t) a en x un r-plan tangent :

£ (x) : Vppq =e0o= ¥, =03

3°) x2 U x"(x) appartient & un hyperplan de X et & un seul, dont
les coordcnnées homogénes sont notées (wo,...,wz) H

4°) la restriction de la forme quadratique (24.3) au (q+r-g+1)-plan
tangent en x & %t N x (%) est une forme quadratique non dégénérée
(ctest-a~dire: de rang g+r—g+1).

Voici les propriétés de l'appui trés régulier @

Lemme 24.1.~ L'ensemble des g-plans (t,x2) s'appuyant trés régulidre-
ment sur V est un sous-ensemble partcut dense de l'ensemble des q-plans
(+,x3) s'appuyant régulidrement sur V.

Preuve.- Scit un g-plan (%,x) stappuyant régulidrement sur V en
(t,x) s vu le lemme 21.1 et la définition de 1ltappui régulier, cn peut
modifier arbitrairement pcu (t,x3,x) de fagon que
(24.5) (t,X) ne s'appuie pas semi-régulidrement sur V,
mais que (t,x%) continue & s'appuyer régulidrement sur V en (t,x).

Par suite, vu les lemmes 21.2 et 23.1, x est un point régulier de V(t),
ot V(t) possdde un r-plan tangent x (x), et il existe un hyperplan

£ de X tel que
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2 U F(x) 5
notons (WO,...,WQ) les coordonnées homogénes de 2=1 " Yy le lemme

rd ”, 2 . - > -1 Y
précédent, en modifiant arbitrairement peu x et :KZ s DPuis xq, nous

pouvens satisfaire aux conditions suivantes

.

(24.6) £ st tangent & V(t) au point régulier =x ;

H

la forme quadratique (24.3) est de rang w+s=f+1 ;
vexd « 2 -1,
Par suite
dim x* N %" (x) > qr—g+1

On peut donc trouver vn (g+r-¢+1)-plan L=+

arbitrairement voisin
de 2N T (x), tel que :
O By | gl
xexd " Ll o R

(la. restriction de la forme quadratique (24.3)

. au (g+x=L+1)-plan tangent a =x
(24.7) 1)-plan tangent & xTHEH

est de rang gtr-4+1 .
On peut enfin modifies erhitreirement peu 3 de fagon a satisfaire aux

conditions suivantes 3

zex ¥ 4 (x) 3 x* c <1,
Evidemment (t,xq) continue & siappuyer régulierement sur V en
(t,x) et
(24.8) 21 o5t 1e seul (4~1)~plan contenant x3 U x°(x). Donc
1tappui de (t,::q) svr V eet trés régulier. C.Q.F.D,
Lemme 24.2.~ Si le g-plan (+1,x'%) slappuie trés régulidrement

sur V en (t?,x!) [au sens de la définition du n°24], alors [au sens de
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la définition du n°s5] (t',g{,...,gé_q,X) slappuie trés régulidrement sur
la variété de T x =2™% x X dont les points sont les (t,g1,...,g£_q,x)
tels que

(t,x)cV, xwx2 §

x2 désigne le g=plan de coordonnées grassmanniennes §q Neeoh gz_q = gz-q.
Preuve.- Notons x'* le r-plan tangent 3 V(') en x' et x4
1'hyperplan unique de X tel que
2y oFe ot
Choisissons des coocrdonndes locales (y1,...,yz) de X, d'origine =x',
ayant les propriétés suivantes :

V a pour équations (24.1) ;

2
fk(t"y1a"'9yr) =0 (mody ) H

T, x4 ot 1% ont pour équations respectives :
' - ©
X H yr+1 Teee= yz 0 3
£=1
]
X PVt = 0 3
x4 = 0.

f Yg4repi2 T00T Yy
la restriction de la forme (24.3) au (q+r=g+1)-plan tangent en x' &

%12 nx'T est donc la forme

2
za L

- (t',o,ooo,O) dy. d.y. s

ol i,je{1,000,q+r=0+1} ; par hypothése cette dernidre forme n'est pas

dégénérée, clest—t~dire

(2409) HGSSy fr+1(t"y1’..o ’yq.+r-z+1 ,O,n-.,o) # O.
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Nous allons supposer (t,x,x%) voisin de (4',x',x'?). Les équations de

x3  sont

yj + Lj(g'q"q, y1,...,y£) =0, ou je{q+r-£+2,...,r+1} 5
Lj est lindaire en Tyseees¥ys holomg;x?he en 51,...,g£_q nul pour
(§1,...,g£_q) = (g{,...,g-;é_q) 5 — # 0 . Les équations de

3(gqsenesy )
(t,x2) NV sont done 3
yy+ Lj(gzmq,y1,...,yﬂ) =0, od Je{gtr=0+2,eee,r+1} 3
(24.10) 7 ¥ + £ (547 500097,) = 0y 0% ke{r42,.00,0} 3
£ (Bayqseeesy) + Ly (g’z"q',y“...,yﬁ) =0
Puisque

) B 2
Lj(g’ -q,y1,.oo,yz) =0 et fk(t”y1,'..,yr> =0 (mod. Yy ),

nous pouvons résoudre le systéme (24.10)1, (24.10)2 par rapport a

yq.;,r_z 4290%09Y, § nous obtenons 3

- L=q
Iy = h(t’g 1Wqseee ’yq+r-ﬂ,+1 )

ot he{g+r=042,000,0}

£ 2
Fh(t"g' -q7Y17--°syq+r_£+1) =0 (mody )-

En substituant Fh a ¥y dans

L=
fH1(t,y1 ,..o,yr) + Lr_*_*](g q’y"""’y/@)

nous définissons une fonction

A= .
F(t,g q’y1’...’yq+r.ﬂ/+1) $

puisque

£=-q aL:r:+1
] =
Lt (87 55y 0eesy,) = 0, a(gy,

.",gf’,..q:)' % O! fr+1(t',y1,-oo,yr) j 0
(mod ¥y ),



Je. Leray, Un complément au théoréme de N, Nilsson, Chap. IV - 79--

cette fonction F a les propriétés suivantes :

4 2
F(t'sg' —q9Y1!"'9yq_*,r_ﬂ+1) =0 (mod y7) 3
oF

6E1,-oo,§£-q7 # 0 ;

. gh=q
t =t =
Ib%yFU;m :ﬂvunﬂyn4n)

Lo
HeSSy fr+1('b‘,§' q,y1,...,yq+r_z+1 ,O,ooo,O) % 0.

Tes équations de (%,x%) N V peuvent donc s'écrire :

A=q
F(tsg 1Y ""’yq+r-,z+1) =0
_ L=q
-ﬁ yh = Fh(ta’i QY1 "“’yq+1\_£+1)
ot hef{qr=042,5000y8)

( F(t'9§'£~q9y1:0--9y

q+r-z+1) = Fh(o..) = 0 (mod y2)

oF
a(§1,...,gz_q

0, H F£0.,
) # 0, ess #

Le lemme résulte de la comparaison de ces relations avec les relations

(5.3), (5.4), qui définissent 1'appui tres régulier de (t',X).

25, PREUVE QUE LES APPUIS REGULIER ET TRES REGULIER SONT DES APPUIS,.-
Lemme .~ Supposons @
t régulier ; 4~r < q < s ; 21 - x4 3 £ tangent & xT N V(t).

Alors (t,xq-1) stappuie régulidrement sur V.

Preuve si {4-r+1 < q 3 le lemme 23.3.2°).
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Preuve si 4=r = q : le lemme 23.3.1°), car dans ce cas l'hypothése
<« =21 st tangent & 3% N V(%) > signifie << qu contient un point
de = n V(t) >>.

Lemme .~ Supposons ¢

(25.1) ~r< Qs s
(25.2) P(t,g1 Aeed §gmg £) =0
i (t,xq~1) stappuyant régulidrement sur V.
Alors
(25.3) disc:chv:l(,/_‘q P(t,g1 Aeedh gz-q‘A/g) =0,

v (¢,x3) s'appuyant régulidrement sur V.
Notationse~ g4 Neeo €gmq et E£4 AueeA €ymq A £ sont les coordonnées

grassmanniennes respectives de x% et 231

Preuve.~ Vu le lemme précédent, (25.2) est vérifié quand 1'hyperplan
de X, ayant pour coordonnées homogénes £, est tangent & 2N v(t).
Vu le lemme 24.2, le lemme 22 prouve donc ceci s si (t',x'q) s'appuie
trés régulidrement sur V, alors (t!,x'%) vérifie (25.3). Or, vu le
lemme 24.1 les (t',x'q) s'appuyant trées réguliérement sur V sont par-
tout denses dans llensemble des (t,x%) stappuyant régulidrement sur V ;
cet ensemble vérifie donc (25.3).

Lemme 25.1.- les g-plans (t,x%) s'appuyant régulidrement sur V
stappuient sur V,

Preuve pour q = f=r-1,- Le lemme 23,3.1°),

Preuve pour f~r < g < S.- Supposcns prouvé que les (g-1)-plans

s'appuyant réguliérement sur V vérifient 1'équation (4'1)q-1’ qui
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définit 1l'appui ¢
-1
pe (t,g1 Aeeo € g AE) =0,

Alors les ¢@-plans s'appuyant régulidrement sur V vérifient
1tégquation (4.1)q

d

P (t,g1 A oo gz_q) = 0,
vu sa définition (n°4) et le lemme précédent,

Prouvons que l'appui trés régulier est lui aussi un appui.

Lemme.~ Supposons V(t) non développable quand t est régulier
t régulier, £ tangent & V(t).

9

clest=d~dire s = f=~1, Soient :

Alors (t,xz-1) slappuie sur V, clest-d~dire vérifie 1'équation
-1
@), + P7(58) =05

£ désigne les coordonnées homogénes de v .
Preuve.- Vu le lemme 23.3,3°), (t,x£"1) stappuie régulidrement sur

V 5 vu le lemme précédent, (t,xﬁ~1) stappuie donc sur V.
slappuyant trés réguliérement sur

Lemme 25.2.~ Les fg~plans (t,X)

V stappuient sur V.
V(t) ntest pas développable, V¥ t régu-

Preuve.- Vu le lemme 22,1°),
lier. Vu le lemme précédent, on peut donc choisir P = P’e'-1 dans le

lemme 22,.2°), qui donne :
4 e aes
P°(t) = 0, 7 (t,X) s'appuyant trés régulidrement sur V.
Note.~ Depuis le début de ce chapitre IV, 1'hypothese (5.1) a été

Si elle n'est pas vérifiée, les lemmes 25,1 et 25.2 sont cependant

faite.
exacts, car alors tout appui est, par définition, régulier ou trés régulier.

La preuve de la proposition 2 (n°5) est donnée par les lemmes 25.1,

25,2 et la proposition 1 (n°4).
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Chapitre V

REGULARITE DE L'APPUI DES q-PIANS NE COUPANT PAS
IES SINGULARITES
Ce chapitre V prouve la proposition 3 (n°5); il traite d'abord le cas

ou V est irréductible.

26. UNE CONDITION IMPLIQUANT LA REGUTARITHE DE L'APPUI.- Cette condi-
tion résultera de la propriété suivante de disch :

Lemme,~ Soit P(t,5) un polyncme en (t,), hcmogene en g£. On a
(26.1) diser;, P(t',€) £ O
en tout point +t' vérifiant la condition que voici :
(26.2) :| L'hypersurface de = d'équation P(t',e) = O contient un
ensemble partout dense de points &£! possédant la propriété sui-
vante : au voisinage de (t',e') 1'6quation P(t,g) = 0 équi-

vaut & une équation F(t,6) = 0, ol P est holomorphe en €,

continu en t et %g £ 0.

Preuve.~ L'ensemble de ces €' est une partie ouverte, partout dense,
de 1l'hypersurface de = d'équation
(26.3) P(t',e) = 0 .
Il existe donc une droite analytique complexe de = coupant cette hyper-
surface (26.3) en des points appartenant tous a cette partie de cette
hypersurface, chacun de ces points d'intersection étant simple. Soit
n leur nombre ; n est le degré de 1l'nypersurface (26.3). Plus géné-

ralement, vu 1l'nypotnése (26.2), pour % voisin de t', l'hypersurface
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de = d'équation

(26.4) P(t,g) = O

coupe cette droite en n points simples et a donc ce méme degré n. Or,
vu le n°2 : le degré de cette hypersurface est maximum, sauf quand t
est sur une certaine sous-variété algébrique de T ; quand ce degré est
maximum, alors

(26.5) diser, P(t,E) £ 0

Donc ce maximum est n et (26.5) a lieu au voisinage de t', en parti-
culier en t' ; C.Q.F,D.

Notationse.~ V est une variété algébrique irréductible de T x X 3
2 et 23 sont un g-plan et un (g~1)=plan de X tels que a-1 c x
ils ont pour coordonnées grassmamniennes £ AeseA € g et
§q Nesdl §£_q A € « Nous supposons :

t~r £ g < s+l et, si s+l £ 4, q< S

Lemme 26,~ Soit une équation polyncmiale
(26.6) P(t,§1 Aeeo € 1mq ANg)=0
impliquant, quand t est régulier, l'une au moins des deux conditions
suivantes :

1°) (t,xq-1) stappuie réguliérement sur V ;

2°) (t,xq-1) coupe la partie singulidre de V.

Alors 1'équation

i co e G =O
(26.7) dlschxwz_q P(,6, Avadh F £)

implique, quand % est régulier, l'une au moins des trcis conditions

suivantes :
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(i) (t,x%) stappuie régulidrement sur V si q < s,

semi-réguliérement sur V si q = s+1 = ¢

we

(ii) (t,x) coupe la partie singulidre de V ;
(iii) 1'une au moins des composantes algébriques de x: N V(t) est
développable.
Note.= Si g = g=r, alors dim 2N V(t) = 0 et la condition (iii)
doit &tre supprimée,
Preuve.~ Considérons l'ensemble E des (%,x3)eT x Fq(X)(14) véri-
fiant les conditions suivantes :
t est régulier ; (t,x3) ne coupe pas la partie singulidre de V
(t,x%) ne s'appuie ni régulidrement (q < 4), ni semi-régulidrement
(@ =2) sur V
aucune composante algébrique de x3 N V(t) nlest développable.
B est évidemment ouvert. Il s'agit de prouver que, sur E :

26.8 i ool 3 .
( ) dlschxaz_q P(t,g4 A Epeq £) £ 0

Soit (t,x3)cE ; soit 21« 3, Le lemme 23.3 a prouvé ceci : pour que

(t,xq-1) stappuie régulidrement sur V, il faut que s LI tangent
a x1n V(). L'équation (26.6) implique donc que 1'hyperplan de coor-
données homogtnes f est tangent a x2 N V() ; elle signifie donc que
cet hyperplan est tangent & une composante algébrique de x* N V(t), aqui
dépend continfment de (t,x%). Or cette composante algébrique n'est pas

développable, par hypothése, et n'a pas de point singulier, vu les lemmes

21.2 et 23.2, Cette équation (26.6) vérifie donc 1thypothése (26.2)

(14) Rappelons (n° 3) que T'3(X) est la q-grassmannienne de X .
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du lemme précédent, ol l'on remplace t!'¢T par (t,g1,...,§z_q)€T X Ez-q H

vu ce lemme, on a (26.,8), C.Q.F.D.

27. REGUIARITE DE L'APPUI SUR V D'UN q~PLAN NE COUPANT PAS IA

PARTIE SINGULIERE DE V.- Les notations du n°26 sont conservées.

Lemme 27.-~ Si t est régulier, si le g-plan (t,x) ne coupe pas
la partie singulidre de V et s'appuie sur V, alors il s'appuie régulie-
rement si q < &8 et semi-réguliérement si q = ¢ = s+1,

Preuve pour ¢ < f=r-1.,- Vu les définitions des n°4 et 5, l'appui et
1t'appui régulier sont impossibles.,

Preuve pour ¢ = {=r-1.- Les définitions des n°4 et 5.

Nous allons poursuivre, par récurrence suivant d.

Preuve pour ¢ = f=r.- Le lemme 26, ol l'on choisit P = Pq'1, la
note qui le compléte et la relation PY = aiser P¥™ (n°4).

Preuve pour 4-r < q < .= Soit un g-plan (t,x3) vérifiant les

conditions suivantes :
r ’ -
t est régulier g

(t,xq) ne s'appuie ni régulidrement (q < s), ni semi-réguliérement

(@ =2) sur V3

(27.1) 3

L(t,xq) ne coupe pas la partie singulieére de V.,

I1 stagit de prouver que

Pq(t’§1 Aeaol gz_q) £0, ou P2 = diser Pq"'1 .
Le lemme est supposé vrai quand on y remplace ¢q par q=1 5 les

pa-1

o

hypothéses du lemme 26 sont donc vérifides quand on choisit P

ot
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vu ce lemme 26, il suffit donc de prouver ceci

(27.2) aucune des composantes algébriques de x N V(t) n'est développable.

Notons x3~ wn hyperplan arbitraire de x%. Vu (27.1) et le lemme

23,3 2°) et 3°)), llensemble des £ tangents 3 x% N V(t) est l'en-

semble de -1 o1 que (t,xq'1) s'appuie réguliérement sur V. Vu

la proposition 2 (n°5), cet ensemble appartient & 1'ensemble des (t,xq-1)
stappuyant sur V 5 plus précisément, ces deux ensembles sont identiques,
vu Que le lemme vaut si on y remplace ¢ par g-1 et vu que (t,xq-1)

ne coupe pas la partie singulidre de V, car (27.1) a lieu. L'ensemble
dos x3~ tangents & x3 N V(t) est donc défini par 1'équation exprimant
que (t,xq-1) s'appuie sur V:

-1
p¥ (t,§1 Aol €, A E) =0,

—q
Dtou (2702)0 CuQoFaD,

28, CONDITIONS IMPLIQUANT LA REGULARITY DE L'APPUL SUR UNE HYPER-

SURFACE REDUCTIBLE.- Notations.- Soit V une hypersurface de T x X 3

H

notons Vj toutes les composantes algébriques irréductibles de toutes

les intersections d'un nombre quelccnque de composantes algébriques de V

notons

r.=4imV, -dim T .
J J

Evidemment

(28.1) T, < r; et T, < rj , si Vk est une composante de Vi n Vj .

Nous supposerons qu'aucune des V. ntest développable : Sj = 4=1.

t sera dit régulier quand il sera régulier pour chaque Vj .
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Notons
a-1 .
une équation polyncmiale, réduite sur T X o2 relativement & g, expri-

—

mant que (t,xq-1) stappuie sur Vj' Si g < ,@-rj s TNCous prenons

a-1 _
Pj *1’vt1§1""’§ ¢
Lemme .~ L'équation
. -1 ~
(28.3) discr HPY (4,6, Awesh E, AE) =0

implique, quand t est régulier, l'une au moins des deux conditions que
voici
1°)  (t,x%) s'appuie sur 1'un des Vj’ clest-a-dire

(28.4) I P%(t,§1 A Y =0 ;
-3

..'/\ gﬁ,q

2°)  (%,x3) coupe la partie singuliére de l'un des V., .
Preuve.~ I1 s'agit de prouver que llensemble des (t,xq) vérifiant
les conditions suivantes est vide 3

t est régulier ;

. Q1 - Y o .
dlsch Hz_q‘g Pj (t,g1 Aevih &y o A €) =03
X J
IRt ol a-1
rijj(t,g1 AP\ gz_q) £0, ou Pj = dlSCI’waz_q Pj :

-

(t,x3) ne coupe la partie singulidre d'aucun des Vj.
Vu la définition de discr (n°2), il suffit de prouver que l'ensemble des
(+,x3) vérifiant les conditions suivantes a, dans T x I'3(X), une

codime > 1 ¢
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-
t est régulier j;

le polynome en &, II pd-! (454 Ao E, A £)s a un facteur

multiple 3

aucun des polynomes P§'1 (t,54 Aeesr Egug £) n'a de facteur

multiple ;

(t,x2) ne coupe la partie singulidre d'aucun des V:j .

\m

I1 suffit done de prouver que 1l'ensemble des (t,x%) vérifiant les condi-

tions suivantes a, dans T x I'%(%), une codime > 1 :
[t est régulier ;

il existe i et j# i tels que les polynomes en € ,

(28.5) < chf”(t,g1 Neesh €y o A £) et P%"1(...) ont un facteur commun

(+,x3) ne s'appuie sur aucun des Yy

(+,x3) ne coupe la partie singulidre d'aucun des V.

.
Or 1t'équation

-1
(28.6) BT (558, Aeei Epg N E) =0

q

-1 st wn hyperplan de x

exprime que (t,xq"1) s'appuie sur V; ; x
donc (t,xq-1) ne coupe pas la partie singulidére de V, ; vu le lemme
27, cette équation (28,6) exprime donc que (t,xq'1) s'appuie régulid-
rement sur Vi' Or (t;xq) ne s'appuie pas réguliérement sur Vi, vu
(28.5) et la proposition 2. Vu le lemme 23.3, (28.6) exprime donc que
91 st tongent & =2 N V.(t), si g-m<as sio4er;=aq,

2 n Vi(t) se compose d'un nombre fini de points et (28.6) exprime que

gq-1

X contient 1tun dleux; si q < £-r;, (28.6) est impossible.

©

?
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Les conditicns (28,5) impliquent donc que

=2 n V.(t) et x+n Vj(t)

ont une composante algébrique irréductible commune. C'est une composante
algébrique de

=0 v, (t) ,

Vk étant l'une des composantes algébriques irréductibles de Vi n Vj .

Si
igr

puie ni régulitrement (g < ¢) ni semi=-régulidrement (q = 4£) sur Vi ,

> 4, alors Qtr, > 4L et q+rj >4, vu (28.1) ; 3 ne s'ap-

Vj, Vk, vu (28.5) et la proposition 2 ; cette composante algébrique com=
mmne & xT N Vi(t), N Vj(t) et =T N Vk(t) a donc, dtaprés le lemme
23,2, la dimensicn
q + ri - L =q + ::*.j - g =4 + rk -4 3

clest impossible, vu (28.1).

8i qtr, = 4-1, alors (t,x1) stappuie sur V, 5 c'est impossible,
vu (28.5). Donc (%,x%) coupe un Vv, tel que

rk<£—2-qs

or l'ensemble des g-plans (t,x1) coupant ces V, est évidemment une
sous-variété algébrique de T x ' (X) de codimension > 1 ; donc 1'ensemble
des q-plans (t,x%) satisfaisant (28.5) est de codim. > 1. C.Q.F.D.

Lemme 28.- Si t est régulier et si (t,x%) s'appuie sur V, alors
1'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

1°)  (t,x%) stappuie sur 1'un des Vj 5

2°)  (+,x3) coupe la partie singulidre de l'un des Vs
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Preuve pour q = O.= La définition de 1ltappui (n°4).

Preuve pour q > O,~ Si 1l'ensemble des (q-1)=plans coupant la partie
singulidre de 1l'un des V'j est une hypersurface de T x e (X), alors
tout g-plan (t,x3) coupe cette partie singulitre et le lemme est &vi-
dent. Sinon le lemme, supposé vrai quand on y remplace q par q-1,
prouve que tout (t,xq"1) stappuyant sur V s'appuie sur l'un des Vj ,
si t est régulier ; vu la proposition 1 (n°4), 1'équation exprimant

1l'appui de (t,xq—1) sur V est donc
P (+) T PY (6,8, Avedr Ag)=0
oMy Ty e Sgag N5/ TP

ol PO est un polynome, # O quand t est régulier. Vu la définition
de 1'appui (n°4) et wne propriété évidente de discr., 1l'équation
expriment 1l'appui de (t,x1) sur V est donc
P_(t) diser geq ;fP‘J’:“1 (BsEq Aesar € pmq AE) =0,
Ty J
Le lemme préce’&ent achéve la preuve.

Preuve de la propositicn 3 (n°5) : les lemmes 27 et 28.
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