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EQUATIONS DIFFERENTIELLES D'ORDRE INFINI
par
André MARTINEAU

Dans le texte qui suit je développe en premier lieu l'article
"Equations différentielles d'ordre fini" (16], texte d'une conférence

donnée au deuxiéme collogque sur l'analyse fonctionnelle tenu a Liége en

19644 ’

Le but de cet article était, d'une part, de montrer que la méthode de
plongement que j'avais employée dans la démonstration du théoréme de 1l'in-
dicatrice de croissance pour une fonction entidre du type exponentiel [15]
se généralisait aux espaces de fonctions entidres d'ordre fini, et d'autre
part d'expliciter quelques résultats sur les équations de convolution. Je
corrigerai en passant le "lemme de décomposition" page 42 de [16] dont
1'énoncé était manifestement incorrect.

En second lieu je donnerai des démonstrations directes des théoréemes de
division dont j'ai besoin.

Enfin, pour les fonctions entiéres de type exponentiel je compléterai
les résultats obtenus par l'introduction d'une transformation de Ilaplace que

j'appellerai transformée de Laplace projective.

1. Notations et premidres définitions

Dans la suite V désignera un espace vectoriel complexe de dimension
finie. On notera V" pour préciser que V est de dimension n . Et par

choix d'un systéme de coordonnées on entendra un isomorphnisme vectoriel -
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(complexe) entre V et €" : si z€V, nous écrirons alors 32z = (z1,...,zn).
On notera par V' 1l'espace vectoriel (complexe) dual de V. On désignera
par fonction entiére une fonction holomorphe sur V (resp. sur V').

Soit P wune fonction continue sur V. On notera par Bp(V) 1'espa~
ce(*) des fonctions (z - f(z)) telles que ‘f(z) exp (-P(z))| tende vers

zéro & 1l'infini muni de la norme :

(1) Hf”p - sup |£(z).exp (-p(z))| ;

B est un espace de Banach., L'espace Bp peut &tre réduit & zéro ; en outre

se pose le probleme de savoir dans quelle mesure Bp dépend de o . Je
reviendrai ailleurs sur ces questions.

Dans tout ce qui suit p va 8&tre trés particulier.

a) Fonctions entiéres de type exponentiel

On se donne une norme réelle sur V c'est-&-dire une fonction »p
telle que p(z) 20, o(2z) =0=12 =0, p(u; +w,) <o(uy) +e(w,) ;

o(Au) = Ap(u) pour tout A>0. On désigne par B 1a réwnion

(2) Uu B =E .

Un élément de E1 sera dit fonction entiere de type exponentiel.

(*) Dans la suite nous noterons Bp a la place de BD(V), etCee., quand

aucune confusion ne sera possible.
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I1 revient au méme de dire qu'une fonction entidre est de type expo-
nentiel s'il existe A et K tels que :
(3) 1£(2)| < K.exp (A.p(z))

INSTITUT FOURJIER
ol p est une norme rdelle.

I1 est clair que E1 ne dépend pas du choix de p. De méme l'espace :

(4) AQO BAp = Eo

ne dépend pas du choix de la norme.

Un élément de cet espace sera dit fonction entiére de type exponentiel
zéro.

On est de méme amsné & introduire les espaces

1

(5) AU<R BAp = ER,p

espace des fonctions entiéres de type exponentiel et de p-type inférieure

1
6 N B, =E
( ) ASR Ap o,Ryp

l'espace des fonctions entidres de type exponentiel et de p-type égal a A.

Ces espaces dépendent de p. On est amené aux conventions naturelles

El,o,p = El 5 E;’p = E1 ce qui nous permettra dans la suite de faire
prendre & R les valeurs O et ® respectivement dans EZ,R, et dans
]

mR’p :

b) Fonctions entidres d'ordre fini

Nous remplagons la fonction Ap par (Ao)k ou k>1 et nous note-

rons par Ek lfespace des fonctions entiéres d'ordre k et de type moyen,
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soit @
k
EE= U B
M 150 (a0
et par Eg son sous-espace des fonctions de type zéro soit :
k
8 E = n B .
( ) 0 (AD )k

A>0
Ces deux espaces ne dépendent pas du choix de p . Nous désignerons par
Eg 0 l'espace des fonctions entiéres d'ordre k et de p-type inférieur a
9

R soit :

©) o " Dok

puis par Eﬁ R,p l'espace des fonctions d'ordre k et de p-type égal
At |
a R soit :

k
10 E = ﬂ B .
( ) o,Ryp ASR (AP )k

On a donc : Ek = Ek et Ek = Ek .
0,05p o 4,0

c) Fonctions d'ordre infini

, . o0}
Nous poserons, et ceci sera justifié dans l'avenir, E pour l'espace
[oo]
des fonctions holomorphes au voisinage de l'origine de V , EO pour l'espace
des fonctions entiéres, Ez R,o pour l'espace des fonctions holomorphes dans
9+t 94

ltouvert p(z) < R_1, E; , Pour 1ltespace des fonctions holomorphes au voisi-
9’

nage du compact p(z) <ﬁR-1.
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2., Nature vectorielle topologigue des espaces de fonctions entiéres

IEMME 1. Si A < A' 1'application identique de B(Ap)k dans B(A’p)k

est compacte.

Démonstration. Supposons d'abord k # «. Ia boule unité 8 de B(Ap)k
est compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact
de V d'aprés un théoréme de M. Paul Montel., Si fn est une suite d'élé-
ments de cette boule on peut donc en extraire une sous-suite fn s conver-
geant vers I ol foeﬁ uniformément sur tout compact. Mais e > O étant

domné, il existe R tel que o(z) > R, entraine :

(1) exp ((40(2))% - (A10(2))) < ¢/2

et RO étant fixé il existe n tel que n'>nO entraine

tfn,(z) - £ (z2)] < ¢
o
pour tout z tel que p(z) < R . Donc

[fn,(z) - £ (z)| < sup( ?zg ifn,(z) - £ (z)] +eee

k kK /0, k
eeet sup (If (2) - £ (z)!,e_(AO(Z)) .e(Ap(z)) -(8'0(2)) )<e .
|z|>r % o
0
Donc 1les £, convergent dans B(A’p)n vers f . le lemme est démon-
tré pour k # ©. Pour k = il se réduit & la propriété déja rappelée de
Montel. c.q.f.d.
On peut munir ltespace Eg o de la topologie de la limite inductive
b

des B(Ap)k ol A <R. De méme, Ek sera muni de la topologie de la

0,Ryp

limite projective des B(AO)L . Si k# o il est immédiat de constater que
ces topologies sont plus fines que celle de la convergence uniforme sur tout

compact, donc que la topologie de la convergence simple.
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D'apreés le théoréme du grapne fermé de Kothe-Grothendieck (8] il en
résulte que les topologies introduites sont les seules topologies d'espaces
£ - F pluc fines que la topologie de la convergence simple dont peuvent
8tre munis ces espaces. Pour k = o et les espaces E. resp. E
erre L e ERQP ( P O,R,p)
on considére la topologie de la convergence simple des coefficients des
séries de Taylor des éléments de E; (resp. B ) en tout point de

50 ] o,R,p
l'ensemble p(z) < R (resp. p(z) <R ), topologie moins fine et séparée
qui rend naturelles, vu le théoréme du graphe fermé, les topologies introduites

(on aurait pu faire de méme dans les autres cas).

Dorénavant ce sont ces topologies que nous considérerons.

PROPOSITION 1. Les espaces EY, Eg | sont des duals de Fréchet-Schwarts,
9t

les espaces Eﬁ 0 EE R sont des Fréchet-Schwartz.

590

Démonstration. La terminologie adoptée est celle de l'article de

Grotnendieck [7]. Je renvoie & cet article pour la théorie de ces espaces.
Ia propriété découle du lemme, of. [7].

Remargue. Il est aisé de renforcer le lemme et de montrer que 1l'appli-
cation de B{Ap)k dans B(A’p)k est nucléaire. Donc nos espaces sont méme
des espaces nucléaires [8] ce qui d'ailleurs ne m'est d'aucune utilité dans

la suite.

3. Représentation des éléments du dual 4d'un espace de fonctions entiéres.

Soit k # ©» . Désignons par CE 0 1l'espace des fonctions g continues
9

sur V et telles que |g(z).exp (-Ap(z))kl tende vers zéro & 1'infini muni

de la norme
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k
g - sup !(g.e_(Ap) Y(=z)! .

zeV
C'est un espace de Banach. Alors nous désignerons par Fﬁ R,0 1'espace :
| it ]
k
(12) n c,
A>R 700

muni de la topologie de la limite projective des CX . C'est un espace
9

de Fréchet dont je vais déterminer le dual. Le dual de 1l'espace CE o est
b

, (ap(z))* .
formé des mesures u sur V telles que ue soit une mesure bornee.

En effet si Co est l'espace des fonctions continues tendant vers zéro a

1'infini, dont le dual est justement l'espace des mesures bornées, l'appli-

k
cation Co-e CB 0 définie par g - g e(Ap) est un isomorphisme métrique
9
dont le transposé envoie C.! sur le duval de Co. Les fonctions continues
9
a support compact sont denses dans CB 0 comme on le voit par une troncature,
9

donc le dual Cé 5 de cet espace est un ensemble de mesures et l'applica=-
ki

k
tion transposée est —>u,e(Ap) . Ceci démontre l'assertion.

I1 vient alors le

LEMME 2. Soit k # ». Le dual de Fﬁ R.o est constitué des mesures
99, k
qui satisfont 3 la propriété : il existe A >R tel que p.e(Ap) soit une

mesure bornée.

Démonstration. Il suffit d'appliquer, vu ce que nous venons3 de démon-

h]

trer, et notant que le dual de Fg R,p est un espace de mesures, le corol-
99

laire 2 de Ia proposition 10 § 2 chap. IV de Bourbaki [3].
L'espace Ek apparait comme un sous-espace fermé de Fk car
0,R,0 osR,p
il est d4é€ja fermé dans ce dernier pour la topologie moins fine de la conver-

gence uniforme sur tout compact. Donc une application du théoreme de Hahn-
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Banach nous donne la

PROPOSITION 2. Soit k # « . Tout élément T du dual de E]; R, Deut &tre
9

1Y)

représenté par une mesure . telle gue lutl.exp (Bp)k soit bornée pour un

B> R au moins, c'est-a-dire que pour toute ftEﬁ R,p on a
9=+t 9

2(£) = [ £(2) 4 u(2)

et réciprogquement.

Pour k = o tout élément T du dual de Ez R,o peut &tre représen-
9ty

1

.

té par une mesure u & support compact dans 1l'ouvert p(z) < R™

Pour la représentation du dual Eg , one la
9

PROPOSITION 3. Tout élément T du dual de Eg

) (k # ») peut 8tre repré-
9

senté par une mesure u telle que Il exp (Bp)k soit bornée pour tout

B <R.

Démonstration. la restriction de T a B(Ap)k ou A <R est conti=-
nue donc provient d'une forme lindéaire continue Wy sur C(Ap)k . Convenons

d'appeler mesure de Cauchy une mesure de la forme

(13) g e T g(z) d = (dz = 4z, A...A Az )
(Ziﬂ)n i(zo) 1 n

ol v(zo) est la frontiére distinguée d'un polycylindre de centre e

On a le

IEMVE 3 (Morera). Soit k # = . Les mesures de Cauchy forment un ensemble

total dans le sous-espace (B(Ap)k)o (orthogonal de B(Ap)k) de C{Ap)k .

Démonstration. Pour cele il suffit de voir que si w(f) = 0 pour

toute mesure de Cauchy u alors f est holomorphe ce qui est précisément

le théoréme de Morera. C.q.f.d.
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Nous appliquons maintenant le procédé de lMittag-Leffler. Si
A1,...,An,... est une suite strictement croissante de nombres réels telle
que lém A =R et sionnote par | Il la norme dans C(Ano)k on remar-
que que ” ”n+1 2»” ”n dans CzAnP)k . Ayant trouvé by qui représente T
sur B(A1p)k puis u} sur B(Azp)k , la mesure (ué - u1) est orthogo-
nale a B(A o)k donc on peut lui ajouter une combinaison linéaire finie de

mesures de Cauchy Vo telle que :

o)

(14) Hué - uy - v2H1 < .

= ' — . ’r I'd - L3 >
On posera Mo B3 Vo Hpsoses U 4 ayant été choisies en sorte
que

(15) o 1

- | —_—
1 l"'1&--2' ' n-2 < 211--2

on pourra trouver ”ﬁ telle que ué représente T dans B(A o)k ° Donc

on peut trouver Vo combinaison linéaire finie de mesures de Cauchy telle

que
| - —— 'y
(16) “un n p‘n—‘l”n—1 < 2n—1 » etc..
Alors lim u_  existe dans chaque espace C) k + Si u est la mesure
n - o n (A D)

limite elle répond & la gquestion. C.q.f.d.

Je ne vois pas la possibilité d'une telle propriété pour k =

4. la série de Taylor

. k k > e I e - by
Soit fe Eo,R,o (resp. ftERgp) et considérons sa série de Taylor a

1'origine

(17) C(f) == a, .z (considérée en tant que série formelle).
o
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Posons
o
(18) Pn(f;z) = T a.z
ol=n
(On a o = (C(" 9000 g Cyn), go-/l = a1 +¢00+ erl)

alors on a la

PROPOSITION 4. Supposons que p(h.z) = |A].p(z) pour tout A complexe.

” . e ” 3 k
la série de terme général Pn(f;z), si fEEO R, ° converge vers f dans
9=t9

cet espace. On a plus précisément: si fEB(Ap)k sa série converge absolu=

N . o . k
ment dans tout B - ou A' > A ce gul entraine que si fe la
(Arp)k = ? = 4 ER,p -

série X Pn(f;z) converge vers f dans cet espace.
— n

Variante. V = Cnn Une norme o est dite Reinhardt si

iﬁ1 iﬁn

,O(e ou190009 e .U.n) = p(u190e09 un)o

Si p est de Reinhardt la série de Taylor de fEEﬁ R,0
9+t 9

espace vers f (resp. la série de Taylor de fEE? R Cconverge dans cet espa-
b

converge dans cet

ce vers f ).

Cette proposition admet le corocllaire

COROLIAIRE, Les polyndmes sont denses dans Ek, (resp. Eﬁ).

Démonstration. Prendrc pour p une norme complexe et appliquer la pro-

position.

Remarquons que cette propriété a lieu en général dans tous nos espaces
sous les seules hypothéses du début pour p, mais je ne le démontrerai pas
ici.

Démonstration de la proposition. On considére la fonction
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(19) g(z;C) = £(C.2) .
I1 vient la formule :
(20) P (£52) = 5= lg[l. &(z;0) —C%% .

Supposons que f(B(Ap)k c'est-a-dire en particulier que

(21) sup |£(z).exp - (Ao(z))k!.g 1<+ .
zeV

Ceci nous donne 3

(22) lg(z:0)] < M(4) exp (Ap(2))"

et posant R = p(z) il vient :

(23) sup [P, (£32)] < M(4).exp (4 B)"
o(z)=R

parce que p(el@z) = p(z), dtou s

(
%BQLB)_
su M(A
(24) zp p( =R ‘(O(Z))n‘ < ( ) R

- 59 -

A .
IEMME 4, Le minimum de la fonction R - QER%;jﬁl_ est atteint pour

- @k *

T Il vaut s

o

1
e k A \1/k
T

Ce type de raisonnement est classique:[13] chap. II § 5

Posons :
|P_(£52)
(25) U sup —=
oz (o(s ))
et soit

(26) o = Tim((F; )1/k 1/n)
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LENME 5. feF};Ao Squivaut 3 © = A .
9 9

Démonstration. fsB(A,p)k pour tout A' > A d'ol par le lemme

précédent

®@ < A' pour tout A' > A,
car on a :
(27) & 1/k.u;/n <man)V/B

Dans l'autre sens, supposons que ® < A. Alors a partir d'un certain rang,

A' étant donné supéricur & @ et si ©® < A" <A' ona 3

1/n e.ky1/k
(28) w /"< (55) A
dtolu

" k
(29) u] < (/R < (@A),

Calculons la norme

(30) sup an(f;Z)-exp ~ (At = .
n .

On a :

k
R, (un

et utilisant le lemme 4

k,
(31) Rexp - (AR < (—2—)/"
e.k(A")'k
d'ou
A"\n - fons
(32) A, < (K'-) pour n assez grand, ce qui montre que la série
converge.

Elle converge donc vers une fonction f(z) telle que

sup |£(z).exp - (A'p)k(z)‘ < 4+ @
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et A'> A étant arbitraire f.exp - (A‘p)k tend vers zéro & l'infini.

Démonstration de la variante. On suppose donc que V = ¢t

est une norme de Reinhardt. On pose

33 = 1

) T

puis

(34) ((lOl')']/Ol 1/‘0!‘ a !1/|0/l) .
Alors fEEk équivaut a T =4,

0,4,p

En effet, on a :

(35) u < ¥n). sup v .la |
al=n

ou #(n) est le cardinal de l'ensemble des o tels que |al

est un polyndme de la variable n.

Donc,

; n\1/k 1/k 1/k 1/n 1/n,, |1/n
36) ()T u/ < (T ) sup v, la,
d'ou

LT .

Dans l'autre sens, appliquons la formule de Cauchy & Pn(Z) =

I1 vient
P (z)

(37) o _1yn [ vveieeass S na+1 dz

2dm ¥z1‘=A1 cee |zn|=An z

9(1&1 gosoy An) =1

dtou :

u
(38) |aa|.g ;E soit laa va[ <u

et que o]
% a zd
o
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d'ol T =0 ce qui montre 1'égalité de T et de ©® dans le cas d'une norme
de Reinhardt.

3 ~ 3 ’, 3 ré a
Enfin, cette méme inégalité montre que la norme de 8,2 dans un espa-

¢ B p ol p est de Reinhardt est inférieure & celle de Pla!(f;z) donc
9

est majorée par une série de puissances convergente. Le nombre des « tels
i ’ PN ,_ e

que jo| =n étant un polyndme de n cette série est sommable, donc sa som-

me est égale a

Z( Z & oZQl) = f c.q_ofade
n “

L

Majoration des coefficients. On a les majorations

k
. i eok.A n k
(39) 8i B o onas [wl<ldl, =) /

Si p est en outre une norme de Reinhardt

1
v L]

k
(40) lagl <4l - (e};A ylal/k :

5. Application diagonale et convolution

Considérons l'application définie pour toutes les fonctions de V &
valeurs dans l'espace des fonctions définies sur V X V et que je noterai A
(41) Az (z=5(2) —~ ((u,v) »flu+v)) .

L'application A peut aussi &tre définie par la formule (41) pour les

germes de fonctions définies au voisinage.de ltorigine de V et de V X V.

PROPOSITION 5. Liapplication 4 appligue ES(V) dans E°(V X V) gqu'on

. A3
peut identifier & Ek(V) N E5(V).

Démonstration. Le cas de k = @ est bien connu, cf. par exemple [17]

p.88,
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Dans la suite nous supposons k #  ,
1) Si p est une norme sur V nous considdrerons sur V X V 1la
norme O(u,v) = p(u) + p(v).
(42) [£(u + v) < Heexp (Ap(u + v))k
< Meexp (A(p(a) + p())
< Miexp (Ac(ugv))k .
la définition de Ek ne dépendant pas de la norme choisie, la premiére
assertion est démontrée.
2) Le produit tensoriel e est stable par passage & un sous-espace
(8], [20], [21]. On sait que ¢ (Vx V) ~ co(v) %é co(v) [20] exposé.
Lt'espace CXJP(V) s'envoyant isométriquement sur CO(V) par l'application

k
fo f.e—(Ap) , en appliquant le résultat précédent on trouve

k , k k
(43) cA,p(v)éE ¢ (V) = chgB(V X V)
(44) (0, p(wsv)) = (ap()) + (Bo ()" .

Donc, By , étent formé dans o5 , auel que soit 4,0 , on en déduit :
9 9

g (Vv x V) .

BE p(v) %EB]‘]; p(v) ~ B
. $ 9 A9B
En passant & la limite inductive, ce qui est possible, notre espace étant
complet [8], on obtient le résultat. C.q.f.d.
. . . k K A Lk s
Ltidentification de T (V x V) avec T (V)’®€ E (V) combinde & A
nous permet de définir la convolution ; A devient une application linéaire

continue de EX(V) dans EN(V) %6 (V) .
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L'application transposée tA envoie les applications bilinéaires inté-
grales sur Ek(V) dans Ek(V) en particulier les tenseurs élémentaires

T® U dans Ek(V). Par définition on posera :

(45) T T = °A(T ® U)
soit
(46) (T & U(£) = (T ® U)(af).

L'espace (Ek(V))‘ apparait comme une algeébre commutative et unitaire. En
outre comme Ek(V) CIEh(V) si k <h, 1'inclusion étant dense, et comme A
définie sur Ek(v) est4la restriction & cct ensemble de & définie sur
Eh(V), (Eh(V))' est une sous-algébre de (Ek(V))'. Notons de méme que
(Ck(V))' est une algdbre et que la représentation est un homomorphisme
d'algebre, toujours parce que A est le méme.

De fagon analogue, on vérifiera :

1'application A envoie Eﬁ(V) dans E?(V X V) quton peut identifier

3 E%(V) %E E%(V). On en déduit que si

Te (BS(T))1 5 e (B(V))"
et si on pose s
(47) T4 T = "A(T® U)
(EE(V))' devient une algébre commutative et unitaire ;

(Ek(V))' est sous-algdbre de (E?(V))' .

6. L'isomorphisme de Fourier-Borel

wl : k k
L'espace © ou, si k> 1, les espaces ER,p et Eo,R,p pour tout

R > O contiennent les fonctions exponentielles (z - exp < z,u>) ot u
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parcourt le dual V' de V, < z,u > désignant la valeur de u sur 2.

L'espace E; 0 ne contient, lui, que les exponentielles u telles que :
b

(48) sup (Re < z,u >) <R
Q(Z)<1
donc l'ensemble p'(u) <R ol o' désigne la norme duale de p. Nous di-
rons que nous sommes dans le cas (2). 1a situation précédente sera le cas (1).
De toute fagon pour toute T€(E§,p)' on peut définir TZ(exp <z,u >)
quand (z - exp < z,u >) appartient & l'espace, et si Wi est une mesure

représentant T et satisfaisant aux conclusions de la proposition 3 on aura :
Tz(exp <z, u>) = f d up.exp < zu> = F7(u) .

Dans le cas (1) la fonetion u - FT(u) est une fonction holomorphe entidre
de u. Dans le cas (2) elle est holomorphe définie dans 1l'ouvert p'(u) < 1.
Posons R'=1/R, etsi R=0 R'=® , R=o R' =0, Soit k' le com-

1-+ 1 =1 et si

plément de k clest-a-dire si k # 1 k' défini par =t

k=1 k! =2 gi k== k'="1,

On a le

THEOREME 1. p étant une norme complexe, la transformation de Fourier-Borel

établit un isomorphisme entre (Eg p(V))' et Eg'(K(k) R),p,(V') ou
9 9 L]

1
)\(k) = (k.1)(k-1 & °

Pour k =1 il est inutile de supposer que o est une norme complexe

b

(c'est le théordtme de 1'indicatrice de Pdlya).
la démonstration du théoreme de ll'indicatrice de Pélya sera domnée par

une méthode nouvelle plus loin. ~Pour d'autres démonstrations cf, [15], [9].
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C'est aussi une conséquence du "Fundamental principle" de Il. Enrenpreis [5].
Donc jusqu'd nouvel ordre je suppose que p est une norme complexe.
On a le

LUME 6, L'application T - FT (dite transformation de Fourier-Borel) est

1
injective de (nggp(v))' dans Elé,(x(k),ﬁ)',p'(v') (resp. de (Els,R,p(V))'

e #1017

Démonstration. Les polyndmes sont denses dans Eﬁ,p , donc il en est de
méme des combinaisons linéaires des fonctions exponentielles telles que
p'(u) <R (dériver en u et faire u = 0f). Ceci assure la biunivocité
de la correspondance.

Pour le cas de Ek (V) on note que
o,R4p

k =K
o r,olV) = 0 (& (V)
e DR 7Y

et on définit la transformation de Fourier-Borel de

k - o '
(8 5,0 = U ()

;

par la définition précédente. Rlle est donc injective de (Ei R p(V))'
: 9-+-9

dans

k!

Kt '
AgR (® o)) r,o") = Ba).a) o0 )

si ltassertion a été démontrée dans le premier cas que je vais considérer
maintenant jusqu'a la fin.

Soit W représentant T. D'aprés la proposition 2, si k # o dans le
premier cas il est possible.de choisir pour tout B <R yu en sorte que

lulexp (Bp)k soit bornde. Considérons l'intégrale
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(49) 5 exp < zyu >.du(z) = FT(u) .

Toute dérivée partielle en u donne une intégrale absolument convergente,
donc %T est holomorphe.
On peut écrire :

a k k
(50) FT(u) = [ exp(< z,u> =~ (Bo(2))")eexp (Bo(z))*.au(z) .
\Y
Ia mesure v = p.exp (Bp)k est de masse bornée K et il faut évaluer :

(51) max Re(< z,u > - (Bo(2))*) = J(u)

p(z) =R, max Re < z,u> = R.p'(u)
ZsQ(Z)=R

ol p' est la norme duale, dfol :

(52) J(u) = mix (Ro'(u) - (B.R)k) - (géfué)k/k-1.k§_;—1

si k£1, .,
On peut écrire :

3w) = (ot ()™ iﬁﬁ?ﬁ)k/k”

donc :

k-1/%
(53) |72()| < K exp (o7 (u).B™" 1521%——-—-)k/k‘1

L ]
la constante B étant arbitraire inférieure & R.

Si nous posons :
(54) (k) =
(k-1)k'17k

on a bien

kl
ZTe R r) .
<o, (A (k).R) 1,0t (V")
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Lorsque k = 1 1'intégrale converge quand p'(u) <B donc ¥T est holo-
morphe pour p'(u) < %-, clest-a-dire avec les conventions précédentes, ap-
partient 3 E. _, ,(V'), Notons que

oR,p

k-1/k

k -1 k

ce qui montre que la formule est ainsi prolongée de fagon naturelle pour
k=1o
Si k=® , pour tout B <R il existe une mesure u 3 support

compact dans ltouvert p(z) < B telles que FT(u) = f exp < z,u > du(z)

d'olu

17T(u)| < {lu]] exp ((é)zfg_1 Re < z,u >)
soit ¢
(55) 177(w)] < fJuflcexp (B opt(w)).

Ie formule se prolonge & nouveau de fagon naturelle. Remarquons que A (k)

atteint son maximum pour %k = 2 et vaut alors 2. Le lemme est démontré.

IEME 7. Si W est un espace vectoriel gquotient de V par une application

linéaire continue wu, et si o est la norme guotient de o ,

ER (W) (zesp. E (W)) s'identifie & un sous-espace fermé de

ER p(V) (zesp. Ei 5 r‘(V)) nar ltapplication f - fou & savoir le sous-
9 9+t 9l

espace des foactions constantes sur les fibres de u.

Démonstration. Le sous~espace des fonctions constantes sur les fibres

de u est fermé dans Eg (V) (resp. mc (V) car il est déja fermé

a OR'\)
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de V dans la
situation k £ , ow dans le dernier cas, pour les topologies décrites

Juste avant la proposition 1.
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Considérons d'abord k # » . Soit f constante sur les fibres de u
et telle gue |f(z)| < K exp (Bp(z))k. Alors si g(t) est la fonction dé-

finie sur W par g(t) = £(z) ot u(z) =+, ona 3

(56) lg(t)| < Keexp (B( inf . o (2))¥ < Koexp (Bo(t))" .

Dans 1l'autre sens, si f=geu et si |g(t)l < L.exp (Co(t)) oma s

(57) |£(2)]

puisque o(z) > o(t). Il est clair que le lemme 7 résulte de ces inégalités.

le(t)] < Teexp (Co(t))¥ < Kiexp (Co(z))"

Ensuite si k = » cela résulte de ce que si f est constante sur les
fibres de u et si f est holomorphe pour p(z) < R~ alors g est holo-

morphe pour of(t) < 5,

n
ILEE 8. Le théordme 1 est vrai pour V =¢", |4, = = |z} ,

e, = P l= | .

Démonstration. Rappelons que lorsqu'on pose V = o™

on identifie V!

a ¢ la forme bilinéaire de dualité < z,u > devenant ; Zj’uj . Dans ces
conditions la norme duale de || H1 est la norme || || - ’

I1 suffit de démontrer le théoréme avec les espaces Eg,p et p = ” ”1
ou o=l -

Soit 2z - exp < z,u > une exponentielle de l'espace Eg 0 la série
9

oo
Z U

o!

est sommable dans cet espace fonctionnel donc

-

o
T(exp < z,u>) =% (%) ET .
o ol

Nous posons c, = T(za). ILa série de Taylor de FT est donc :

(o4

(58) Se 3% b ..
o o ol o o
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Soit fEEg 0 de série de Taylor % aa.za absolument sommable, donc somma-
’ o

ble, dans l'espace fonctionnel vers f d'aprés la proposition 5. En consé-

quence s

o
(59) T(f) = i T(ay.2") = 30:! ayb,

la famille des nombres o - ! aa'ba étant sommable. Réciproquement si

s, £ =% a 22 la
o

9
o
famille des nombres (a! aa’ba) est sommable, i1 est clair que

ba est une suite de nombres tels que pour toute f€E§

P . k e e,
f->% ! aa'ba définit une forme lindaire sur ER o La continuité
9

o

résultera des inégalités qui vont suivre. la transformée de Fourier-Borel
de cette forme lindaire continue est donc par (59) et (58) la fonction de
série de Taylor & l'origine ¥ bd.ua.

o

Ma jorons maintenant les ba sous la seule hypothése de convergence

de toutes les séries T o! aa,b&, D'aprées le lemme 5 appliqué avec la nor-

me || ||, il faut calculer v, .

(24 +oiot 2 )‘d! = ig{' 2

n aela] @
dtol
‘a}! ! Ia
sup P zl <1

”ZH1=1
et
(60) v. < L

D'autre part :

ol
(& Yo ? TaTT 1)
En conséquence dans le calcul du type on peut remplacer vy, par

Le type T d'une fonction f de Ek par rapport & la norme H ﬂ1 sera

donc donné par :
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(62) 7(£) = Tim (;'3‘?’%{)1/1( IZ'F '!%W!a'-

5i fsE;f cela veut dire qu'il existe un Ao tel que pour tout A tel que

Ao <A<R ona T(f) <A. Donc dés que !oz] est assez grand on a

(63) Iaa! < A'a!(ﬁ}!ﬁ)‘&’!/k. l%_!!_!_

d'aprés la formule (62).
Ia série ¥ o! a oz'boz est sommable donc il existe une constante telle
-1
i% ] S - l ' R
que o a‘oz‘ba/! <H d'ou !00[, < ot aoz! . Or on peut prendre :

2y - alol ey lol/e, Labs

3 - . 2’ ] a >
puisque A < R, car avec ce choix la série Zaa.z a pour somme d'apres

le lemme 5 un élément de E;f I
90

qe Ceci nous donne :

(64) ‘bc(‘ < M.A-!C{‘ (.i%{.)la!/k.]_&:{_?
et
(¢5) o,/ /1 °A“1(i°.’1!<)1/k'(!ai ST

On a la formule de Stirling :

-6”0:“

lalt = (L;i'-)!a! J2rlal. e 12
ou o0go(lal) <1 [2]

on tire | 1/la'|

(66) lbo!!vla!\<I~'I1/la'l.(\/2ﬂ!oz!.e 12 )
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On a bien 3
-1 k1 /x

T (/) E

A (k)

L'inégalité (66) ayant lieu quel que soit A <R il s'ensuit que

o Val
Z b ° €E£ -1 .
o ot ? Oy ()\ (k)R) i ©

- . o k! :
3 z o2 €H - ! i
Réciproquement si - boz Z o, (A (k).R) 1 {f ”m ceci veut dire que pour
tout A <R ona

(67) bl < Ma) (§°k'()fg)A)—k')‘d!/k‘.

. o . .
Si f.= g 2,2 appartient a BA"H ”1 on a 3

ol

(68) la,! < ”f”A’” I, (—-‘—-’—e‘k&Ak)lal/k°‘a|!

donc la série de terme général [oz! aoz'boz! a son terme majoré par

TN DIGNPC S
donc 3
IR R ONE N Yol
(69) IZat & o0 | < K.M(A). fHA'9” o

Ce qui montre que la forme linéaire ainsi définie est continue sur chaque

BA' I ” donc sur E}E u ‘I donc que l'application de Fourier-Borel envoie
9! -1 9 1

le dual de Elg,” H1 sur EOZ()\(k)R)-1 9” H .

w©

De fagon analogue on verra qu'elle envoie le dual de Eg ” ” sur
? o

1
Elév()\(k)R)-1 ,![ Hm + Le lemme 8 est démontré.
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Notons qu'il était évidemment possible de commencer par les inégalités
(67) 2 (69) puis d'appliquer le lemme 6. lMais nous avons voulu montrer
en outre la propriété que si la série Xa! aa.ba converge pour toute
fEEE,p ol p est une norme de Reinhardt,alors les ba sont les coeffi-
cients de Taylor de la transformée de Fourier-Borel d'un élément du dual
de cet espace. Quant a la notion de convergence pour la sér}e elle est
indifférente car on peut toujours remplacer a, par |aal.T§§T donc la

série doit toujours &tre sommable.

IEMTE 9. Soit u une application linéaire injective de V dans W, deux

espaces normés complexes de dimension finie. On suppose gque si o est la

norme de V, p celle de W, p(u(e)) = o(e) pour tout e de V.

Soit wu' l'application transposée, surjective de W' sur V'.
. ko, foi _
Si T€(E1;,R,G)' (zesp. Te(F )') on définit u(?) par w(T)(f) = T(£ o u

pour toute feES (xesp. f€E§ ). On a la formule :
osR,p 9P
(70) F(u(T)) = F(T) o u' .

Démonstration, Pour tout fleP!

F(u(T))(£') = w(T)(f » exp < £,£! >) = T(exp < u(f),f' >)

(e —» exp < e,u'(£f') > = FT ., u'(f')

[
1]

Ceq.f.d.

IFMME 10. Mémes hypothéses qu'au lemme 9, c'est-a-dire que V< W est un

sous=-espace vectoriel normé de W. L'application de restriction de

K o)y s ecti <
Eg,pcﬂ) (xesp. Eo,R,p(w)) & V est surjective sur ER,G(V)(EEEB’ E§9R90(v
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Démonstration. On peut utiliser les résultats de M. Hérmander [9]

mais ce lemme est de nature trés élémentaire. On va utiliser le résultat

suivant bien classique quand n = 1,

IEMME 11, A f holomorphe au voiginage de l'origine de W et de série

de Taylor ;‘y ao[.z on associe la série de Taylor

z (il{%)k.aa.zd = @k(f).

Soit o une norme complexe. Si feEIOC’R,p(W) (xesp. ffEl;’p(w)) @k(f)

” rd 3 "~ - N k
regroupée en série de polyndmes homogenes % (EQE .Pn(f;z) converge dans
L[]

oe] (o o] . .
Eo,R,p(w) (zesp. dans ER9p(¥‘I)) vers Sk(f). L'application f—aSk(f)

établit un isomorphisme entre X (W) et E. (W) (resp. entre
o,R,p = To,R,p

E;f p(W) et E; p(W)) qui_commute avec l'opération de restriction & un
9 9

sous-espace complexe de W ; S ne dépend pas du choix d'un systeme de

k
coordonnées.
Démonstration. Si feEk
0,R,p
e.k kyn/k
(71) w < Hf”A,p (=2=4%)/X pour tout A >R
ataprés (39), donc :
n \k n
(72) |G | < Hﬂ}A’p.A pour tout A >R
donc :
n \k
Izl(k.e) 'Pn(f’z)

est une série convergeant uniformément absolument sur tout compact de

ltouvert p(z) > R, Réciproquement si une série % Q,n(z) de polyndmes

homogénes converge uniformément sur tout compact de 1l'ouvert p(z) < R"1
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ona :

(73) su IQn(z)l < M(A).A" pour tout A >R .
p(z)<1

Donc la série de polyndmes Pn(f;z) = (-li;-;e-)an converge dans Elg R,p° Ceci

99

démontre l'isomorphisme dens le premier cas. Il en est exactement de méme
dans l'autre cas. Enfin la restriction de Pn(f;z) a V si V est une

sous-variété complexe de W est la partie homogene de degré n du dévelop-

~

pement de la restriction de f & V. Il en résulte la commutation de 1l'opé-

ration de restriction avec Sk « Un polyndme homogéne de degré n,P, est

caractérisé par le fait suivant; P(A.z) = A"P(z), parmi les fonctions
k
)

entiéres et Sk(P) = ('l-cg-e' P ne dépend pas du choix d'un systéme de coor-

données. Ceci reste vrai pour toute fonction : C.q.f.d.

Démonstration du lemme 10. Appliquant S, on est ramené au fait sui-

k

vant bien connu (H. Cartan) : si Q est un ouvert convexe (resp. un compact
convexe) de W espace vectoriel complexe de dimension finie et si V est
un sous-espace lindaire de W, la restrictiond VN Q de H(W) est
égale a l'espace des fonctions holomorphes dans ltouvert VN Q de la
variété V.

On peut donner une démonstration élémentaire de cette propriété basée
sur la représentation intégrale de M. J. Leray (formule 110) du moins dans

les hypothéses que nous venons d'adopter.

LEMME 12. Soit V C W, sous-espace vectoriel normé de W espace vectoriel

complexe de dimension finie. On note par o0 la norme de V, par o celle

de W. Les polyndmes nuls sur V sont denses dans le sous-espace des

. k
fonctions de ER,O'(W) (zesp. El;,R,c(w)) nulles sur V.
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Démonstration. Il suffit de démontrer ce lemme quand V est un hyper-

plan. On choisit des coordonnées et on suppose que V est de la forme

z, = 0. Si f entiére s'annule sur V elle est de la forme f = 2,8 -

Il reste & voir que g (W) (resp. gES _ (W)). Soit 8(r) holomorphe
Nej o,R,0

au voisinage du disque |Q| < 1. Par 1'inégalité de Schwarz on sait que :

(74) l2(c)] < lgl., sw [2(c")] .

lgr]=1
Donc, appliquant ceci & () = f‘(z1,,..,.,zn‘__1 . Q.zn) ona :
(75)  le(2)| < [g?Tp1lf(Z”“"€"zn)‘ <X exp (A(o(2) + o)
si

l£(z)] <K exp (a0(2))¥, o o= sup p((0,ee.,0,C"))

lgr]=1
ce qui assure évidemment que g appartient au méme espace fonctionnel que
f. lhintenant g est limite d'une suite Pn de polyn®mes dans Elnf O_(W)
9

k .
E i = i ° . oel elloe
(resp. o,R,o(W)) (Proposition 4) donc f lim z P C.q.f.d

LEMME 13, Soit V C W sous-espace vectoriel normé de W espace vectoriel

complexe de dimension finie, p, ¢ les normes de V et W. Soit u 1l'in-

Jjection de V dans W. Alors 9¢ (E%zc G(W))' (xesp. ®€(E1;R G(W))') est de
H 9t 9

la forme 9 = u(T) ou T€(E§,p(v))' (zesp. Te(El;,R,p(V))') si et seulement

8i 7 est constante sur les fibres de u'. Il revient au méme de dire que

®(f) = 0 pour toute fonction f de E;f (W) (zesp. de CES (W) et
- 9P o,R,p -

nulle sur V,

Démonstration. Notons par r 1'application de restriction, qui admet

(T - u(T)) comme transposée. L'application est surjective d'aprés le
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lemme 8, donc u a une image fermée car nos espaces sont simultanément des
(6Y) oudes (%Y¥) [7). “n conséquence cette image est connue par son
orthogonal, & savoir le noyau de r. Il reste & voir que ®(f) = 0 pour
toute f telle que r(f) = 0 équivaut & %3 est constante sur les fibres
de u'. Or 93(f) =0 si et seulement si d'aprés le lemme 12 9(p) = 0
pour tout polyndéme p nul sur V.

Si on choisit un systéme de coordonnées (z1,..,, znl V étant définie par
Z= eee =2 440" 0, alors F ne dépend pas des derniéres coordonnées.
Réciproquement si @ ne dépend pas des derniéres coordomnées cela signifie
que sa série de Taylor a l'origine ne dépend pas des k derniéres variables,
ce qui d'apres la formule (58) et la définition des Cy signifie que ®
est orthogonale a tous les polyndmes 27 oh « = (a1,..., dn), 1'un des
dj pour j>n -k + 1 é&tant différent de zéro, donc est orthogonale a

tout polyndme s'annulant sur V. C.q.f.d.

Démonstration du théoréme 1. Soit p wune norme complexe, on peut trou-

ver p, mnorme quotient d'une norme i§1lzil aussi voisine qu'on peut de p,
telle, var exemple, que 0 < Py < (1+€)p, cf. [15].

Nous notons ll'ensemble de telles normes Py pAT P . Soit gq 1l'ap=
plication surjective de l'espace (CN, ) H1) sur l'espace (V,p1), de pas-
sage au quotient et soit q' sa transposée, injective de (V',p{) dans
@l L)

Dtaprés le lemme 8 la transformation de Fourier-Borel établit un iso-
morphisme entre Eﬁ;“ ”1 (GN) et (Ei:(X(k).R)‘,H ”m (mN))l. Dtapres le

lemme 7 EX o (V) s'identific 3 1'ensemble des fonctions de o X (¢
H 1 9 | 1
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constantes sur les fibres de q. Soit f wun élément de cet espace. Il
k! N o
existe un élément @ de (E g (€ ' tel que # = f. Alors
© (L (x).R)",] s!m( )) ) b
] T t
nous savons que @ est de la forme q'(T) ol TEE&,(X(k).R)',p{(V ) gréce
au lemme 13, Enfin grfce a la formule du lemme 9 ona f=%FT oq , ce qui
. e et Y k
montre que ¥ est injective de (Eo,(X(k).R)',p%(v )" sur ER,p1(v)' Le
théoreme est démontré avec p{. Sa validité en résulte pour toute norme

complexe car, par exemple, du cas déja démontré, on déduit s

(76) (= ) - U E(

0,R,0 A(k).R)',or T l’(?\(k) R)t,p! °

U?D

Tous les autres cas s'en déduisent de fagon analogue. C.q.f.d.

COROLLAIRE, "Représentation de Polya"

a) si f?Eﬁ R p(V) il existe une mesure K définie sur V' telle
-9

que pour tout A < (A(k)R)', |u|.exp (Ap'(u))k soit bornée et telle gue :

(77) £(z) = f, exp < z,u > du(u) si k#o

b) sans hypothése sur k si f€ER (V) il existe une mesure u défi-

nie sur V', telle que lul exp (Ap'(u)) soit bornée pour un A supé-

rieur 3 (A(kx) R)' et telle que :

(78) £(z) = [/‘ exp < z,u > du(u) .

Démonstration. On utilise les propositions 2 et 3 sur la représentation

du duval de

Ty ) m)r 00 (1) (zesBe Qo B3 0y gy 1)

puis le théoréme 1. C.q.f.d.
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Dans ltarticle [16], j'ai énoncé un lemme de décomposition,page 42,
menifestement erroné. Il est aisé de le reformuler de fagon raisonnable.

Je m'ingpirais du classique lemme de décomposition de A.J. lacintyre, (2]

page 80,

LEMTE 14 (Macintyre). Supposons V! recouvert par des COnes convcxes

T seaes Iy de sommet de 1lorigine et d'intérieurs non vides. Soit FS le

cone dual c'est-d-dire le cbng des 2z tels que Re < z,u > 0 pour tout

wl 3 ; on notera de facon plus générale par T§ le cdne défini par :

(79) F? = {Z!Re < z.u > K ap'(u) p(z) Y uefj} .

o TV

Soit maintenant femT (V) (resp. 2B _ V). Il existe des fonctions
e o,Rep
fj telles que :

1) £=2f
y k
2) f.er: (V . T€E v
) £EE (V) (vesp. £eE. o (V)

3) fj est bornée sur F?}‘ Plus généralement si k # 1,2 ,

J

(80) l£,(2)| < %) exp (1(er)Bun ()

pour tout B >R dans le second cas;

(81) |£5(2)] < x,(8) exp (L (k) aeB)op(2))"

our un B < R dans le premier cas.

Lorsque k = 1 (81) zreste valable et on l'appliquera aux deux

situations.

Cuand k = o on doit interpréter comme suit

Dans _le second cas fj est _holomorphe outre l'ouvert p(z) <R dans
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1'intérieur de l'ensemble F? N {o(z) < 1/Ra} et dans 1'intérieur de F; .

Dans le premier cas, elle est holomorphe outre au voisinage du compact

p(z) <R, dans un voisinage de chacun des compacts Fg N {p(z) < 1/Ra}.

Démonstration. Il est commode d'utiliser la représentation de Pélya

contrairement au plan de [16].
e N k' 1 1k' ]
ina £f=7T7 oh T€(E(K(k).R)',p'(V)) (resp. Ts(no,(h(k).ﬁ)ﬁp'(v N
Si k' =o donc k # 1, il est possible dans le second cas de trouver des

Hys B telle que son support soit dans Fj et telle que lujl.exp(Ap'(u))k

s0it bornde pour tout A < (X(k).R)_1, telle enfin que p =5 b repré-
J
sente T . Nous considérons alors

fj =‘r exp < z,u > duj(u) .

Pour zeF? ona Re < z,u> < o.p(z)p'(u). Cette intégrale, si k' £ 1
donc k # o définit une fonction entidre.

On a, pour tout A < (A(k).R)!

(82) |£,(2)] < exp sup (ap(2) p'(2) = (ap*(@))') [ligeenp (40" @)
soit

(83)  Jey(a))] < (8o (R - 10

k!

' =1
< Kj(A) exp (2&1%.2__ p(Z))k

Lorsque k = ;, on voit que 1l'intégralc converge lorsque
ap(z) p'(u) = Ap'(u) = (ap(z) = 4)p"'(w)
reste négatif donc pour

A 1 “ o
p(z) < =<5 dans le cone Fj .
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Les autres cas se traitent par des modifications évidentes. la raison de

la différence de k =1 avec k fini tient & la proposition 3. C.q.f.d.

7. Théorémes de division

Je vais donner ici une méthode basée sur un argument d€ & Avanissian
(1], argument qui fut d'ailleurs initialement inspiré par B. Malgrange. Ila
" méthode que j'avais déerite en [16] utilisait, & une variable la théorie
des produits canoniques [2], puis, pour passer au cas de plusieurs variables
la structure des indicatrices de croissance. Le progrés dans la simplifica-
tion est substantiel,

Si g est une fonction définie dans le plan complexe (je n'ai pas dit
une fonction holomorphe !) nous noteroms M(g;zo,r) la moyenne de g sur

le disque de centre zo et de rayon r par rapport & la mesure de Lebesgue.

IEME 15 (module minimum). Soit G(C) une fonction entiére d'une variable

complexe [ et satisfaisant & une majoration.

le(c)] < Keexp (A(2))¥, &(0) £ 0 .

Alors, pour tout A >0 , ona :

(8)  Mlog le| 5 21 l2) 2 (B2 6(0) + vuv + (1 = G2)ar(190)(2) 1"

pour tout A' > A et |z| assez grand, précisément lz] > zo(K,A') ob

zo(k,a1) = (Roglsup(l,1))y1/k

arkopk

Démonstration. Posons vy = log lGl o Pour A' > A et si

1
2l 2 (a2, 0) &
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on a @
(85) v - (ar |2]%) <o .
Supposons ceci réalisé et posons R = (1 + K)le ou A >0 , puis
(86) v =y - (At.R)F
on a 1'inégalité :
(87) R M(y'505R) < (0 |2])m(y'szs |1 z])
car on intégre une fonction négative.
D'autre part y' est une fonction sous-harmonique, donc on a :
(e8) R (log [6(0)] - (AT.R) < B.M(y';0;R) .
I1 vient donc :
(89) 22[m(yszsdlal) - (4RI > (1 + 1) (r0g |6(0)] - (41.R)¥)
dtol
(90)  Myszih l2]) > (2 10g [6(0)] + (1 = GEENE(( + 10 a])*

C.q.f’d.

THEOREME 2 [1]. Soit F entidre dans le plan complexe. On suppose

|P(z)] <K exp (A 1zl)k. Soit G entidre telle que F/G soit entidre,

G(0) £ 0, et telle que |G(z)] < I exp (B(2))*. Pour tout A'> 4, B> B

et lz| > sup(zo(X,4' ), 20(L,B')) on a 1'indgalits :
_(dhy2
(90)t |7/6(2)] < 6] * “exp([(at(1 + 1)) + ((1 + 1)B)E((ER)P-1)1"%),

Démonstration. la. fonction F/G é&tant entidre, log |F/G| est sous-

harmonique, donc

(91) log |F/G(2)| < M(2og |F/G| 5 2,0 |2]|)
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Et il vient
(92) M(log |F/G] 5 2, |z]) < M(loglPl; z; M a]) - M(1oglGl; z,0]2]) .

Ceci nous donne, d'aprés le lemme 15, pour |z| > sup (zo(K,A'),20(L,B')) :
(90)" log |F/6(2)] < ((ar(1)) + (B)2- 1)2(m (1))9). el "

(M g |a(0)] C.q.fods

COROLLAIRE 1, Soient F et G deux fonctions entiéres définies sur V,

d'ordre fini k et de types A et B relativement & une norme complexe

p. Si F/G est entiére, c'est une fonction entiére d'ordre fini k et de

type inférieur & :

(93) 1?f[(A(1+k))k + (B(1 k))k((1+l) - 1)]1/k .

En particulier si B = 0, le type de F/G est égl & A.

Démonstration. On a des majorations

|F(z)| < K(A') exp (490(2))%, la(z)] < L(B') exp (B'p(2))"
pour tout A' >A., B' > B, Soit 2zo un point ot G(z.) # 0. Oua :

(94) o(z) - p(20) <p(z + 20) < p(2) + p(z0)

donc
p(z+20)

(95) 1im = 1 .

o(z)me  PC2)
Donc les fonctions F(z-20) et G(z-z0) sont d'ordre k et de types in-
férieurs & A et B par rapport & p. Posons (c'est la méthode de

Malgrange [13]) :
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£,(C) = F(C.(2-20))
(96) p(z=20) =1
gi(C) G(C.(z=20)) .

1]

il

On a pour tout couple A' > A, B' > B, [ assez grand mais uniformément

le (@] < xr(ar).exp (arfc])*
(97)
e, ()] < 2(B)ex» (' |C])*,

Donc, dtaprés 1'indégalité (93),
(98) Log 1£,(0)/e, (0] < (@ (1)) (522 1) (@ (1))M)[cl*

- & 10g o, _(0)]
pour |C] > (zo(K',AY), 2z o(L1,B1)) .

Donc F(z-20)/G(z-zo) est de type inférieur ou égal a :

AT ))E + (31 (a))S(ER2 1))

quel que soit A!' > 4, B*>B, A > 0. Il en est de méme pour F/G(z).
Notons par «(H) 1le type d'une fonction H.
Si B =0, A &tant fixé ainsi que A', il résulte de (93) que
o(F/G) < A*(14x) donc (99) «(F/G) <
Fais on a clairement :

(100) (G (F/ENE < a(F/6)* + a(a)F

d'ol 1'inégalité, c.q.f.d.
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Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois & n variables par
B, Malgrange (type exponentiel) et L. Ehrenpreis (ordre fini) sous la
forme : le quotient de deux fonctions entiéres d'ordre fini et type moyen
est une fonction entiére d'ordre fini et type moyen. Le cas trés utile de
B = 0 pour une variable est un théoréme de G. PSlya [18] cf. [2] p.191.

Pour une démonstration sous la forme Malgrange-Ehrenpreis de ce théo=-

réme bagsée & n variables sur la généralisation des produits canoniques

cf. [10].

8. Applications aux équations de convolution

Considérons 1'espace Ek(V)(resp. Eﬁ(V)). Son dual, comme nous l'avons
vu, est une algebre de convolution.

Soit Te (EX(V))' (resp. Te(Elo‘(v))').

Nous nous proposons de montrer que les résultats précédents ont des
conséquences importantes pour l'équation linéaire ¥ »X =Y ol
XeEX (resp. XeEﬁ)YEEk(resp . Y€E§). Ltopérateur X > ¥ 4 X est évidemment
défini par la relation :

(101) <¥ %X, 0>=<X,Tx9>.

Ltapplication transposée de X —>¥ x X est alors par définition lt'applica=-
tion @ > T 4 & de (Ek(V))' dans (Ek(V))' (resp. de (Es(V))' dans
(Eg(V))‘). La méthode que nous suivons est celle de Schwartz [19], [13].

Utilisons l'isomorphisme de Fourier-Borel.

11

F((ES(V))1) = T° (V1)
(102) { .
Z((EW))1) = EX (v1)

o
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L'application devient F ® -»%T. 0., C'est une application injective, D'au=-
tre part, elle est d'image fermée grice au corollaire du théoréme 2.

En effet si x est un point de V' au voisinage duquel une fonction
de Eg'(V') (resp. Ek'(V')) est holomorphe et si f_, est un filtre conver-
geantvers fo, é;(fa) la série de Taylor en x de f& converge vers
szo) pour la topologie de la convergence simple des coefficients. Donc
il en résulte qu'une limite de fonctions de la forme ?T.f& a sa série de
Taylor, en chaque point ol elle existe, divisible par celle de FT. Soit
ggEk'(V') (resp. gGEﬁl(V')) telle que cette propriété soit vraie en chagque
point de V! ol toutes les fonctions de Ek'(V') (resp. de Eﬁt(V')) sont
holomorphes. Alors g/T est dans tous les cas holomorphe en tous ces
points [13] et donc, si k' = =, g/TeEk'(V') (resp. g/TeEﬁ’(V')) et si
k' £, g/TEEk'(V’) (resp. g/TEEﬁ'(V')) dtaprés le corollaire du théow
réme 2, c'est-d-dire que g est un multiple de T,

Nous avons donc montré les deux propriétés. Dans Ek'(V') (resp.
dans Eﬁ'(V')):

a) L'idéal des multiples de %T est fermé, donc l'application
® »T %0 est injective et d'image fermée, ce qui entraine, nos espaces
étant soit des (P YY) soit des (¥¥), que sa transposée est surjective.

b) Sauf dans la situation de Em(V'), une fonction appartient a cet
idéal si et seulement si sa série de Taylor en tout point de V' est divi-
sible par celle de T ; dans le cas de ﬁw(V'), si et seulement si sa
série de Taylor & l'origine est divisible par celle de FT. !ais ceci,

selon Malgrange [13], veut dire qu'une telle fonction est orthogonale &
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1'ensemble des exponentielles polyndmes de 1l'équation T yx X = O. Donc cet
orthogonal est juste T »* (Ek)' (resp. T « (Eﬁ)').

I1 vient donc le

THEORRME 3. a) L'équation ¥ x X = £ ob £eE(V) (zesp. FES(V)) s

TF(Ek(V))', (resg. Te(Eg(V))') admet toujours une solution dans le méme

espace fonctionnel.

b) Toute solution de l'équation ¥ x X =0 est limite des solutions

exisonentielles polyndmes de 1'équation homogéne.

Ce théordme pour k = » dans le premier cas est di & B. lMalgrange [13].
Il est possible de préciser l'ordre de X en fonction de celui de f &

1ltaide du théoréme 2.

Maintenant, appelons opérateur différentiel (& coefficients constants)

k
relativement & 1l'ordre k, tout élément T de (E)'.

Donc un opérateur différentiel relativement & 1l'ordre k est un opé-

rateur dont la transformée de Fourier-Borel est une fonction entiére d'ordre

k' et de type zéro. Une équation aux dérivées partielles & coefficients

constants est dans ce cas quel que soit 1l'ordre.
Les raisonnements précédents s'adaptent immédiatement. Le corollaire

du théoréme 2 dans le cas B = 0 donne donc ceci :

THEOREME 4. Si T est un opérateur différentiel d'ordre infini relative-

ment & l'ordre k alors pour tout R, tout »p

K k k k
a) h * By g C:Eo,R,p (zesp. ¥ * ER,p C3ER’p)

b) 1l'application f e»¥ % £ est surjective dans chacun de ces espaces

fonctionnels
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c) les_exponentielles polyndmes du noyau sont totales dans le noyau.

Démonstration. Traitons seulement de E§ 0* L'agsertion a) est évi-
9
dente grice & 1'isomorphisme de Fourier-Borel., Ie point b) ainsi que c)

résultent des faits suivants :

(B2,o T =B iym) e 00 (V)

et wae fonction de
1
El:,(x ().R)1,pt (")

est de la forme fFT ol f appartient au méme espace si et seulement si
elle est divisible en chague point par FT, Remarquons & nouveau que ce
théoréme s'applique & toutes les équations aux dérivées partielles et a

coefficients constants pour tout k> 1 .

3 3 ~ k
Voici deux cas extrémes : k = =, resp. E est l'espace des
N Flﬁ,p (resp O,R,p) e
fonctions holomorphes au voisinageubompact o(z) < g (respect. dans 1'ou-
vert p(z) < 3-1).T est un opérateur différentiel d'ordre infini.
k=1, E% R,p est 1l'espace des fonctions entiéres de p=-type exponen-
99

tiel R. On pourra prendre pour T n'importe quel opérateur aux différen-

ces et méme, par exemple, un opérateur du type suivant

+ @
(103) T= B, 6(zn)
ou ‘KN‘ p(zN) est & décroissance plus rapide que toute exponentielle. O
aura dans ce cas : étant donné f dAdu type exponentiel et de p-type R

il existe g du méme type telle que

(104) £=3 ?\n.g(z-zn)
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la, série convergeant dans El,R,p et a fortiori pour la convergence nor-
male,
Notons que si Z%T est sans zéros il

y a unicité de la solution. Il y a évidemment de tels opérateurs non tri-
viaux, c'est-a-dire distincts du cas de la translation dés que k<2, a
savoir les T telles que #T = exp p(z) ol p est un polyndme de degré
supérieur a un.

Dans le méme ordre d'idées on a, par exemple, le théoréme d'unicité

suivant.

PROPOSITION 7. Soit ¥ une mesure positive sur B" telle que M exp Ap(x)

soit bornée pour un A, Il existe un B tel que toute solution de 1'équa-

tion B ¢« £ =0 ou fEE1 (resp. f’€E1 ) est la solution nulle. En
- - Byp == 0,B,p - —

plus, si W exp Ap(x) est bornée pour tout A > O 1'application

f U 4 £ est un isomorphisme de E1 sur lui-méme (resp. de E1
B,p 0,B,p

sur lui-méme).

Le nombre B est évidemment le rayon de la plus grande o-boule ne

contenant aucun zéro de Fu et Fu(0) > 0 donc B> 0. En exemple, prenons

2
la mesure e-IXI ol |X| est une forme euclidienne, dX désignent la me-

. 2
sure de Lebesgue attachée a la forme quadratique IX[ .

L'application
(105) G - f f(z+u)e—‘u‘2d u
2 on

(2ﬂ)n/ R

a pour inverse
1 . -lu[z 1

(106) g-e-z—-357§ f g(z+i u)e du f,g€B .

2m R

n



A. lartineau, Equations différentielles... 9§ 9 - 90 -

Dans le cas des espaces E1 (resp. E;{ ) il convient de noter que
Oylit,ep P

R
les résultats connus sont beaucoup plus complets. En effet d'apres H. Cartan
[4] wn idéal fermé dans l'ua des espaces B ... est caractérisé par sa fer-

meture algébrique donc, dans ces espaces l'ensemble des solutions exponen-

tielles polyndmes d'un systéme homogene quelcongque d!'égquations de convolu-

tions est dense dans 1'ensemble de toutes les solutions.

DEUXIEME PARTIE, Compléments dans le cas des fonctions entiéres de type

exponentiel : la transformée de laplace projective.

9. L'indicatrice projective de Fantappié

Ia lettre V désignant toujours un espace vectoriel complexe de dimen-
sion finie, P(V) sera le projectif obtenu & partir de V en lui ajoutant
ses points a 1'infini, V' gera le dual de V et P(V') le projectif
associé a V', Nous noterons par (go,z) les coordonnées homogeénes d'un
point de P(V), z€E, (€C, par (§O,§) celles d'un point de P(V').

L'hyperplan de P(V) associé a (§O,§) est défini par 1'équation :

(107) €6, + <2, §>=0

et noté par § ,

Cette correspondance sera dite dualité pour une raison évidente.
Soient z - (21,..., zn) des coordonnées choisies dans V et
g ->(§1,..., §n) les coordonnées duales dans V',

Soit ¢

fat

. S
(108) ™(z) =4 z, NoooA @ Z $(§, = (--1)Jr§‘_j d g NeeN B, AllN d g

TR

1

=1
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et soit

$(8) A 1i(z)
(<zye> + 5.)"

w(g 92) =

(109) Doy A
z (=1) gj d EAA dgj/\.../\ dg Ndaz

A..IA d Z
j=1 -

1

g n
(z1 Ep teeotom &+ §o)

la forme ® est homogéne de degré zéro en & donc dans le complémentaire
dans V X p(V') ce l'ensemble des points < 7,5 > + §, =0 elle définit
une forme différentielle. Nous orientons un ouvert Q de C° par la

condition s

1 -
Gad T4 A (=) 20
0

Soit maintenant I le bord d'un ouvert O convexe, supposé régulier,
orienté par la formule de Stokes écrite :

o =[am,

Q2 Q

A tout point z de T on associe 1'hyperplan complexe §(z) passant

par z et tangent & I, L'image par l'application z - (z,5(z)) de T
eét une variété (') de V x P(V') isomorphe & ['. On oriente cette va-
riété par transport de l'orientation de ['» Soit alors f une fonction
holomorphe au voisinage ¢e I'. On a la formule démontrée par M. Jean Leray
(1]

(10)  £(u) = () ERL ey — T a(g;a)
(2am)™ iip) ( (E.u)?

si w€Q. Nous allons 1l'interpréter.
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Soit X un compact de C°, Nous désignons par H(K) 1'espace
1_3}9m H(w) 1limite inductive, dans la catégorie des espaces localement
cgnvexes, des espaces de Fréchet H(w). Comme l'application de restriction
H(w) - H(w') est compacte si ®' est relativement compact dans w , et
comme H(K) muni de la topologie de la convergence simple des coefficients
des séries de Taylor en chaque point de K est séparé il s'ensuit que
H(K) est un dual de F:échet-Schwartz [7] (c'est méme un espace nucléaire).
Nous notons par [:K la partie ouverte de P(V') formée des hyperplans

‘S: tels que gﬂK=¢.

Soit T€H'(K). Considérons la fonction

g

o
(111) Z'_)<z,§>+§o

qui, étant homogene de degré zéro en & ne dépend que de 1l'hyperplan
défini par (€ , E).

3i §€CK clest une fonction holomoxrphe de 2z au voisinage de K,
donc elle définit un élément de H(K) que nous noterons encore

g

Q

z = <z,E> + é’o

On peut prendre la valeur de T sur cet élément.

DEFINITION (Fantappid). On désigne par indicatrice projective de T la

fonction

£ —_—

§ - (2(z - <z,5> + §o))
*

définie sur EK, et qu'on notera ‘PT .
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11 vient le

THEOREME 5: [17]. Le dual de H(K) ol K est un convexe compact, est isomor-

phe avec sa topologie forte, par l'application T - @T gui a une fonctionnelle

analyvtique T définie sur K associe son indicatrice projective & 1'espace

PO(CK) des fonctions holomorphes dans EK et nulles aux points & 1'infini de
*

CK, (go = O), muni de la topologie de la convergence compacte.

Démonstration., On a le :

*
ILEMME 16. K étant un compact quelconque, @T est holomorphe dans EK et nulle
3 1'infini.

Démonstration. On a :

1
(112) o = go.T(z.a )
<z,§>+§0

des coordonnées étant fixées. Donc si <« z,E > £ 0 on voit que QT s'annule
quand go s'annule. Ensuite, K = §1w ou les W, sont des voisinages ou-
verts de K. Si jn est l'applicat?;n canonique (de restriction) de H(wn)
dans H(K) nous noterons par Tn 1'application continue T o jn. L'espace
H(wn) est un sous-espace fermé de C(wn) 1'espace des fonctions continues sur

W, et muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Par

Hahn-Banach il existe une mesure My 4 support compact dans ®, et telle que :

(113) T () = [ fau,

pour toute feH(wn).

Considérons,si E N W, = ¢, la fonction
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]
€ » ————————
(z€w, 52 7 <z,E> + §o) .

Par définition on a

- g
_ . P © SR
QT(g) B Tn((zmyn’Z T <z,8> + §O))
d'ol
- d “‘n(z)
(114) QT(g) = gO r <Z,§> + go

qui est donc manifestement holomorphe en § NTERY €  pourvu que

n
ENo(w) =90 ou o(k) désigne le support de K. Ceci ayant lieu pour
%

tout n,%, est holomorphe dans EK. C.q.f.d.

T
*

LEMME 17. Supposons K convexe. Soit ¥ une fonction définie sur [:K,

holomorphe et nulle & 1'infini ; soit T€¢H(K) : on considdre un représentant

f de T holomorphe dans un voisinage Q de K ; soit @ un voisjnage

convexe & frontidre régulidre de K inclus dans € ; on pose :

-1
(15) () == [ g(w). e (2 H(E)) 0(uE)
4 23R 5(6) g 1 éo

Le nombre ainsi défini ne dévend que de T, donc ne dépend pas du choix de

f puis de celui de ®, et l'application T - T‘l'(?) est une forme lindaire

continue sur H(K).

Démonstration. Remarquons d'abord que l'expression a un sens. En effet,

en dehors de 1l'infini V(& )/§o est de degré -1 en §_, donc

ne~1
S (4(8)/5,)

est de degré -n en & et
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an—1

(116) o(¥)(E50) = 2 (4(E)/E,) 5(8) A T(w)

n-1
ago

2st de degré zéro en §, ce qui fait que cette forme estbien définie sun
EK privé de ses points a 1l'infini. En ce qui concerne 1l'infini, faisant
par exemple §1 = 1 aprés choix d'un systéme de coordonnées, on voit que
W(g)/go, puisque ¥ s‘angule a 1'infini, est holomorphe au voisinage de
tout point & 1'infini de CK tel que §, # 0. Il en est de méme pour

toutes les autres cartes obtenues a partir du systéme de coordonnées. Donc

1
— (= ¥(8) 2(8)
Gl3 )

o)

*
est une forme différentielle holomorphe définie sur [:K, et 1l'intégration
indiquée en (115) est possible.
Ia fonction f étant choisie, montrons que 1l'intégrale ne dépend pas

du choix de ®w, Pour cela il suffit de vérifier que si w!' C v ,

(117) [ @@ Em) = [ £(u).00)E,w) .
£(at) £(e)

Pour cela il suffit, grice au théoréme de Stokes de vérifier que 2(w‘)42(w)
est le bord d'une variété sur laquelle f£(u).w(¥)(§,u) est une forme fer-
mée,

Nous considérons un point Mo intérieur & w!., Si M est un point
sur la frontidre de ® nous considdrons la demi~droite (réelle !) issue
de Mo et passant par M, qui rencontre la frontiére de @' en un seul

point IM!.
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Si @M désigne une équation du plan tangent complexe en M a

Z(w) et §M, une équation du plan tangent complexe en M! & IZ(w!'),

an point

(118) ™+ (1-t)M 0<t <1

la valeur de §, est égale 2 (1-t).§M(M') et celle de §,, est égale

N

& t.8y, (M), donc posant :

s €.
M Mt )
() L6 T )
1 '
1'hyperplan d'équation
(120) §M(t)(z) =0

passe par M(t).
Montrons que cet hyperplan complexe ne rencontre pas K. Pour cela

—t

désignons par =, une équation réelle de 1l'hyperplan réel tangent & T (w)

en M et par EM' celle de l'hyperplan réel correspondant en M' ; alors

posant 3
t= EL
M Mt
121 = = (3 - (1=t) =
(121) M(t) (:M(Mti (1-%) Eppe (1 )

1'hyperplan réel d'équation. EM( t)(z) = 0 contient 1l'hyperplan complexe
EM( %) défini par §.M( K I1 faut voir que cct hyperplan ne- contient pas

de points de w'. Mpig @

EM! (M)

(122) -(1-%) T

<0

138
&-T:J

donc @
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2. (2)
(123) inf (=(1=t) =) > 0 .
T BT
De méme :
. (M)
U
(124) t :W,—y >0
donc
ot ()
' inf ™M
(125) (G %—@77) >0
d'ol :
(126) inf EM(,G)(Z) >0,

zg K
I1 est clair que (M,t) domme au voisinage de chaque point ol t £ 0 une
carte du lieu des points (2(%t), §M( t)) qui forme une variété I(w,w!)

de bord T(w!') - T(w)., Maintenant sur E(w,w') calculons

(127)  a(£(u)w(¥)(Esu)) = aif) A o(¥)(E5u)

n-1 n-1
+ f(u)dé(i—g—r;:a- (4/5,))9(8) A a) + £u). 2-5;1—1— (¥/5 a3 (§n(

Le premier terme est nmul car d'f A m(u) = O, De la relation S.u =0 on
déduit :

(190} atE A m(u) = 0

d'ol la nullité @a sccond et du troisiime terme. Ceci montre 1'égalité

(117,
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En conséquence T‘l’ (f) ne aépend que de f. Enfin, o é&tant donnée,

si w!'Cw, w' convexe & frontiére réguliére,

[ f).o(y)(E,m) = 7, (%)
Z(w)

est manifestement lindaire continue sur H(w). Donc T, est une forme

¥
linéaire et continue sur H(K). C.q.f.d.
Posons, des coordonnées étent choisies, cy = (z%) si TeH'(K).

On a

(129)

S lo} le]t Sz
§o+ €1 24 teaet 52 = S5k (1) ol (g;‘)

pourvu que la série converge ce qui a lieu uniformément dans un voisinage

de K si sup |§j/§o' est assez petit. Dans ce cas la série converge

aussi dans l'espace H(K). D'ol

o
=y lo) Jelt S
QT(g) - gog (-1) ot el *Ca
5o
pourvu que E soit assez prés de l'origine de V'!'. On fait alors g = 1

et @T s'exprime dans les coordonnées duales comme suit

_ lo| lelt o
(130) <PT(u) = E("” ST Gy e
*
Soit ¢€POQK). Considéronsg, pour calculer les moments Cy de T‘l’ une

sphére ( de centre l'origine et de rayon R assez grand pour contenir K
*
dans son intérieur. Pour tout §€[:Q la série de Taylor a l'origine de

*
converge, ce uniformément sur EQ. Siona:

(131) y(u) = % aa.ua
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il vient @
n-1 B ga
(132)  (=1) o r (1E)/E) =% (fel + 1)eei(fol + n-1)a ;EF; .

L'hyperplan tangent au point (21,..., zn) 4 lo sphdre Q de rayon R et

d'équation ¢

(133) R+ 8 2z =0
j=1 93

a pour coordonnées projectives :

2
(134) 8, = Ry &y

]
N
.

Cde

On a donc & calculer @

-

z
432)('“‘+n)

ne1
(135) cg = (G J1 zB§(|a|+1)...(!a|+n-1)aa

. n
(21m) a(zzi.zi.<R2)

A
n .
IRV = A AaZ)A .
eee (h%.“( 1) Zh dz1l'. A d-zh o9 dZn) W(Z)
Vu la convergence absolue uniforme de la série il guffit d'évaluer chaque

terme :

(136) A

j’ (lof+1) .o  (lol4n=1) 8 -

et 2 7 @A)

o,B B ’
B(Zzi.zi<R )

On peut appliquer la formule de Stokes le bord étant orienté comme il faut

et faire R =1 en vertu de la formule (117) d'ou :

(Jol+1). oo (lolsm=1) 40 B =@ =
(137) Ay 6 = J“ +(-1)(Ia?+:; a(z" z9(z) A n(z))

M

Z .07 .<l
J J

J=1
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(138) 2o = J Qal“()'}l'gﬁl*“) P 7 ¥ (@) A (a)
-1

N

Ceci donne, avec nos conventions d'orientation

AO{,B =0 si B=ua
(139) 1
_ n (Jof+1)...( [al+n) ol
i )\O!,Ol = =(21 ) (- 1)|a|+n (la‘-g.n)'
d'ou

(135)" cp = (0PI Bl

d'ol

o
@T (u) =% a,eu
¥ o

au voisinage de u = 0 soit :

(140) 3 =y,

La formule (115) réalise donc l'inversion de l'application définie par la
formule (112). Il est aisé de vérifier les assertions topologiques du
théordme 5 & partir de (112) et (115). Je ne le ferai pas. La démonstra-
tion du théoréme 5 est achevée. Les calculs qui précédent sont inspirés par

ceux effectués par M. Jean Leray pour la démonstration de la formule de

Cauchy-Fantappié [11].
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10. la transformation de laplace projective

Commengons par le cas d'une variable. Soit F({) wune fonction entie-

re de type exponentiel, Si D est une demi-droite issue de l'origine on

considére 1l'intégrale de laplace :

(141) [ P(¢).e™ Poac .
D

On introduit la fonction AF(Q) = lim r—1.log |P(r.¢)]. Il est classique

-+ ®
que cette fonction est une fonction convexe, positivement homogéne, [2],

clest-a-dire que

Ap(B.8) = t AL(C) si t>0

\%

/\F(z1 + 22),g AF(Z1) + AF(Z2) .

L'intégrale (141) converge absolument pourvu que s

o

(142) Re(C.p) > AR(C)  si CeD, C A0,

et uniformément absolument si Re({.p) > AF(Q) +¢lg] pourun € > 0.
Nous noterons jiD le demi-espace de convergence défini par la solution

(142).

I1 est alors connu, (2], que U TB est le complémentaire d'un convexe
D

compact I , dit diagramme indicateur de croissance de F, ce compact

étant caractérisé par la fonction

(143) hr(z) = su? (Re(p.z)) (peT ® Re(p.z) < hp(z) pour tout z ) .
€

i 4 H - = . ®
Si CPD1 O?DZ £0 ona : QD,‘ @Dz 0 dans ?D1 ﬂ?Dz donc les %

[
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se prolongent analytiquement les uns dans les autres et définissent dans
ﬁF une fonction nclomorphe LF(p) dite tfansformée de laplace de F.

Ia fonction LF(p) tend vers zéro a 1l'infini.

Introduisant la sphére de Riemann, qui est le compactifié projectif
de C , cette fonction apparait comme la restriction i EK d'une fonction
nolomorphe dans l'ouvert (KU (*) et nulle & 1'infini. Miis les points
sont des hyperplans, donc les points de EK sont ceux de EK différents

de O. L'identification est effectuée par

) p->(§,8) g +EpP=0,
g
ona p=- Eg + Il apparait 1l'intégrale :
: 1 :
3

[0)

c
(144) J]; P(C)e *1.qc

qu'on va transformer, par le changement de variable :

(145) /s, =
en :
£ .u
(146) £' F(-§1.u)/e ° .g du
(147) Dt =5,D .

Nous adoptons par raison de simplicité 1'intégrale suivante :

€ .
(148) zD’F(E) = §0,£ F(-8,.w)ee ° Ldu .

Une telle intégrale converge absolument dans l'ouvert Qg D défini par la
09
relation :
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A(—§1.u) < Re(§o.u)

*

ou u# 0 appartienta D . Mais U Qg D= CF tout point de
D °o?

*

EF est un point de convergence absolue d'une des intégrales (148). On a
le :

*
LEMME 18, CF est 1'intérieur de l'ensemble des points de convergence

absolue d'une des intégrales (148).

Démonstration. Fn effet, supposons que cette intégrale converge abso=

lument pour (D, 51, 50) et supposons §o # 0 , alors par le changement
de variable inverse de (145), et le changement de demi-droite d'intégration

inverse de (147) il en résulte gue 1'intégrale

ToB(g).eb5o/5 g

4D
converge absolument donc que le point 50/51 appartient a 73;. Rééiproque-
ment tout point de CF se transforme par (145) et (147) en un point de
convergence absolue d'une intégrale (148). Si §o = 0 1l'intégrale est

identiquement nulle, mais le point & 1'infini est toujours intérieur dans

*
(r. c.q.f.d.

*
En vertu de ce lemme nous disons que BF est le domaine naturel de
convergence d'une intégrale du type (148) et nous écrivons :
o _go.u
(149) £(8) =€ SPR(-£ .ue du
F ° 5 1
[+]
pour tout point (go, 51) du domeine de convergence ; le symbole & in-
0

troduit rappelle qu'on intégre sur une chaine arbitraire de bord
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{«} - {0} (mais 1'égalité n'a lieu que pour un choix convenable de la

ciatne).

£F est dite transformée de laplace projective de F .

La formule (149) s'étend immédiatement comme suit & un nombre fini
quelconque de variables complexes (et méme infini). Soit % = (§0, §) un
point de l'espace projectif P(V!'). L'application (u' - F(u')) étant une
fonction entiére de type exponentiel nous considérons 1l'intégrale prise

au sens (149) dans le plan complexe des 1

- @ £ b
(150) £(8) = g, % F(-§,.t)e © .4t .

Nous appelons domaine naturel de convergence dans P(V') pour cette inté-

grale 1'intérieur dans P(V') de 1l'ensemble des points de convergence na-

turelle des intégrales

€ t
g | P(E,.t)e ©uat .
D

8i T est un convexe compact de V espace vectoriel complexe de dimension

finie n, on pose hr(u) = sup Re < z,u >. la fonction (u - hr(u)) est
zel

positivement homogéne convexe, et caractérise I, c'est-a-dire que 1l‘ensem=-

ble des z€' tels que Re < z,u > < hT(u) quel que soit u est juste T.

IEMME 19. Soit F entiére définie sur V' et telle que pour tout ¢,

e>0, |F(u)| <X(e) exp (Hp(w) + € llu]) ot Ilu| est une norme arbitrai-

re sur V'. Le domaine naturel de convergence de son intégrale de Ilaplace

*
projective (150) contient [ T.
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Démonstration. Si § = @ 1t'intégrale converge. Soit meintenant

*
§d:F, mais € #© . On peut prendre comme équation pour € 1'équation

E={zl<zu>-1=0}.

On considére l'application de V' dans € définie par z - < z,u >.
L'image de I est un compact G de C et l'image de & est le point 1.
Soit Do une demi~droite telle que, pour tout v de Do on ait
hG(v) < Re(v). Cette demi-droite existe puisque 1¢G. L'intégrale :

(151) % P(u.t)e” v, at

o)

est absolument convergente car :

(152) |P(u.t)] < K(e) exp (bp(uet) + € [ulf)
et hr(u.t) = hG(t). On voit donc que :

(153) |P(uat)e™ . at] < exp (<1 |4])

ot 0<7 < (Re t =~ hG(t)) si %D . Donc § est un point de convergence
*
absolue. L'ensemble ouvert BT est donc formé de points de convergence

absolue. C.qg.f.d.

IEMME 20, Des coordonnées étant choisies, pour chague J, %%— satisfait
J

& des majorations, pour tout & > 0

oF

(154) 5= | < K(e)eAs exp (np(w) + e )
J
ol
log A= sup |hp(u)| +e( sup [lW]) .

Ji<d u.li
uJI\ 51<
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Démonstration. Par 1'intégrale de Cauchy on a :

F(u+C.)
oF _ 1. —_
(155) T ) —tag
J 3 lg.|<1} J
dJ
dtol
|ib:| < sup |P(u u. +F ., u )|
a'll AN 21 19°°°9 .j Jy +19°°°9 u.n

< K(e)oexp( sup bp(C)).(exp(e sup HI;'!()).exp(hr.(u) + ¢llul])

¢, 1= le,l=1
C.q.f.d.

LEMME 21, Dans le domaine naturel de convergence de 1l'intégrale (150) la

fonction ’EF est holomorphe et au voisinage de 1'infini coincide avec l'in-
dicatrice projective d'un élément T de (EOS(V))' admettant F = %T comme

transformée de Fourier-Borel,

Démonstration. Je ne démontrerai pas la premiére partie de ce lemme,

me contentant de faire remarquer que les théorémes usuels sur ltintégration
terme & terme d'une série, sur la dérivation sous le signe somme, s'étendent
aux notions d'intégrales introduites en (149), (150). Mais je n'ai pas
1t'intention de développer cette question. Il me suffit pour la suite de
constater que 1'inégalité (154) montre trivialement la convergence de

chacune des intégrales

L (u.t)e biat
ou.
D73
*
guand f F(-u t)e .dt converge et que uqJF Donc il est au moins sfir

que ’CF est holomorphe dans CF .
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0 o
Maintenant, des coordonnées étant choisies si F(u) = % ST U
% n .n
(156) Fl=u.t) =2 (T g7 a)(=1)" 8 .

|o|=n
Ceci donne, si u est assez petit en sorte que :

|P(<u.t)| < Koexp & |t] si A <1

[}
—
™
~
™

(157) Lp(w)

2 (_1)|a[ g!! <&

et apres homogéndéisation

(158) £o(®) = g g (el Lekt )

Or, si T est un élément de (EZ(V))' dont la transformée de Fourier-

Borel est F , et si ¢, est le o-iéme moment de T , d'aprds la formule

(58) @

donc (157) et (130) coincident. C.q.f.d.

11. Théoréme de 1l'indicatrice de croissance

la conjonction du théoreme 5 et des lemmes 19 & 21 permet d'énoncer le

THEOREME 6 (de 1'indicatrice de croissance, ou du diagramme conjugué) [2] ;

[(15]. 8i F 4éfinie sur V' satisfait 3 une majoration

|P(u)| < k(e) exp (np(w) + € {|u])
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pour tout € > 0, o ' est un convexe compact de V , elle est la trans-

formée de Fourier-Borel d'un élément T du dual de H(T).

On a la représentation de Polya : SF(g) étant donnde par (150) dans
*
(T, ona [14]

n-1
(159)  F(a) = 5re sy =< >(§EF:T (£5(8)/5,) 0(2,5)

s

ou w est un voisinage convexe arbitraire a frontiére réguliére de r.

IEMME 22 [15]. Si F est la transformée de Fourier-Borel de T ¢&lément

de H'() et si G est entidre de type exponentiel zéro divisant F ,

F/G est aussi la transformée de Fourier-Borel d'un élément de H'(T).

Démonstration. Il serait possible de se ramener au corollaire 1 du

théoreme 2. Mais il est agréable de constater que le lemme 15 fournit
directement le résultat. D'abord on peut toujours, grlce & une translation,
supposer que F/G(0) # 0 si F/G n'est pas identiquement nulle, cas

trivial. Ensuite :

(160) |P(u)] < (). exp (np(u) + elu])

|G(u)| < exp e |4

pour ![ul| assez grand entraine :

(161) log lF(u)l L(e') + nF(u) + et ]

log |G(u)| < em.]]
pour |[ul| assez grand.

On reprend les calculs du théoréme 2 et on obtient :

(162) 1log |F/G)(u)| < M(log |F|;52,M|z]) - M(log |G|;52,0]2])
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soit, en tenant compte de :

(163) hr(z +A\u) < hr(z) + k.' SE? |nF(u)l

Iz + 2l < (1) 4]

et du lemme 15 :

(164) log |F/G(u)] < L(e) + bp(u) + MM [lul] + er(141) Iy

((1+X) — 1)(141).em. 1+k)2

.log |G(0)]

Soit e donné, on prend €' < €/4 puis on peut choisir A en sorte
que
(165) MM+ et(14)) < e/4 .
Ensuite on prend €" en sorte que

(22 ) (1), < e/4

dtol
(166) log |F/G(u)] < N(e) +n (u) + ¢f|u]

pour ||u| assez grand. Il suffit alors d'appliquer le théordme 6. C.qg.f.d.

THEOREME 7. Soit O wun ouvert de V (resp, un compact convexe de V),

et D un opérateur différentiel d'ordre infini (relativement & 1'ordre © )

cl'est-a~dire tel que %D soit de type exponentiel zéro.

ma: a) P EQ)=HQ)

b) toute solution de % f =0 dans (O est limite des solutions

exponentielles polyndmes de 1'équation [16].




(1]

(2]
(3]

(4]

(5]

(6]

(7]
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Démonstration. Grice au lemme 22 on peut appliquer les raisonnements

au théoréme 4. C.q.f.d.

Remarquons, en fin de compte, que ces transformations permettent de
caractériser les régularisées semi-continues supérieurement des indicatrices
de croissance des fonctions entieres de type exponentiel. Je reviendrai

ailleurs sur cette question & ltaide d'une autre méthode utilisant la

conomologie & croissance.
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