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SUR UN NOUVEAU TYPE DE PROBLEME NON LINEAIRE
POUR OPKRATEURS PARABOLIQUES DU 2e ORDRE

par

J.L. LIONS

Introduction.

On expose ici l'un des résultats de la note [4] de G. Stampacchia et 1'A.
de la conférence. Il s'agit du probléme suivant (qui sera posé de fagon plus
générale et plus précise au nol) :

trouver w solution de

-g-% - M =f dans un cylindre Q X (0,»)

u 20 sur la frontiére latérale X du cylindre,

g%I; 0 sur % (dérivée normale dirigée vers l'extérieur)
ou _
u.ss = 0O sur %,
u(X,O) = 0,
La méthode de résolution consiste & approcher ce probléme par une famille

de problimes de méme nature mais pour des opérateurs elliptiques (c'est la ré-

gularisation elliptique ; cf. [2]) ; pour chacun de ces probléemes elliptiques,
on peut utiliser un résultat de [5] et on passe & la limite & l'aide d'estima-
tions convenables, Ceci fournit (n°2) 1'existence d'une solution. L'unicité

(nv3) diune solution "faible" est fournie par une variante d'un procédé de

[3] pour l'unicité des solutions faibles, en dimension d'espace 2, des équa-

tions de Navier-Stokes,
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Le probléme posé au n°1 est montré, au n°5, 8tre une formulation "faible"

du probleme initial ; nous ignorons si les solutions faibles sont "fortes".

1. Notations. fnoncé du résultat.

1.1. Notations.
(0 = ouvert borné de EF, de frontiere T.
H1(Q) ={v|wv, %ﬁ: € LZ(Q)’ i=1,s00y n} , muni de sa structure hilber-
tienne habituelle, Pou; simplifier 1'écriture, on posera
V=H1(Q) , H=L2(Q) .
On désigne par H-1(Q) 1'espace dual de Hé(Q) = sous espace de H1(Q)
des fonctions nulles au bord de Q.

Pour un peu simplifier - mais ceci n'a rien d'essentiel ! - on suppose

toutes les fonctions & valeurs réelles.

On pose, X étant un espace de Banach quelconque

LZ(X) = L2(O,oo ; X) = espaces des (classes de) fonctions de carré sommable
sur (0, »), pour la mesure dt, & valeurs dans X.

Si feLZ(X), on pose :

f! = %% = dérivée (distribution) de f sur JO,o[ , & valeurs dans X.

On introduit maintenant les espaces suivants :
W= {w | weL (V), w'eL (H), w(0) =0} ,

o 2 2
o= fu | L (V), wrel, (57 (@), v(0) = 0} ;

notons que tout élément w de W (donc a fortiori de W6 C:W) est p.p.
égal & une fonction continue de + =0 e-H~1(Q), de sorte que la condition

" w(0) = 0 " a un sens.



J.L, Lions, Sur un nouveau type de problime... § 1. -3 -
En fait il y a plus (et cela sera démontré au n°5) :

PROPOSITION 1.1. 81 Q a une frontitre assez réguliére, tout élément w de

W est p.p. égal & une fonction continue (encore notéde w) de t >0 - H.

Les espaces WO et W sont des espaces de Hilbert pour les normes

(o)) + [ (8)])at)?

=
=
i

=
=
!

U+ o 2 ae

(

désignent respectivement les normes dans V et H.
Si 1l'on considére l'application "trace sur T "
v 2> YV
qui applique H’(Q) =V sur H1(F), donc en particulier dans L2(T), on en
déduit une application
w > yw de LZ(V) - L2(L2(1"))

et 1l'on peut poser :

K = {w] weW , yw >0 p.p. sur I =T X (0,2)3 ,

K ={w] weW, yw>=0pmp.sur =},

On définit ainsi des cones convexes fermés dans Wo et dans W xespecti:

vement.

Soient maintenant des fonctions a, s ai,j avec

(1.1) a

o ? aij’ (i, =1,..0ym), ¢ Lw(Q X (Oym)) ’

pour chaque couple u,v ¢ V, posons
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(1.2) a(t ; u,v) = g r a (x t) au

xdx+r a, (x,%)uv dx ,
i, j=t Q

;9 Q

ce qui a un sens pour presque tout t. On définit ainsi une famille de formes

u,v - a(t;u,v), bilinéaires continues sur V X V.

On fait 1'hypothése (d!ellipticité) :
(1.3) a(tsv,v) > a”v” x>0, YvelV.

N.B. La forme a(t;u,v) n'est pas nécessairement symétrique.

A la forme a(t;u,v) est associé l'opérateur A(t) = A :

n
- 9 ou
(1.4) at) = = ax.<aij(x’t)ax.) ta, .
i,j=1 71 J

1.2. Enoncé du résultat.

THEORMME 1.1. On suppose que O a une frontidre assez réguliére pour que la

Prop. 1.1. ait lieu et on suppose gue (1.3) 2 lieu. Alors il existe un élément

u dans K et un seul tel que

(1.5) fw [a(t;u,w-u) - (u,w')]dt ;:Im(f,w-u)dt v wek
0 0

f étant donné dans L. (H).

o

Le plan sera le suivant :

n%2, Démonstration de 1l'existence d'une solution.
n°3. Démonstration de l'unicité.
n°4. Interprétation du probléme.

n°5, Démonstration de la Proposition 1.1.
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2. Démonstration de 1'existence d'une solution.

2.1. Régularisation elliptique.

Pour u,VEWo, on pose :

(2.1) ﬂe(u,V) = f: [a(t;u,v) + (u',v)]at + € fm (u',vt)dt,
0

pour € >0 fixé,
Comme

[P (wv)at =0 si veW_,
0 o}

on a, grice & (1.3) :

(2.2) n (v,v) 2o [7 [v(8)]%at + ¢ [° v (4)|%at
0 0

done

(2.3) m_(v,v) > inf (oz,e)”vﬂ; .

Donc u,v = ne(u,v) est une forme bilinéaire continue sur Wb X Ws et

donc, d'aprés le théoréme de Stampacchia [5], il existe u €K unique tel que
(2.4) m (v ,v=u ) zj‘g(f,v-ue)dt v ek .
On va maintenant établir des :
2,2, Majorations sur u, .
e 2,1, [° uPas + e [7 Jut|Pat <
0 0

(les C désignent des constantes variées, indépendantes de €).
Démonstration.

Faire v =0 (eKb) dans (2.4), en utilisant (2.3) et Cauchy-Schwarz.
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LEMME 2.2, Au sens des distributions dans le cylindre (x]O,»[, on a :

(2.5) Au +ul-eul=f.

Démonstration.

Soit @ed (Q) = fonctions ¢ et d support compact dans Q = QX]O,m[.

Alors v = u +¢ est dans Ko et (2.4) donne

m (u_,%) =fo°(f,cp)dt v e ()
drou (2.5).

LEMME 2,3. Lorsque € 0, u! demeure dans un borné de L2(H"1 Q).

Démonstration.

Ltopérateur A est lindaire continu de L2(V) - 1,2(1{'1 (Q)) et gréce
au lemme 2.1, A u demeure alors dans un borné de LZ(H-1 (Q)). Donc (2.5)

donne s

’, -1
L. L - =
(2.6) u! —eu! =f-Au =g borné de L2(H Q).

Considérons (2.6) comme une équation différentielle en ué ; 1l'unique

solution qui soit dans L2(H) est donnée par

ul = B (-:) g, ou u;(t) = J:: Ee(t-o)ge(d)dc s, t>0

avec _
1 t .
~ exp (E) si t<0

Ee(t) = 4

0 si t>0

Or

+
[ |E€(t)|dt=1 ,
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donc Iyt
haell, (a1 ()) < Mgy, -t (@)

d'oli le résultat.

2.3, Passage & la limite.

On peut, grlce aux lemmes précédents, extraire de u_ une suite u.n

telle que

up 2 u dans LZ(V) faible, lorsque T -0 ,

(2.7)
i uﬁ-% u' dans LZ(Hf1(Q)) faible (lorsque T - 0) .
Puisque uﬂeKb’ on a
(2.8) ue X .

On va vérifier que u satisfait & (1.5).

Puisque fm(ué,ue)dt =0, on peut écrire (2.4) (avec T au lieu de &),
0]
aprés une intégration par parties :
(oo} .
fo[a(t;un,\r-uﬂ) - (un,V')}dt + 1 f;(“ﬁ’v')dt Zf‘;(f,v-un)dt
ou encore

’J“;[a(t;un,v) - gy )Jat + 1 [ag,vt)at >
(2.9)7

i ;af:(f,v—un)dt + I: a(t;ﬁn,un)dt .

i
Grace au lemme 2.1, T fm(uﬁ,v')dt = 0(N%) et l'on déduit de (2.7) et
0
(2.9) que

2. a(tsu,v) - (u,v! > [P(f,v-u)dt + lim, inf, [ a(t,u;,u )dt.
(2.10) 'J:[(t ) - )]dt>.fo * Lin. i ‘? up
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Mais

lim. inf. [ a(t; dt > ¥ a(t;
N0 J’z ( ,un,un) 2N a(t,u,u)dt

et donc (2.10) donne
Jm la(tsu,v) = (u,v')]at zr(f,v-u)dt +I® a(tsu,u) dt , v vekK
0 0 0

artor (1.5) ; c.q.f.d.

Remarque 2.1.

I1 résulte de (2.5) que

Au + ut = f.

Remarque 2.2.

11 résultera de l'unicité que u (et non seulement une suite extraite)

converge vers u au sens (2.7).

%. Démonstration de l'unicité.

3.1. Les opérateurs 'I.‘?; .

On pose :
[O si tS‘}E;
Gm(t)= m(t—%) si -;;sts;%,
1 si t?% ’

1

R 1
Py = suite de fonctions C  sur Et , & support dans [- P ;l'] ’

. r
P paire , pn20 , J pn(t)dt =1.
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Si V est un élément de LZ(V), on pose :

5 v l(ae 5, 0 )

Si 1'on suppose n >2m , 1la fonction (va) * pn*pn est nulle au voi-

sinage de O (plus précisément dans (O, };-— ;21-)) On & 3

(3.2) Si vek , alors Tl;;v €K .

En effet,
= o)1 - gt * ¥t
(3.3) (T v)' = 01((8 v)xpZp ) + 6 (6 v)xp *p!)
donc

(T;nlv)' € LZ(H) (et méme € LZ(V)).

Ensuite :
- *
v v =0 ((6 yv)xp *o )

et yv =0 sur ¥ entraine yTIInlvzo sur ¥ .

%.2. Principe de la démonstration.

Soient U et u, deux solutions de (1.5), uj€K.

Alors
JK; [a(t;u1 ,w—u1) - (u1 ’W'):Idt = f: (f,w"'u1 )dt v W€K0 9
[5 [altsu, wen,) = (wy,wt)Jat > [0 (fu-uy)at ¥ wek .
Gréce 3 (3.2) on peut prendre dans la premiere (resp. 2eme) indgalité :
W = Ti uy (resp. w = Ti u1).

Additionnons les inégalités correspondantes. Si nous posons :



J.L. Lions, Sur un nouveau type de probléme... § 3. - 10 -

Xﬁ = f;[a(t;u1,T§ u2-u1) - a(t;uz,uz-Tg u1)]dt,

el Lo (5 )1+ Gy (1))

[a]

z’r'; =J: (f,’I‘i u -, + Tﬁ u, ~u, Yt ,
nous avons :

(3.4) Xﬁ+¥i;zﬁ .

Nous allons dans cette inégalité faire tendre n vers 1l'infini, puis
m vers l'infini.
%.5. Lemmes.
LEMME 3.1. Lorsque n ~>.°°, on a:

O X = rm [a(t;u ,8211 -u, ) - a(t;u,,u 0%y )Jat .

n ‘0 m2 1 2’72 "'m1

Ceci est immédiat.

LELE 3.2, Lorsque n >, on a :

yﬁ Syt 2 jo o 9;}(111 ,uz)dt .

Démonstration.

Utilisant la formule (3.%), on peut écrire :

m m
Yﬁ =Yyt T]n ’

avec
m - *
yn - J"z(emu‘l 9 (emuz)*pn*p;l)dt Jr:;,(emuz)(emu1 )*Pn Pl'l)dt ?
m _ * _ * .
T]n - J: e1;1(u ’(emuZ)*pn pn)dJc uroem(u2’(emu‘l )*pn pn)dt
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On peut supposer n > 2m, de sorte que toutes les fonctions sont nulles
au voisinage de 0 et yi peut s'écrire (on utilise ici la parité de pn) :
R = e roo ! 1
AR CER PR DRI PR INCIR RS )

Posant (Gmui)*pn = cpi, on a :

v, = - ,F:[(ca 03) + (@lyp,)lat =0 .

Comme

. m 0
lim Mo = -2 [ 6 6'(u,,u,)dt
noo b Yo mm 1772 !
on a le résultat.

On a évidemment

- i) m e, 2
LAME 3.3, Z >7Z = jo(em-1 )(f,uz—u1 )t .

On ddduit de (3.4) :

(3.5) Xm—iquazm .

On a maintenant :

LEMME 3.4. Lorsque m = ®, on a :

™ > 0.

Démonstration.

Dtapres la proposition 1.1, les fonctions uj(t) sont continues de
t>0 > H et uj(O) =0 .

Alors

2/m

Y = om [ em(u1 ,u2)dt
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vérifie :

5 |ro

!Ym 2m(f 8 (t)dt) sup. |u (t)‘. sup. lu (t)‘
tegn—] e [m—]

=1 b

< sup. !u (t)| sup. |u (£)] = o.

12 1 2
te[ ] e [

c.q.f.d.

3.4, Démonstration de 1'unicité.

I1 est immédiat que

[+0]
o —‘Fo a(t;ug—u1,u2—u1)dt,

2" 5 0.

Donc (3.5) donne, grice au lemme 3.4 :
les]
- fo a(t;u2—u1,u2—u1)dt >0

et comme a(t;v,v) Z'QHVH2, il en résulte u, =u

2 1 . C.q_-f.d.
4, Interprétation du probléme.
Montrons d'abord :
PROPOSITION 4.1. Les inégalités (1.5) équivalent & :
(a.1) j";[a(t;u,v) - (u,vt)]at >j‘;(f,v)dt v veK

(4.2) fm a(t,u,u)dt =‘f® (f,u)dt.
0 0]

- 12 =
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Démonstration.

Il est clair que (4.1),(4.2) entratnent (1.5).

Réciproquement, si u satisfait & (1.5), nous prenons (avec les notations
du n° 3)

w=T§u+v, veK .

Dtaprés les résultats du n® 3, on en déduit (4.1) par passage & la limite en
n puis en m,

Prenant v = Tﬁu dans (4.,1), on en déduit, toujours par le médme procédé,

que

[* a(tsuu)at = [ (£,u)dt ;
0 0

prenant w =0 dans (1.5), on a 1'inégalité inverse, d'ob (4.2).

On a maintenant 1'interprétation formelle suivante :

la fonction u satisfait &

(4.3) A(f)u + ut = £ dans Q = QxJ0,=[,
(4.4) u>>0 sur Y,
(4.5) %g—zo sur & (dérivée conormale) ,
A
Qu
(4.6) U. a\)A =0 sur ¥ .
(4.7) u(x,0) =0, xe Q.

En effet, on sait déja (Remarque 2.1) que (4.3) a lieu (cela résulte
aussi. de (4.1), en prenant v =+ @, peh(Q)) ; (4.4) a lieu puisque u€K,
Multipliant (4.3) par V€Ko et intégrant -~ formellement - par parties,

il vient
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ou
(4.8) - fz g;A van+ fz [a(t;u,v) = (u,v')]dt = j‘; (f,v)dt

d'ou, avec (4.1) :

[ ®vy4520 Vwk , ie. v20 sur T,
5 avA 0

etdonc on a (4.5).

Prenant v = u dans (4.8) et notant que fm -(u,u')dt =0 (formel 1) et

0
utilisant (4.2), on a :

| g—%udz=o
T “Va

du

BvA

Enfin (4.7) a lieu puisque weK .

dtou (4.6) (puisque u et >0 sur %).

5. Démonstration de la proposition 1.1.

Par partition de 1'unité et cartes locales, on se raméne au probléme ana-

logue aves

0 = {z| %R, x > o} .
Posons x!' = {X,l,..., Xn-1} et pour veLZ(Q), définissons nveLz(gn) par

v(x) si Xn >0

—3v(x',-xn) + 4v(x',-2xn) si % <0.
On vérifie tout de suite que

(5.2) ™ est un opérateur lindaire continu de H1 Q) » H1 (En) .
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Vérifions que

(5.3) T est un opérateur lindaire continu de I:I"'1(Q)"9 H_1(§n)-

En effet, si vel,(Q) et ¢e H1(1_?(n), on a :

IRF (mv) o ax =,fg v(1r*p)ax

X
mwo(x) = ¢(x) - 3¢(x',—xn) + 2p(x?,- 7?) , X1 .,

On vérifie sans peine que ﬂ*{ﬂ?(H1(3n) ; Hl(Q)) ; soit ||| sa norme.

Alors, pour VGLZ(Q), on a :

| -«
IIf*cd.Hl (Q)HLPHH1 @) <

It gy < L NI

1 ()

ce qui montre (5.3) (puisque L2(Q)), est dense dans H_1(Q)).

Soit alors u donnée avec
ueL (K () 5 el (a7 ().
On introduit
™ = U

qui dtaprés (5.2)(5.3) vérifie
ven (' (8) , ven (@)

et donc (cas tres particulier de [1]) U est p.p. égale & une fonction
continue de t >0 e'LZ(BP) et comme la restriction de U & Q x (0,») est

u, on a la proposition.
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