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SUR UN NOUVEAU TYPE DE PROBLEME NON LINEAIRE

POUR OPLRATEURS HYPHRBOLIQUES DU 2e ORDRE
par

J.L. LIONS

Introduction

On donne ici un résultat de G. Stampacchia et 1'A., suite naturelle de
1'exposé précédent ; on va montrer que (dans un sens faible précisé au n°l ;
cf. interprétation du probléme au n°5) il existe une fonction u et une

seule satisfaisant a

~

2
88 =t dans x(0,%), QC K,

3t°

-g%zo sur T = Tx(0,@), T = frontitre de 0 ,

du
avzo sur X ,

|
et

duy duy _
(at)(a\)) - O sur Z 9

u(x,0) =0, g;(x,o) =0 .

La méthode de résolution consiste encore & approcher le probléme par une
famille de problémes elliptiques (régularisation elliptique des opérateurs
hyperboliques ; cf. [3]). Les détails techniques sont sensiblement plus
compliqués que dans le cas parabolique mais de méme nature. Comme dans le
cas parabolique, on ignore si les solutions faibles sont - lorsque f est

assez réguliére - des solutions fortes.

I. Notations. inoncé du résultat.

1.1. Les notations sont analogues & celles de [1]. On suppose toutefois
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que :
a(tsu,v) = a(t;v,u) Vu, ve v (= H‘l (Q))
et que la fonction + - a(t;u,v) est une fois continfiment différentiable dans

t >0, avec

=

(1.1)  |a'(t5u,v)| < M| vl 5 Yu, vev, t>=0, a'(t;u,v)= a(t u,v) .

On introduit une fois pour toutes k >0 tel que

(1.2)  ka(t;v,v) =% at(t;v,v) > 1”v“ @ >0,t20, YvelV.

On écrira :
(1.3) a(tsv,v) = a(t;v) ,  at(t;v,v) = a'(t;v) .

On définit

W= {w|e K weL(V), okt weLy(V), 6™ el (1), w(0) =w'(0) =0}

-kt

= {w‘e‘kt w€L2(V), e -kt

wieL (1), ™% wieL (57 (0)), w(0) =w'(0) =0} ;

évidemment W CW ; noter que les conditions "w(@)=0"et "w(0)=0"

ont un sens, puisque tout weW est p.p. égal & une fonction une fois continlment

différentiable de t >0 - gt (Q) (ce qui peut &tre amélioré !). Les espaces
Wo et W sont des espaces de Hilbert pour les normes respectives
-k 2 -kt 2 ~kt 2 %
(" (e v W[+ leT w|T + | w|)at)?
0
et

(7 Q1 ) o 15 w2 67 w2 Jar)?

()
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Soit vy l'opérateur trace sur I' ", qui applique en particulier
H' Q) » LZ(I‘), On introduit
d
Ko = {w\wewo ' 3% (yw) >0 sur T}
d
e (yw) >0 au sens des mesures sur I ) et

K = {w|wew, a%;- (yw) =0 surg } .

Ce sont des cdnes convexes fermés dans Wo et W respectivement.

On désigne par

Lm,loc(x) » (X = Banach )

1'espace des (classes de) fonctions f mesurables et bornées sur [0,T],
VT<o, 3 valeurs dans X .

On peut maintenant énoncer le résultat.

1.2. knoncé du résultat.

THEOREME 1.1. On suppose a(t;u,v) symétrigue et coercive sur V ; k est

fixé de sorte que (1 .2) ait lieu. Il existe une fonction u et une seule

avant les propriétés suivantes :

(1.4) uek

~kt “kt_,
(1.5) e ueLm,loc(V) NL,(V), e eLm,loc(H) n1,(®) ,
(1.6) u(t) » 0 dans V, u'(t) >0 dans H lorsque t - O,

7 & (ur vr-aiet) + altiu,vt)Jat > [T (g, v )at
0 0
(1.7)

Vvek , f donné avec e <v f€L2(H) ,
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(1.8) | ko(]e™Mur]? + e Fa(tiu))at

- 5 e e (tqu)at = [ (e,un)at

2. Réduction du théoréme d'existence

On ve montrer dans ce N° que certaines des propriétés du Théoreme 1.1

résultent des autres. De fagon précise :

LEMME 2.1. Hypothéses du Théoréme 1.1. Si une fonction u vérifie
(2.1) ueX

(2.2)  =(Q.7) ,
et

kb2 | -2kt Lo 2kb (4 0)a
(2.3) | ¢ =klﬂ;(|e u'|” + e 7 a(tiu))dt - 3¢ @ (t;u)dt

-J%Qe-ekt(f,u')dt <0
alors u vérifie (1.4) ... (1.8) .
Démonstration.,
Soit s> 0 fixé quelconque. Soit :
0 si t<s ,
1
xm(t) = 4 m(t-s) si s<t<s+- ,

L1 si t >-s+% ’
p, = suite régularisante paire comme dans 3.0 de [1] ,
50 =y (1),
o= (G o B )%
u(t) = 3 w(o)do

On peut écrire :
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(2.4) P = ((Xmu)*pn*aln)‘ Xp = ((xﬁu)*pn*gn) Xp *

Comme e-ktquz(V) , i1 résulte de (2.4) que e-kthLZ(V) et aussi

e_kt@'eLz(V) . Puis e-ktweLZ(V) et donc W€ W, . Comme

(yr)t = (G vw) p ) X
ona: (yw'>=0 sur £ , donc weky
On peut donc choisir v =w dans (1.7) . Il vient :
fge-Zkt[—(u' ’ (Xmu' )*prll*gn) Xm"(u' ’ (xmu' )*PH*BD)X'm +

(2,5)ﬁ + 2k (ut, (gu e w6, Ixy +

+ a(t;u,(xmu')*pn*ﬁn)xm] dt ?Ige-zkt(f!“i))dt

Soient Xg et Yﬁ les ler et 4dme termes dans (2.5). Op a :
n w0, =2kt ~ .
Xm =- fo(e Xmu' ’ (Xmu-' )-x-p;l*Pn)dt ’

prenons n > 2m de sorte que toutes les fonctions écrites sont nulles au

voisinage de 0O ; alors

Xn
m

- fg((e-ZktXmu')*én ’ (Xmu')*Ph)dt

PR (TR NI (RO WL

1l

~ - 2
- 12__ Jg e 2kt %{ l(xmu‘)*pnl dt

I

n -2kt 2
et donc Xm - kjg e |(xmu')*pn] dt. Donc

-2kt

1l

o 2
(2.6) 2z [ =X + 3me terme de (2.5) = k Jo & 1xgn Dupp | "0t
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Calculons maintenant Yﬁ ;s posons d'abord :

a(tyu,v) = ((K(t)u,v)) ,A(t)es(V;V)

alors
72 = [T g s g apy) 8t
= [T )i B, o (xut)es,)) at
= o<;‘;2kt(((3"¢xmu)*pn.,(xmu' Jup,))
= [ U R (e pdap,) » ((xwdep)")) dt +
+ Yt Ny

7 =[5 ((Rxgen, = A e+ Ggdapl)) dt s

n g = - Ige_zkt(((j%xnyj*pn ’ (x&p)*pn)) at .

Mais

y?l = - j‘;(((e'Zkt[(fExmu)*pn ~ Al s )1t 5 (xudep ) dt

- 22 -

et d'aprés le Lemme de Friedrichs vectoriel, yg.e 0O lorsque n-— o .

. n £
Le premier terme de Ym peut s'écrire

f‘;’e‘m B (altilu)e)) = B at(si(xgm)ee,)Jat =

—,Fm lalt; (xdee ) = & &' (85 () ) ot
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d'ou
. n _ o =2kt 2
lim Y _IO

i [ka(t,u)- $at(t;u)lat -

(2.7)<
- fge-Zktxmx'ma(t;u) at .

De (2.5) (2.6) (2.7) on déduit, faisant n - :

0 X

(2.8) < —j:e_Zkt xi[ fur (t)l + a(tsw)] at > /,fm -2kt 2 £ ut)dt

On fait maintenant tendre m vers 1l'infini. On obtient, pour presque tout s

-

T a(s;u(s))]sf:e‘Zkt[k|u'|2 + ka(t;u) - ga'(t;u)] dt -

(2.9) 4 .
_f:e‘2kt(f,u') at = C(s) .

L

N 4 3 ?
Comme le 2&me membre est borné, on voit que u eLm,loc(H) et u€Loo,loc

)
atorr (1.5) .

En outre, d'apres (2.3) , on a :

C(s) = C<0 lorsque 8 — O
et comme le premier membre de (2.9) est >0 on en déduit que C =0
(i.e. (1.8)) et que |u'(s)|2 + a(s;u(s)) = 0 lorsque s -0 (i.e. (1.6))
D'ou le Lemme.
Conséquence. Pour l'existence, il va suffire de montrer l'existence de u

avec (2.1)(2.2)(2.3) .

3. Existence.

3.1. Régularisation elliptique.

Soit € >0 V u, VEWO on pose
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(3.1) ﬁa(u,V) = Ef:e-Zkt[(u",v“) + a(t;u',v')]dt +

+ I:e—2kt[(u",v') + a(tu,v')]at .

LEMME %.1. La forme ﬁe(u,v) est bilinéaire continue sur Wo .Ona :
~2kt 2
(3.2) ﬁe(v,v) > ej:e Llv"]® + a(t;vr)]dt +

poo =2kt 2
+Jn§e [kjv'|” + ka(tsv)-3 ar(t;v)]at .

(on a donc coercivité gréce & (1 .2)).

Démonstration.

L'estimation des termes contenant ¢ en facteur est évidente, Les autres

termes s'écrivent

-0 =2kt c 2 a
52 B vl s aelon) - 4o (i)l

dtol le résultat par intégration par parties.

D'apreés [2] :

Corollaire 3.1, I1 existe ue unique dans Ko solution de

-2kt

(3.3) ﬂg(ug,v—ue) >f°;e (f,v‘—u'e)dt v veKo .

En outre, on déduit de (3.2) , faisant v =0 dans (3.3)

e"'ktuE est borné dans LZ(V) lorsque e-0 |,
e Kby " L(H)
€
=kt
Vee ' " L2(V) ,

/’E e“ktun ] L2 (H) R
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LEMME 3.2, On a

(3.4) e—ktu"€ est borné dans LZ(H—1 ((s)) lorsque ¢ -0 .

Démonstration.

Soit e D(Q)(= fonctions C° & suppert compact dans le cylindre
Qx (0,2) ), et

w(x,t) = [* y(x,0)d0 .
0

On peut prendre dans (3.3) v = ug LW, dfow, ¥ el
e [7 &P u) 4 alepng, )t 4

. Ioo e—2kt[(u,e,’¢) + a(t;us’\y)]dt :I‘Z e-Zkt(f,llr)dt-
0

Done :
d (7% un) 4 ee ™ (t)ur + o ur + AGE) u) = 07
d'on

4, =kt t o okt <kt okt <kt
-edt(e ué)+e ul=e f-e Au -ee Aul ek e ul =g,

et g, demeure dans un borné de LQ(H.1 (Q)). Donc, comme dans [1], Lemme 2.3

on en déduit (3.4).

%.2, Passage & la limite.

On suppose, par extraction, que u, ~u dans la topologie faible de W.

On écrit (3.3) sous la forme

a€+58>y€+6

€ b

o =t jm e"2ktKu'é,v") + a(t;ué,v')]dta
0

. - f: e-2kt[<ug’vv) + a(tsu_,v')lat,
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2kt
Y, =fz e [(ul,ul) + a(t;ue,ug)]dt,

o -2kt
8, =J‘O e (f,v'-u;)dt.

1
Pour v fixé, o = 0(e2). On a par ailleurs :

B.= f: e-2kt[-(u;,v"-2kv') + a(t;us,v')]dt >B =

= ‘on e—akt[-(u' ,v'=2kv!) + a(tju,v')]dt ;
0

puis
ve =7 B g Lhayl® + alem)] - 0t (eimae -
= Jm e“zwr'[k‘u:;(’c)|2 + ka(t;ue) -3 a'(t;ue)]dt
0

d'ol

lim.inf. vy, >j‘°° e-2kt[k\u'|2 + ka(tju) =3 a'(t,w)]at =vy .
0

e~>0
Done :
B>v + Jm e-Zkt(f,v'-u')dt.
0
Posons :
L(v) =B - [ K (£,v1)at
0
C=vy - jm e-2kt(f,u')dt. (Ctest la quantité intervenant dems (2.3
0
On a :
L(V) >C v VEKO ’
donc

L(Av) = \L(v) >C Y A>0;

faisant tendre A vers O, on en déduit C< 0 (i.e. (2.3)).
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. C .
Puis L(v) 2y et faisant A >, L(v) >0 v K , i.e. (2.2) = (1.7).
Comme u = lim u_ dans W, ueGKo’ ona : uk et donc u satisfait 3

(2.1)(2.2)(2.3) = et donc, d'aprés le n°2, u satisfait aux conditions du

théoréme 1.1,

4, Unicité.

4.1. Soient u, et U, deux solutions j donc

Lj(v) = Im e—zkt[-(us,v"-2kv') + a(t;uj,v')]dt -
0

(4.1)
- [7 e (ry)at >0 ¥ vk,
0 (o]
C. = _[m e—Zkt[klu‘.lz + ka(tsu,) =% a'(t;u.)Jdt -
i J 3 3
(4.2)
- [P (put)at =0 , =1, 2.
LO D
( 1
0 si ts-n;,
Soient : 6 = ( our s~%— mu-% si tgtg2
*m X P “m"i m m> Tm
1 si t>§-{,
.
pn ’ En comme au n°2,

- Do ¥3
v ((Gmu‘.j)*pn p,08,

Vj(t) =Iz wj(c)dc ;
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on a vjeKO comme au n°2,
On peut donc déduire de (4.1) que :
L, (v2) + L2(V1) >0

ou encore

Xn+Yn+Zn+Rn>Sn
m m m m

m

) =j: e-Zkt[-(e ul ,(8 u’) *3 *pl'q) - ...(1)]dt,

B

=IZ M- 0 8 (ur, (6 ul)*p *o ) - ... Jat,

o =2kt ~
Zy = 2 [ e ot (0m 05 0y) + oo Jot,

— =2kt . 1 )wE *
R —j‘: o™ lalt38 u,, (8 ul)¥s %o ) + ... Jat,

= -2kt tat) Y¥*q *3
Sz _on e (f,(em(u1+u2)) o, pn)em dt.

0
Mais
=2kt ~
X = -__rz [(e™% u1)¥5 ,(8 us)*o!) + ... Jat =
- "Zkt * * =
_-I ((e u,i) pn,(emué) pl:l) 4 ee. Jdt =
-2kt d
=-f 6 ut*p ,(8 ul)*p )dt =
= - & [7 (0 ut )%, (8 p )%, Jat.
0

(1) Au cours de ce calcul, par ... nous désignons le terme déduit du précédent
par échange de u, et U, .
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et donc, lorsque n =« ;

n ~2kt o2
X > X _-2kJ"°° (uf,up)at .

On vérifie tout de suite que, lorsque n - w ,

Yoy =22 rw e”aktee'(u’,u t)dt ,
m m [y
0
n ® <2kt 2
2, ~> 2 =4k v[‘ e em(u{ ,u’Z)dt ,

0
o s :.-Jm 21d;(f u'+u')9 at .
m m
0
Admettons un instant le
LEMME 4.1, Lorsque n —=>o on a

>R =€rm Zkt 2 =2kt
m m 0

o [2kaltsu, yu,) - at(t5u, yuy)Jat - 2 [‘°° 6 81a(tsu, ,u,)dt.

On obtient alors :

Xm+Ym+Zm+Rm>Sm

soit :
I 62 2kt[2k(u toul) + 2ka(tiu, ,u,) - at(tyu, ,u,)]dt -
“O < 1 2 1 2
—Zkt
(4.3) 4 -2 j’: 6 8! [(us,ul) + a(tsu, yu,)lat >
> [762 (¢, utvut)at
m
L 0
Mais -

‘ rw -2kt 6 6'[(u1,u ) + a(t u1,u )]dtl

< (consta.nte)[sup, |u{ (t) | +SUp. |ué(t)|

u, (6)]] «sup.[Ju, (¢)]} ],
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tous les sup. étant pris dans [-:I;, -El-] , et grice & (1.6) ceci =0 avec
On déduit donc de (4.3), lorsque m - o 3
0 —2kt
fo [2‘{( ,l,u') + z’tca(t,u1 2) - (t,u1,u )]dt J: e 2kt(f u +u')dt.
Donc, utilisant (4.2) :

rf*’-’ e"ﬂ2kt[

c, +C, -
12"0

2k(u ,ué) - 2ka(t;u1 ,u2) - za.'(t;u,l ,u2)]dt +

w -2kt
+ fo e (f,u;+ué)dt <0
i.e.

-2kt 2
f: e [k(u{»ué) + ka(t;u1-u2) -3 a’(t;u1 -uz)]dt <0
d'ol, utilisant (1.2), u, - u, = 0. c.q.f.d.

4.2, Démonstration du Lemme 4.1,

Avec les notations du n°2 ;

= [P m 0 )95, (8 udd%o ) + ... Tas
0

= 7 V(o Yo, (0 s )4p ) + v Tab

0
Done
2o R pn
mn m m
avec
_j & [(((e v, )%, (8 u)*!)) + ... Jat,
e
= [7 PPy Mo, (81u)% ) + o Tat,
0
et
n o =2kt i
pm -2 f e OmeIIl a(t,u,l ,ug)dt, n->o,

0
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Reste donc & montrer que

(4.4) = —>_f: &2 [oka(tsu, yu,) = &t (5u, ,u)) Jat
Mais

r;ll = 1r + rn ,
ol

s I LR ((Om, )% )y (8, )%01)) + ... Tat,

2n _ o -2kt * - * %*
S ((CTE A N R CER I
Or d'apres le Lemme de Friedrichs vectoriel déja utilisé :
7 LS (725 ((Feo_u, )% = (8w )% )T, (8w, %0 )) + vuu Jdt 0
o b m1’ Pn m/ P/l gt/ Py

lorsque n > .

Donc
lim r* = 1lim 1rn (si la limite existe) ;
n ->oo n —->o o
or
tn_ po =2ktrd . * * . * * =
T "Io © [dt a(t,(emu1) Pp? (emuZ) pn) - a'(t,(emu1) pn’(emuZ) pn):'dt -

= [° & axa(t5(0_u, V%0, (8, u)%p ) ~ ar(t3(8.u, )*e (0 my)*p ) Jat
0

dtou (4.4) et le Lemme 4.1.

Ceci acheve la démonstration du Théoréme 1.1.
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5. Interprétation du probléme.

On va vérifier que u vérifie (certaines conditions étant formelles) :

(5.1) u" + Au = £ dans le cylindre QJ0,=[ ,
(5.2) (ya)t 20 sur T,
(5.3) _g% >0 sur Z,
A
(5.4) (yu)! %%Af 0 sur T,
(5.5) u(x,0) =0, u'(x,0) =0.

Tout d'abord (5.2) et (5.5) résultent de 1'appartenance de u & K.

On a vu dans la démonstration du Lemme 3.2 que

4, -kt -kt ' ~kt, _
e 35le u€)+ce Al o+ e (ue-!-AuE f) =0

dtour (5.1) en passant & la limite.

Multipliant (5.1) par e.2ktv’ et intégrant par parties, on trouve

(5.6) [ e -(ut ,ve2ert) + altsu,vt)Jat + [ (=2 )vran = [Pe™ (e, v )at
0 bX A 0

d'ou en tenant compte de (1 ) ¢

Ju
(= )vtdz >0
“rz ovy

d'ou (5.3). Si 1l'on prend v! =u' dans (5.6), que l'on intégre encore par

parties et que l'on utilise (1.8), on obtient
[ & uiaz=o
Z A

dtol (5.4) et le résultat.
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