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INFGALITES ASYMPTOTIQUES DANS L2

par

Francois TREVES

On sait le r8le que jouent les inégalités de Carleman dans la théorie
des dquations aux dérivées partielles lindaires (existence et unicité de
solutions, unicité dans le probléme de Cauchy et dans le prolongement des
singularités). L'emploi de fonctions-poids convexes, ou bien pseudoconvexes
au sens de HYrmander, a permis de démontrer un type assez spécial d'inégalités
de Carleman, qui se rattachent & la forme suivante :

0 i T‘pl j‘ e2Tf‘P(p)u‘2dx<CJ‘ esz‘Pu‘zdx .
D

Ici P est un opérateur différentiel d'ordre m >0 , défini et & coefficients

€® dons un ouvert O de B° ; f est une fonction réelle, disons e ’
dans Q . Nous désignerons systématiquement par p, q, etc... des vecteurs
de B* & composantes entieres >0 , c'est-a-dire des "n-uples",., Si XygenesX
est un systéme de coordonnées sur R , et si l'expression de 1l'opérateur P
dans ce systéme est
Dp 1.9 s =1 )
P(X,D) = z a (X) ) (D. =':"a y Jd= 9 eoey I ’
o) J T 19x,
pl<m 3
14 ; (a) () :

nous utiliserons la notation P‘*/(x,D) , ou P , pour désigner

1ltopérateur différentiel dans Q
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1 -
(3/a0)¥(x,D) =5 __ B _a (x)pP74
P79 (p-q)t P
(o ppq signifie pj;;qj pour tout j =1, ..., n).

Bonvenons de dire que 1'indgalité (1) est yraie daps Q pour un

nombre T30 &'il existe une constante CZ0 telle qu'on ait (1) pour toute

fonction uﬁf%?(ﬂ) , et que 1'indgalité (1)estyraie dans Q pour tout T grend

gi (1) est vraje dans Q pour tout T au moins égal & un certain nombre

TO;>O de telle sorte que la constante C soit indépendante de T>Ty

Nous dirons aussi que (1) est gemi-globalement vraie dans  (resp.

localement vraie dapns Q ) si (1) est vraie sur tout sous-ensemble ouvert
relativement compact, Q' , de Q , i.e. pour tout Q'cc QO (resp. si tout
point de () possdde un voisinage dans lequel (1) soit vraie).

Des inggalités de Carjeman de la forme (1) sont apparues pour la
premidre fois (& ma connaissance) dans le Chapitre 4 de Tréves [1] ol il est
démontré que (1) est vraie daps R pour tout T3>0 quels que soient
1topérateur différentiel & coefficients constants P = P(D) et la forme
gquadratique définie positive, f. Dans ce cas, la constante C ne dépend que de
la forme quadratique f et du degré m de P . L.Hormander a utilisé epsuite
des modifications et généralisations diverses de ce résultat dans ses articles
[1], L2] sur 1'unicité du probldme de Cauchy. Les résultats du Chapitre VIII
de Hrmander [3] sont tous basés sur des indgalités du type (1) . Celles-ci

conduisent Hérmander & introduire 1'importante notion de pseudo-convexité




F. Tréves, Inégalités asymptotiques dans L2 . - 52 -

(ou de pseudo-convexité forte) par rapport & un opérateur différentiel. Il n'est

pas inutile de rappeler de quoi il s'agit, dans un cas simple : par exemple

dans le cas d'un opérateur différentiel & coefficients constants P = P(D)

On considére 1l'ensemble Ny(y(Q) des vecteurs complexes de la forme E&+iT grad £(y)

EeR" y, T>0 , |§\2+T2 #£0 , qui satisfont 1'équation caractéristique

Pm(§+i7grad f(y)) = 0 et tels que 1l'on ait, lorsque T =0 , < grad Pm(g),

grad f(y) > =0 . Notons ensuite ﬁy 1'adhérence de N_ dans le complémentaire

de l'origine dans " et posons, pour zeC” ’

n 2
fz(y;z) = T é—iii)-z.g

s T ik °
Jok=1 axjaxk

Autrement dit, 3z~ fz(y;z) est la forme hermitienne sur C" définie par la

hessienne de f au point y . On dit alors que f est fortement pseudoconvexe

par rapport & P si pour tout yeQd et tout geﬁy , On a

(2) £,(y;2 (¢)) >0 .

Remarquons que ceci implique, entre autre choses, que les caractéristiques de

P qui appartiennent & N_ soient toutes simples. Les éléments de §_ , ce

sont les caractéristiques de P qui interviennent dans le probléme : poser

qu'elles doivent &8tre simples a pour conséquence (fort habituelle dans toute
la théorie des équations aux dérivées partielles) que tout va dépendre de la

rtie principale de P, P . Cela a aussi pour conséquence, comme il n'est
pa D P ’ m p ’
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pas difficile de vérifier, 1'inégalité suivante (valable semi-globalement
dans Q pour T grand)

(3) 5 2ElaD- 12T 0 20 < 0 1Pl 12T 2(0)y 20y
Q p

Si la fonction f est fortement pseudo-convexe dans Q , 1'indgalité (1)
est alors vraie, semi-globalement, dans Q , pour T grand. En combinant
(1) et (3) on obtient ce cas particulier des inégalités du Chapitre VIII
de Hérmander [3] ,

@) 21D 2 50 20 < ofe?™ pufax
Q

I1 est d'ailleurs intéressant de voir que ce résultat admet une réciproque
(toujours dans le cas ou P = P(D) est & coefficients constants) : si_les

caractéristiques de P gqui appartiennent & ﬁy dont simples (pour tout

y¢Q) et si (1) est vraie localement dans Q pour T grand, alors f est

nécessairement fortement pseudoconyexe par rapport & P . On trouvera une

démonstration de cette réciproque dans le Chapitre VIII de Hormander [3] .
Bien entendu, Hormander ne se limite pas au cas des coefficients
constants. En fait, sa méthode de démonstration repose sur un changement g <
de variables : il transforme ainsi f en une fonction lindaire, ce qui
exige que grad f ne s'annule en aucun point de Q ; il utilise ensuite
la transformation de Fourier. Cette méthode est fort différente de celle de

Tréves [1]. On voit qu'elle ne "récupére" pas le cas ou f est une forme
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quadratique et Q un ouvert rencontrant le sous-espace vectoriel de R™

o grad £ =0 , Mais il n'est pas difficile de donner une démonstration des
inégalités du Chapitre VIII de Hormander [3] qui, en s'inspirant des méthodes
de Tréves [1] , permette de lever 1lthypotheque que grad £ ne doive jamais
stannuler - du moins dans le cas o P est elliptique (et bien entendu, aussi
dens le cas o P est & coefficients constants) ; pour cela, voir Harvoy [1]
et Treves [2] .

Pour terminer ces quelques considérations "historiques", signalons que
les inégalités d'énergie, pour les équations hyperboliques et paraboliques,
sont équivalentes & 1'inégalité (1) lorsqulon choisit pour f une fonction
lindaire (les inégalités d'énergie semblent plus fortes - meis ce n'est 1a
qu'apparence - ce qui n'empéche pas, bien slr, que ce soient les formes les
plus fortes qui soient les plus intéressantes 1.

Le temps semble &tre venu de lever la restriction que les caractéris—
tiques déterminantes, c'est-a-dire les caractéristiques de la forme

E+iT grad f(y)
et certaines de leurs limites, doivent &tre simples. Je me suis efforcé
de trouver des conditions suffisantes assez générales . (et mdme nécessaires,
si possible !) pour que 1l'on ait encore une majoration (1) - sans cette
restriction. Cela semble tres difficile, méme dans le cas, auquel je me
suis limité, ol les coefficients de l'opérateur différentiel sont constantes.
Dans ces exposés, j'énoncerai un théoréme qui fournit une telle condition
(Théoréme 1). Cette condition est de nature algébrique : elle ne porte que sur

le polyndme P et l'exposant f de la fonction-poids (plus précisément sur
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L]

les valeurs de f dans Q ) ; elle est, en outre, invariante par le groupe

de transformations qui intervient ici, c'est-d-dire le groupe affine. Elle
présente toutefois un inconvénient majeur : elle semble tres difficile a
vérifier, en dehors des cas déja plus ou moins connus. J'espere qu'elle

pourra servir d'instrument d'investigation des propriétés des opérateurs 3
caractéristiques multiples et conduire éventuellement & des conditions, elles
aussi algébriques, mais plus humaines! Cependant, ®'il s'avérait que son
exploitation se heurte & des difficultés inmurmontables, cela signifierait

sans doute que la direction choigie était mauvaise -~ peut-8tre méme que 1'étude
des inégalités (1) n'est pas intéressante. Cette éventualité n'est certes pas
a exclure. Mais il est peut-étre trop t8t pour se décourager. Il resterait
d'ailleurs & expliquer pourquoi des inégalités de Carleman du type (1) ont
fait leur apparition et ont joué un rdle important en divers points de la
théorie des EDP lindaires (cf,e.g. les inégalités démontrées dans Tréves [2] ,
Ch. II, qui portent sur un opérateur différentiel de la forme P(z, 3/3z) ,
avec z = (Zl’ cer, zv)ecv 2 R% - ici 2y = n - et sur une fonction f , en
exposant, qui est strictement pseudoconvexe (au sens de la théorie des
fonctions de plusieurs variables complexes). Rappelons d'ailleurs (cf. Tréves
(1], ch. IV, [3], Appendice C) qu'a 1l'origine des inégalités du type (1)

il y a des identités qui traduisent des relations de commutation fondamentales.
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§ 1. Invariance. Passage du local au global. Reduction au cas ou la fonction-

poids est l'exponentielle d'un polynome.

Nous commengons par une remarque d'invariance. Bien que nous ayons
- . rd N 7 n .
utilisé un systeéme de coordonnées dans R~ pour formuler la majoration (1)
sa validité locale (ou semi-globale) ne dépend pas des coordonnées choisies.

Si (1) est locelement vraie dans Q et si T est un diffé-morphisme de

R , alors (1) est localement vraie dans T lorsqu'on rermplace f par

103 %ms £ (x) = £(T7'x)

et l'opératevr P par 1'opérateur

o T T
gc (1Q) 3ums Pru = (Plu™ )) .
Pour vérifier cette assertion, il suffit de remarquer 1'équivalence entre la

validité localc (ou semi-globale) de (1) dans Q , et le fait suivant :

(%) Pour tout ensemble de r fonctions @ dams Q

? g“ g *°cey gr
(rz1), et pour tout ouvert Q'ccQ , il existe C>0 telle que 1'on ait,
i ——

pour toute fonction uefgw(ﬂ‘)
C

?

IR [0 ), 8], -eoe, IulPaxe ofe®™ | muj%ax

Nous avons employé la notation habituelle : [A,B] = AB ~ BA (gj désignant
ici 1'opérateur multiplication par la fonction g;j), Signalons que lorsque
le difféomorphisme T est un automorphisme affine de R" , la valigité

globale de (1) dans Q (pour T3>0 domné) est équivalente & sa validité
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globale dans TQ lorsqu'on y remplace f par £ et P par pT (pour 1a
mépe valeur de T ) .

Il est temps sussi de remarquer que la validité locale de (1) pour

T grend implique sa validité semi-globale (aussi pour T grand). Ceci se voit
aussitdt en utilisant une partition de l'unité, Mais en choisissant avec soin
la partition de 1'unité (en particulier, en la feisent dépendre d'une certaine
fagon, que nous allons maintenant préciser, de 7 ), on peut obtenir quelque
choge de plus, qui ve éclairer le rdle des facteurs T[p{ au premier membre
de (1). Ces facteurs T]p' constituent 1'un des traits distinctifs des

inégalités (1) ; pour mieux le voir, considérons les majorations suivantes :

(S)k T Tz!p"/kfez'rf]l’(p)uledxé Cfesz[Pulzdx .

Ici, k sera un entier > 1 ; pour k=2 , on obtient 1) .

0
Posons, pour x ¢Q ,

fk(x;xo) =[ [Z<k-1§' (x=x")P (B/ax)pf(xo) .
pl<x P

Supposons que (S)k soit vroie localement dans Q (pour une certaine valeur

de T ). Soit p>0 un nombre assez petit pour que 1l'ensemble

1_
K+

}

Soit contenu dans . Pour x dans l'ensemble (6) , on cura

(6) {x ;|x-xol<p'r

O[k+1 <K T-.1 i<a!

lf(x)—fk(x;xo) I< Ky | x—x of P y
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et donc, si le support de u est contenu dans (6) ,

2|p[/kf 2Tfk(X;XO) (p) 5 ZTfk(x;xO)

2
(1) =t [P u|"ax<cfe |Pu|"az .

Cette implication (5)k=(7) admet une sorte de réciproque, que nous allons

énoncer et démontrer soigneusement.
Soit d un nombre > O ; nous noterons Qd 1'ensemble des xeQ2

dont la distance a CQ est > a4 . MNous ferons 1l'hypothése suivante :

(8) sup X |Dpf(y)] <+o pour tout 4>0 .
Yk | p) et

I1 est cleir que (8) est automatiquement vérifide si Q est borné.

PROPOSITION 1.~ Supposons que (8) soit vérifide. Pour tout 4 >0 , il

existe un nombre R > 0 ayant la propriété suivante :

. 0
Supposons que la majoration (7) soit vraie pour tout = €y et

toute fonction wuc 6: (Q) avant son support dans la boule

(9) {z ; ‘x—xol < RT-1/k} ,

avec des constantes T et C

1 indépendantes de xo ; Supposons de plus que

(10) rrf¥<q

b

(10‘) Rk+1 T—1/k<1 .

Alors la majoration (5)k est valable dans G .
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Démonstration

En vertu de (10), l'ensemble (9) est contenu dans un ouvert Qd,

avec d'>0 . I1 résulte alors de (8) gue si x est un point de (9) ’

on aura

1
|f(x)-—fk(x;xo)ts X Rk+1'r_1nE .
On peut choisir la constante K indépendamment de XO . 31 on tient coumpte
de ceci dens (7) , on voit que la majoration (5)k est vraie dans
ltensemble (9) , avec une constante C indépendante de xo . I1 reste &
déduire de 1ld que (5)k est vraie dans Qd .
Cela se fait & l'aide d'une partition de 1'unité {gi} (j=1,2...)

dans %3w(Rn) ayant les propriétés suivantes :

(11)  Pour tout J ,

diametre (supp gi) <:R'r—1/k .
(12)  Pour tout j , il existe v entiers j' # j (et pas plus !)
tels que

supp gi N supp gi' £ g

l'entier v ne dépend que de la dimension de l'espace .

(13)  Pour tout n-uple p , il existe Kp:> 0 tel que, pour tout xcR"

S P 3()12 -2|p| _2|p|/k
Zia |DPe’ (%) ] <KR T

La constante Kp ne dépend que de p et de la dimension n de l'espace.



2
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Soit Q wun opérateur différentiel & coefficients €% dans Q ,

d'ordre < m . La formule de Leibniz, combinde avec (13) , implique

(14) £ [ |aledn)|® ax < ki {fe"™ fou|Pax + R-zo'rzlpl/kfe27le(p)u|2dx}
5=1

D'autre part, la propriété (12) implique

(15)  [o?|aj%ax = 5 [e?™aled) ol wax < (v1) [’ faedn)|® ax .
) J

J,J!
Nous sllons appliquer (14) avec Q=P et (15) avec szr‘pl/k?(p)
J

u , j=1,2,ee., et

En appliquant aussi (B)k avec u remplacé par g

ueBZ(Qd) , ce qui est 1égitime en vertu de (11) , on obtient

ZTz‘PE/k'JﬁGZTflP(P)ulZdX < CK’(\)-H ){neZTflPulde +
b

+ R-p2§072ipl/kfe'?TflP(p)ulde}

-2
I1 reste & s'assurer que si R—se , CK'(1+v)R - - 0 . En vertu de (12)
et de (13) , K'(1+v) ne dépend que de la dimension n de l'espace et de
l'ordre m de P . Quant & C , les considérations du début de la démons=-

tration montrent qu'on peut prendre

_xH = /x
0 C1 e21\'R T < 01 e2K ,

en vertu de (10t)

CeQeFeDy
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La philosophie de la Proposition 1, c'est que la validité de (5)k

dépend du développement taylorien d'ordre k de f au voisinage de
chaque point de Q . En particulier, la validité de (1) va dépendre du
développement taylorien d'ordre deux de f au voisinage de chaque point de

Q . A partir du parsgraphe suivant, donc, nous nous bornerons & considérer
le cas ot f est un polyndme du second degré (i coefficients réels), Il
suffirait d'ailleurs, en principe, de n'étudier la validité de (1) que dans
un voisinage d'un.point. Toujours en vertu de la proposition 1, le diametre
de ce voisinage pourra tendre vers zéro avec 1/t , pourvu qu'il reste

grand par rapport a 1//7r_ .

§ 2. Upe identité portant sur les polynbmes différentiels et les formes

quadratigues.
Nous nous proposons d'étudier les majorations (1) lorsque

f(x) = <,x>+ Q(x)

ot N est un vecteur (du dusl) de R™ et Q une forme quadratique (&
valeurs réelles) sur B . Nous supposerons désormais que P est un
opérateur différentiel & coefficients constants sur r" » l.e4, un
polyndme différentiel. Posons alors, dans (1)

-7f
u=ve ’

ce qui donne

(17) ZTip“HP(p)(l}rin')u‘zdxé, cﬂP(min')u\de ,
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ol nous avons utilisé la notation
f' = grad f =N + grad Q «
Notre but est d'obtenir des conditions "algébriques" suffisantes pour que (17)

soit valable, dans un certain ouvert Q , pour T grand, A cette fin, nous

utiliserons une identité exprimant

(18) [ 12(D + iv£1)u|ax

comme combinaison linéaire de produits hermitiens

[ P(p)(D_in')u P(q)(D-in')u dx

Ici P désigne le polyndme obtenu en remplagant chaque coefficient de P

par son complexe conjugué ; notons que l'opérateur

B(P) (pirsr)
est 1tadjoint formel (pour le produit hermitien de L2 ) de 1'opérateur

En essayant dtexploiter une expression de (18) nous nous inspirons de la

méthode du Ch. IV de Tréves [1] ; nous verrons au paragraphe suivant a

quoi cela meéne, Pour le moment, calculons l'expression en question. Pour
cela (et afin de préserver l'invariance par le groupe affine), il est bon

d'employer des notations tensorielles.
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Soit V un espace vectoriel de dimension n sur le corps des

complexes., Soit €1y sees en une base de V ., Les produits tensoriels

e = ®...Q¢
o a aa

forment une base de l'espace vectoriel des tenseurs homogenes de degré
d (entier;; 0) lorsque o = (a1,...,aa) parcourt l'ensemble des multi-

indices de longueur d , clest-ad-dire des systemes de d entiers o, tels

que 1< oa Ln .

Nous noterons alors Ga la coordonnée dtordre ¢« de e(d) dans cette base

(a)

<] = % eaga ,
EE
ol ‘al est la longucur du multi-indice « . Considérons alors la forme
hermitienne définie par la forie quadratique Q ; nous noterons aussi Q

cette forme hermitienne. Supposons qu'elle s'écrive, dens la base {83}1 <£j<gn’

n
= 5 c¢. 2.3

On peut définir (de fagon intrinsdque) 1'extension de la forme hermitienne Q

. . d
aux tengeurs homogénes de degré d ; cette extension sera notee Q( )

Si d>1 , lrexpression de cette extension par rapport a la base

(

e ) est
*lal= @
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(a),,(a) -
Q/( c
o 7) RS o6%%8

ol l'on a posé

Cc = C see C °
B eby %Py

d
Pour d =0 , 9( ) est un nombre complexe, soit 2z ; on pose

RO

Soit P wun polynfume & coefficients complexes, en n lettres Xﬁ,...,)cn ?

si o= (ozl y ooy ozd) est un multi-indice, nous posons

ﬁ@@>=@@%)uxya%ﬁm).
1

. n
Nous prendrong, comme espace vectoriel V , le dual complexe de R~ ,
. R s n
i.e., ltespace des fonctions linéaires, & valeurs complexes, sur R~ .
Considérons une forme quadratique réelle & & n variables, une fonction
© by I - Iy \ s - 3 . . k4 - r

%3 u & décroissance rapide & 1'infini, ainsi que toutes ses derivees,

' \ . n - . ’ n
clest-a~-dire uftf(ﬂ‘) « Utiligons les coordonnéees Xj dans R~ ; ces
coordonnées peuvent &tre considérées comme une base de V . A partir de
cette base, nous pouvons construire une base {xog de 1'algébre tensorielle

sur V o:si of g, Xa = xcl1 ...xoa ; x¢ =1 .

Nous désignerons par

(19)  PDmii st ) ulx) , =

le tenseur homogsne de degré d ayant pour coordonnées, dans la base
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(x ) , les nombres
* |o|=a

() (i g 1 () )ulx) .

On vérifie facilement que nous avons bien défini ainsi un tenseur, évidemment
s . n fpe s .
symétrigue. Lorsque x varie dans R, (19) définit un champ tensoriel,

que nous noterons naturellement
P(d)(mi 3t

Nous considérons aussi le chemp tensoriel (symétrique, homogine de degré d )

_IS(CU (D-i &' )u .

Nous pouvons enfin énoncer 1'identité que nous avions en vue :

IEME 1, - Soit P un polvndme & coefficients complexes, & n indétermindes.

Soient & une forme quadratique réelle & n variables, u une fonction

803

4 décroissance rapide & 1'infini, ainsi gue toutes ses dérivées, On a :

d
(20)  [ip@+ g ufPax =5 4 [ e DED 0 g .
d>0 a!

Ce lemme est une extension trés simple du Lemme 4, de Tréves [t].

Nous allons en domner (ou plutdt en esquisser) trois déuonstrations.

Démonstration n° 1.

- - ’ 0 n \
Par un changement de variables linéaires dans R on se ramene au
ng 9

cas ou la forme & est une somme de carréds positifs ou négatifs,

@) a0 = x| ),
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avec  x = (x',x",x") , x'= (x1,...,xr) , X" = (Xr+1""’xr+s) ,

xM = (Xr+s+1""’xn) . Le couple d'entiers (r,s) est la gignature de la
forme quadratique @ .
On part de 1'identité évidente 3
s 2 Sl s 2
|p(e+ig '(3))|° = |B(g - ia'(y))|" £,y o

On multiplie les deuz mcmbres de cette égalité par |6(§,y)l2 ’

R

ou
< £,x>
#(g,y) = [ 5 v(x,y)ax
et

Y
v(x,y) = u(X)e—'X-y‘ .

En appliquant la formule de Plancherel, nous obtenons 3
-2|x~ [2 2
fe y ]P(D+2i(x—y) + i@'(y))u(x)l dx =

2
=fe"2"‘"‘y| |’15(D+2i(x-y) - ié'(y))u(x)lzdx .

-

On

o

2(x-y)+8' (y) = 2(x-y)=e!(x-y) + &'(x) ,

2(xmy )2 (y) = 2(x=y)+2' (x-y) - 8'(x) .
Dtailleurs :

2(x-y)-8" (x-y) = 4(x"y")

2(x-y )8! (x=y) = 4(x'y') .

Nous avons donc
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" ] 2
P(D+2i(x-y) + i8'(y))u(x) = P(D+:i.§'(x))(e’2‘X () ,

2
- - 1oy?
F(D421(x-y) = 18" (5)ulx) = T~ () (25T u())
Si on utilise alors la formule de Leibniz, on peut écrire, en posant
tr=x'-y' , t"=x"=y" , t=x-y ,

(23)  P(D+2i(x—y) + 18'(y))u(x) = L,,! t,,( ~2t" )p(P )(D et (x)u(x)
p"

1

pn tl( -2t )P(p )(D 1@'(x))u(x) .

(24)  B(D+ei(x-y) - 18'(y)ulx) =%
pl

Posons

2 2
_1 t . p -2t
Hp(t) = -—P'. e D (e ) .

Les formules classiques poyr les fonctions d'Hermite donnent @

4|l

(5) [l < w2,

(26) pr(t)Hq(tSdtzo si pAaq .

Si on tient compte de (23) et (24) dans 1'égalité (22) , onm

obtient

5 pr,,(t)Hq,,(tSP(p")(D+i§')uP(q")(D+i@'):1 dx =

pll ’ q"

= 3 jH (*c)’77c)?£>(p )(D m’)u?(q )(D i )u ax .

p',q’
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Ici, comme dans (23) et (24)

’

Pt = (p‘l’.“’pr’o""io) y p" = (C,..4,0, I‘-F1’."’pr+s’o"“’0) ’

et de méme pour q' , q" . Si 1l'on tient compte de (25) et de (26)

, on
obtient ¢
O é—};—,—-!-ﬂP(p")(D+i@‘)u|2dx -5 %g:-lﬂ?(p')@-i@’)u]zdx :
" . ' .

Cette identité (27) implique facilement (20) : il suffit de raisonner par
récurrence sur le degré de P , (20) étant 4vidente lorsque ce degré est nul.

I1 suffit, alors, de remplacer, dans le premier membre de (27) , les termes

I‘P(p")(D+i§>')ul2d-X , " ;é 0

’

1
par leur expression que domne (20) lorsqu'on y remplace P par P(p )

Démonstration n° 2

Cette démonstration, ainsi que la suivante, est basée sur une identité
abstraite, que nous allons maintenant énoncer. On considére 2n éléments
AI""An’ .'B,l seeey Bn d'un annesu (/'6 , lequel possede un élément unité,
noté I ; d'ailleurs, cet'anneau J6 est une algébre sur le corps des
complexes, On fait 1'hypothese que les Aj et les Bk satisfont aux

reletions de commutation suivantes
[a558,,] = (BB, ] =0 pour tous j, J', Kk, k' ;
(28) [_Aj,BJ.] =1 opour tout j =1, «eep, n 3

LAj,Bk] =0 sij#k .
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On peut alors considérer des polyndmes en les Aj (resp. en les Bk) :

P(A) =% a AP (resp. Q(B) =L b B q)
p P q 2

’

P
oY, comme d'habitude, AP=A11...Ain , etc... Sous les conditions (28) on a :

() a@e@) = sl L PR
. .

La démonstration est extrémement simple : comme (29) est bilindaire par
rapport aux polynomes P, Q, il suffit de 1ltétablir pour P(4) =AM
et Q(B) =BY on p et v sont des n-uples ; on raisonne alors par récur-
rence sur les longueurs |u| et |v] .

Ceci dit, on remarque que (20) est continue par rapport a & et
qu'il suffit donc de la démontrer lorsque & est non dégénérée, c'est-a-dire
lorsque r+s=n . On suyppose alors que & est sous la forme (21) . On

choisit
1 . .
A = 21 ( —D é) ’B k 2 (D +Dk§) s 1 '_V"I ]

ou 6k=1 si 1<k<gr et ekz -1 si rI<<k<r+s . On vérifie aisément que
les relations (28) sont satisfaites. Nous prendrons

P(X) = R(2iX) , Q(X) = R(2iX',-2iX") , i =/4,
Ici R est un polynome quelconque & n indéterminées. On a :

P(a) = R(D-D3) , Q(B) = R(D+D3) ,

et 1'on voit que Q(B) est 1'adjoint de P(A) . On a donc
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22 ()P (5) = (21)2121 (1) 12"[2(P) (0 JP) (pame)

et en remplagant dans (29)

?

(30)  R(D+D3)R(D-D3) = x(~1)IP \4L ‘R(p)(D D8)FP) (D4Ds)
D

I1 suffit de faire opérer les deux membres sur u et de prendre le produit

2 ,
scalnire (ay sens de L° ) du résultat avec u . On obtient exactement (20)

avec R au lieude P .,

Dénonstration n° 3

Ceci est une variante complexe de n® 2 ; nous nous bornerons a en
esquisser 1'idée, On suppose que & est non dégénérée et on effectue un
changement de variables C-linéaire pour ramener 1'extension holomorphe de ¢
dans C" (notée encore & ) & la forme (21)2 +...+(zn)2 .

On choisit alors

_ 1S = (9
A, = 2(azj 2zj) , B = E(a 2 2zk) .

Les relations (28) sont satisfzites et on déduit de (29) , en remplagant

P(A) par P(2a) et Q(B) par Q(-2B) ,

l \ o

Q(é- +22)P(& sk 3 P)(—— 2Z)Q(P)(- +22)

En faisant le changenent C-lindaire de variables, inverse de celui du début,

on obtient la formule générale
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(31) s+ (2))p(Gre'(2) = £ G 1DEOR _ 51(), & v 2 ()

1
50 &
. o(d) IR .
Nous avons noté 3 la forme C-bilinéaire associée & la forme guadratique
Q(d) . On applique lcs deux membres & la méme fonction entidre zmsu(z) et on

choisit P(X) = R(~iX) , Q(X) = R(~iX) . On suppose que la restriction de

u & l'espace réel R* appartient & J et on multiplie par wx) (XERp)

les deux membres de 1'identité obtenue, restreints & R™ ; on intégre par

rapport & X sur Bn « On obtient ainsi (20) pour toute fonction ue

qui. se prolonge a " en une fonction entitre (et avec P remplacé par R )e

Mais ces fonctions sont denses dans Cf

§ 3. Enoncé du critdre algébrique.

Nous conservons ici les notations tensorielles du paragraphe précédent,
mais il est préférable de manipuler des tenscurs symétriques. Soit E un

espace vectoriel réel de dimension n , V son dual "conplexe"

clest-d-dire B'@C = L(E;C) . L'algdbre des tenseurs symétriques sur V peut
8tre identifide & 1'algébre des fonctions polyndmes sur E & valeurs complexes.
Si Xy, eeey X est une base de E' (i.e., un systéme de coordonnées dans E )
on obtient une pase de l'algdbre symétrique sur V en prenant les "mondmes"

1
e

rang p dans cette base sera notée © .

;(Nn . Si 6 est un tenseur symétrique sur V , sa coordonnée de
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Notre hypothese de départ sera 1l'existence d'une famille de formes

hermitiennes sur 1l'algebre symétrique sur V ,

(go’yo)
(32) (Ap’q )p,qa®

famille indiciée par les points (go,yo) de E!'x(Q, et doude de propriétés
diverses (relatives au polynome P définissant notre opérateur différentiel

P(D) , & l'ouvert Q et & l'exposant f de la fonction-poids,

f(x) =< N,z> + Q(x)) .

La premiere de ces propriétés s'exprine par la condition

0 Oy ;
(53) =l B e ()P Y (g )z 0
D,q P»q

qui doit &tre valable :

. 0 0
pour tout T au noins égal & un nombre ﬂ&?-o , indépendant de £ , y

1
pour tout yeE tel que ly—yol€§p(T)T~2

’

pour tout EeE!' tel que |§-§O|s;p(T)TB .

0 :
La fonction p(T) ne dépend pas non plus de (go,y ) ; en outre,

(34) lim p(’r) =+ o .

T e + @
Bien entendu, il y a des foules de formes hermitienncs remplissant les
conditions précédentes. Les conditions ultérieures opereront un tri parmi ces

0.0 . . .
formes. Nous exigerons que, pour chaque (g v JeE™ Q, il existe une forme

quadratique complexe sur E

4
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dont la partie réelle soit définie positive

A(O’O
(35)  ReK oy )>-o ,

telle que 1'on ait, pour tout tenseur symétrique 6 (sur V ), dont les

composantes de degré > m soient nulles,

00 00 _
D,q p,q P q

d ( ‘
d d 2
£3 %,—Q‘ )(s( ))-czlepl .
azo-" Op
Nous devons expliquer les notations é(d) est la puissance tensorielle

d-itme de la forme hernitienne ¢ e(d) est la composante homogéne de degré
. . d .
d du tenseur symétrique © (en particulier, 9( )= 0 si 4> m) ;
Tp q()\,K,Q) est une sorte de loi de composition entre formes hermitiennes,
b4

donnée par la formule syivante

(37) Tp’q(k,K,Q) =

I J-e-éReK(y)Hr(y;mK) Hy;@k) dy
r<p P=rh =2
s <q R

ol r < p signifie rjg pj pour tout j =1, «eo, n et ol Hr(y;F)

est le "polynome d'Hermite" d'ordre r(rENn) de la forme quadratique

(complexe) F
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() HmE) =L, ST TE))

La constante o dans (36) doit étre indépendante de (g’o,yo)eE' xQ et

de © . On a dtailleurs d‘'autres conditions d'uniformité par rapport &

(§O9YO) :

0 .0
(39) Suplhéé 'y )‘ ,
P,q &

0 O
SE?‘K@ Y )(x)| ,

l s‘up{ReK(go’yO)(x) T
x|=1

sont bornés indépendamment de (go,yo)gE"x Qo

DEFINITION 1.- Sous les conditions précédentes, nous dirons que (32) constitue

un systéme admissible de formes hermiticnnes sur l'algébre symétrique sur V ,

défini dans B X Q
Cette définition est justifide par le résultat suivant s

7 \
THEOREME 1.~ Supposons qu'il existe un systéme admissible de formes hermitiennes

sur l'algebre symétrique sur V , défini dans E! X O

Alors, il existe des constantes Ty C>0 telles gue, pour tout

nombre ~r>71 et toute fonction ue BZ(Q) , on ait :

(1) 5 Tlpiu{‘,‘:‘,?TflP(P)(D)u‘ledx < CIeZTflP(D)ulzdx .
P
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I1 ne peut 8tre question de donner ici la démonstration de ce
résultat, démonstration qui est technique a 1textr@me. Nous donnerons cepen—
dant une idde de 1'étape cruciale de cette démonstration. Les difficultés
techniques surgissent de ce que les forues (32) sont données localement
tant par rapport & £ que par rapport & y (sans aucune "homogénéité"
entre voisinages de points (g,y) différents) et gu'il faut "recoller les
norceaux",

Soulignons le fait que tant 1l'hypothése que la conclusion du Théoréme 1

sont invariantes par le groupe affine de E (ou de R ) .

$ 4. Démonstration du théoréme 1 dans un cas trés simple

I1 n'est pas trop difficile de déduire la majoration (1) , plus
exactement sa validité globale dens R , d'une forme simplifiée - et
renforcée - de 1'hypotheése du Théoreme 1, Cette déduction a le mdérite de mettre
en évidence 1l'une des étapes essentielles de la démonstration du Théordme 1.

La simplification de 1'hypothese consiste & supprimer toute localisation par

rapport a (E,y) . Bt tout d'apord, nous raisonnerons seylement dans le cas
o Q=E(=R") . Au licu d'une fanille de formes hermitiennes (32) , nous

considérerons une seyle de ces formes (A )

* e
p,Q (p,qe[Nn) Nous supposerons qu

1'on a, pour tous E, yfmp ’



F, Treves, Inégalités asymptotiques dans L2 , 4. - T6 -

(a0)  ma. PR (epire ()P WV (griner () 20
,q P,d

Ceci doit avoir lieu pour tout T}TO . Nous supposons en outre qu'il existe

une forme quadratique complexe, K , sur R® , telle que, pour tout temseur

symétrique © tel que e(d)=o pour d>m
d
(41) =T (A\KQeH < T %—,—Q(d)(e(d)) - oz lo | .

La constante c. est >0 et ne dépend pas de 6 . Les nompres Tp q(h,K,Q)
4

0
ont été définis en (37) .

Soit une fonction quelconque appartenant a 6 :(P.n) , U . Posons

- TK(X-Y)u(X)

VT(X’y) =€ »

¢ (g,y) = [Ty (zylax

A 2 3 ’
Multiplions le premier membre de (40) per |VT(§,y)‘ , intégrons par

rapport & & et appliquons la formule de Parseval. Nous obtenons

(42) 5 —k_ T%I PHq ‘ Jqe~-2ereK(X-—:)r)'lg‘(P) (DX_inn ( y)+i'rK' (x-y) )u(x)

D,q b,a

x B (0_-irer (y)eark (e-y) Ja(x)ax> 0

Pour raccourcir les expressions, posons F = f4K ; on a @
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B (0 —irer (y)rink () () =
=.E(p)(DX-in'(X)+iTF’(X—y))u(X) =

= eTF(X-y>§(p)(D —irft(x))[u(x) e-TF(X'Y)] =

I

5 _1£ eTF(X—Y)D}IC'(eTF(X—.Y)) "§(p+r)(D_in,)u(X)

=

dlaprés la formule de Leibniz. Ainsi donc, én employant la notation (38)

nous pouvons ré-écrire (42)

. . I
43) = qT—glwaz Je 2rRek (x y)Hr(x—y;"rF)H (x-y;7F) X

, s
P,q r,s

x T (0oirr ()8 0 (Doire Ju(x)ax>0
On remarque alors que
Hr(g;TF) = T8 HTQ/?§3F> .

\ n
Nous intégrons ensuite le {er membre de (43) par ropport & y , sur R

entier ; dans cette intégrale, nous faisons le changement de variables,

X-y.-p\/:l_—-ys

Aprés réarrangement des sommations, nous obtenons (cf.(37))

(44) 27, q(K,K,Q)T%‘wq‘fﬁ(p)(D—in‘ Yo T\ (0oiret)udx 30 .
Py’
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On applique (41) au tenseur 9 de coordonnées

0= T%lp"ﬁ(P)(D_in*(X))u(X) , xRS,

En intégrant par rapport & x sur R , on déduit de (41) et de (44)

a0

d
(45) ¢y = T|P‘J‘|P(p>(n.-i»rf')u[2dxs ) -(%1,1)-— jQ(d)(P(d)(D-in')u)dx .
P >0 7
I1 suffit pour conclure d'appliquer deux fois le lemme 1., On l'applique une
premiere fois au polynome
P(X+iN)
au lieu de l'appliquer & P lui-ménme (on rappelle que N = grad £(0)) ’

et & la forme quadratique § = 1@ . Noter zlors que 1l'on a

éd)= TdQ<d)

Le deuxidme membre de (45) est donc dgal & f|P(D+in')u[2dX .

On applique ensuite le lemme 1 aux polynomes

P(p)(X+i'rN) Y

encore avec & = TQ . On en déduit

5 TgpyfiP(p)(D+in?)u[2dX€Sq3Z T‘piflﬁ(p)(D—in')u|2dx ,
p p

o Cy ne dépend que de la forme quadratique Q , de m (degré de P ) et

de n (nombre de variables), En combinant tout ccla, on obtient
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z T|p|f|P(P)(D+inr)u|2dx< CO/COHP(D+in')u[2dx .
p .

En remplagant u par we™ , on obtient exactement (1) .

$. 5. Exemples
Nous considérons, corme précédemment, un polynome différentiel P(D)
sur B" , un ouvert  de R® , un polynome réel du second degré & n

variables,
f(x) =< N,x>+ alx) .

BExemple n°® 1 : la forme quadratique Q est définie positive

Ce cas est trivial : on peut prendre Q = R" et }\I(>§<,1Y)= 0 pour
b

n,.n
tous (g,y)dR XR~ et tous p, q€INn 3 on aura alors

(€,y) -
T =? K =0
p,q(}\ ! ’Q)

quelle que soit la forme quadratique K (telle que ReF>0) . Il existe une

constante ¢, >0 telle que (36) , c'est-a-dire

d
~ 2 4% (a),.(a)
d o) S —— e

(a)

soit vérifiée pour tout tenseur symétrique 6 tel que 6 =0 pour
d>mn . Hous voyons donc que, dans ce cas, la majoration (1) est vraie
globalement dans R - pour tout polyrdme différenticl P(D) . On

retrouve ginsi le théordme 4.4, de Treves [1] .
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Exemple n® 2 ¢+ la forme quadratique Q est définie néeative

Ici gussi, nous prendrons k(%’z) = KP q indépendant de (g,y)eﬂp Q.
H ?

Nous prendrons de plus A =0 si |p|£‘q] ; nous pouyons alors noter

P,q
K(d) la restriction de A aux tenseurs honoggnes de degré d . Nous

choigirons

(d) (f 2Q(y )-1(4d (d) (d))

’

\ Y . n 7 3 . K3 . . >
o J est une forme hermitienne sur € , définie pogitive. La condition

(33) devient
Gy W@ s A ) |,
d>>0 d;aO
qui doit étre valable poyr tout = ZT tout geﬁn , tout y dans le
1
voisinage d'ordre p(1)T 2 de Q (avec p(7) =+ avec T ).

Nous choisissons alors

K=-Q .

Avec ce cnhoix,

H (y;04) =0 si 40 , =1 si r=0 ,
done

2Q(y)
M) =2 qﬁ [ e ay
Mais alors (36) est trivialement vérifié.

Ainsi l'existence d'une forme J telle que (46) soit vraie dans

les conditions dderites entraine la validité globale dans Q de (1)
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Signalons que lorsque P est homogéne de degré m , l'existence de

la forme définie positive J telle que (46) soit vraie (dans les conditions
précédentes) cst nécessaire. By effet, il est facile de déduire de (1) ’

lorsque Q est définie négative, qu'il existe €> 0 tel que 1l'on ait

LM ‘P(p)(g-!—i'rf'(y))lz < |Plgrirer(3))]°

|p|£0

pour y dans 'cC Q , ER et T assez grand (cet "assez" pouvant
dépendre de Q! ) . Ceci est vroi mdme lorsque P n'est pas homogdne ;
mais lorsque P st homogene, cela entraine facilement le validité de (46)

dans les ouverts Q' cQ pour T assez grand.

Exemple n® 3 : le cas des caractéristiques sinples

1 .
Notons & 1t'hémisphére positif unité dans R R , i.e. l'ensemble

(M1, x R |1|%* o° =1, 020} .

n . . . -+
Pour chaque yeR , nous introduirons les sous-ensembles suivants de & ,

Ay = {(ny0)€2+ ; o>0 Pm(micf'(y)) =01} 3
+ . . .
By = {(n,o)gz s il existe une suite (ﬂk,gk)-» (n,O) , ck2> o,
telle que

B (M - 1< BN, () > )

(on a posé Pé(X) = gradXPm(X) ; P est la partie principale de P )
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+

¢, = {mo)z” 5 =0, <p(0),f)>=0} .

De plus (cf. l'introduction), nous poserons

=1 uc
vy oy Yy

Enfin, nous ddésignerons par Uy 1'ensemble des (§,7)52+ tels qu'il existe
+
un voisinage Uy(g,T) de (g,7) dams ¥ , et une constante c(g,'r) >0

tels que, pour tout (n,o)eUy(g,T), A0

(47) o7 |R_(hriof (5)] > o(g,1) >0 .

Ltensenble Uy est ouvert, les ensembles By et Cy sont fermés ; en

général, A n'est pns fermé, On a la proposition suivante s
y

PROPOSITION 2.~ Les enscilbles suivants sont identiques

. =0 +0 +
1) 1a fermcture ¥ de N . dons ©

2) 1la réunion A UB
= y oy

3) lc complémentaire de Uy par rapport a st

Déumonstration : 1'identité de 2) et de 3) est évidente sur les définitions.

-

, =0
Ainsi AyU By est fermé. HMontrons que n'fg (et par conséquent, Ny ) est
contenu dens A U;By . I1 suffit de nontrer que Cyc%r ; mais si (n,o)ecy ,

- 1
il est évident que O = (%;) Pm(ﬂk) -7 < P'm(n),f'(y)> =0 si 1l'on prend
=0

I -
wf-

T = (1 - k2) "] . Reste & montrer que AyUBy est exactement égal & Ny .
Comue Ayc NS_ , il suffit de montrer que si (’n,O)e‘By\ Cy , alors
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(ﬂ;o)ez§ . Suppogons donc

a=<P(n) , £'(y) >4£0 .
Montrons qu'il existe alors un vecteur ean tel que
(48) In 1;< P'm(ﬂ) , 6>4£0 .

Si ce n'était pas le cas, le polynome par rapport & geﬁn '

1
- P (g
a m(g) ’
devrait étre réel, Mais alors on ne pourrait pas trouver une suite

-1
(ﬂk ’ Ok) » Oy >0 , convergeant vers (7, 0) , telle que % Pm(nk)

converge vers —ia .
Cnoisissons © vérifiant (48) . Puisque a # 0 , il existe une

1 P
fonction holomorphe w = w(z) (dans un voiginage de O dans € ) vérifiant

Pm(n +28 +wf'(y)) =0 , w(0)=0 .
Puisque

w=\_%{< Pr(n),e>z +0([z[2 + lWIz) ’

on peut trouver un intervalle assez petit [~ 6,+6] dans R tel que,
lorsque 2z est réel et varie dans cet intervalle, w ne g'annule qu'en

z =0 et change de signe en ce point. Supposons que w(z) soit >0 pour
0<z<§ (on peut se ramener & ce cas en changeant 6 en - 8) .

Posons

wW=p+diT , € =1+ 20+ pf'(y) .
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Pour 0<z<§ et & suffisamment petit, ona T>0 et g £0 .

I1 suffit alors de poser

1 1
mo=g/g2+ 2E ot = /(g D)E
ona PN +ig'f'(y)) =0 et (M, o)~ (N,0) pour 230 . C.Q.FD.

Remarquons que lorsque y parcourt un compact de R™ , la réunion des
=0 + . =0
Ny est un compact de 3 . En outre, pour tout voisinage U de N 0 dans
+

¥y
. " s 0 n =0
¥, il existe un voisinage V de y dans R~ tel que Ny <V pour tout

yev .
Soit maintenant F une fonction réelle et C2 dans G 3 soit y un

point de Q . La définition suivante est due & Hormender ([3], Définition 8.6.1.).

L4
DEFINITION 2.~ On dit que F est fortement pseudo-convexe, par rapport &

lropérateur différentiel P(D) » &u point y si, pour tout (n , o)eﬁ

'

n .2 .
5 32 53 (g 4 som () P (4 s (5)) S 0
P M :

En vertu de le remarque qui préceéde la définition 2 , si F est
fortenent pseudo-convexe en ¥ , 1l en va de wéme en tout point proche de y

Suppogons que le fonction F soit fortement pseudo-convexe par rapport
3 P(D) au point y . Alors les caractéristiques de P(D) qui sont de la

forme T + ioft(y) , avec (ﬂ ’ o)eﬁg , sont nécessairement simples, Ceci

dit, la définition 2 se justifie par le resultat suivant {essentiellement

a8 & Hormander) :
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THEOREME 2.~ Supposons gue pour tout yeQ , les caractéristiques de p(D)

qui sont de la forme

M) L (1, o

golent simples,.

Alors les conditiong suivantes sont éouivalentes :

°

(a) F est fortement pseudo-convexe par rapport & P(D) dans Q

(b) pour tout ouvert QO'CcQ , il existe deux constantes > 0 C

’ r To »

telles que, pour tout T = o et toute ¢ (’g @) ,

. Tz(m‘ipl)‘1jezTFleu|2dxsCjeZTFiP(D)u{zdx ;
lp‘<m

(¢) pour tout Q' cca il existe C , 7> 0 telles gue, pour tout

0

?

T> Ty &t toute ue 8:(@‘)

5 ol 0 0y 2ax < o (D)) 2ex
pell

Nous nous bornerons i indiquer ici comment on peut dédyire 1'impli-
cation (2) = (¢) (ou(a) = (v) , en fait) du Théoréme 1,
11 suffit de reisonner au voisinage d'un point de Q et de remplacer

F  par son développement de Taylor d'ordre deux en ce point, c'est-d-dire de

recaplacer F par un polynome du second degré,

f(x) =< W,x> + Qx) .
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La pseudo-convexité forte de F , par rapport & P(D) , conduit ainsi & la

congition
. =0
(P! (ot (v))) >0 pour tout (7, c)eNy .

Dans ceci, nous pouvons supposer que y varie dans une boule fermée de rayon
suffisamment petit, & . Il existe un sous-ensemble & de s* , ouvert par
rapport & 2+, contcnant y  pour tout y€@, et une constante ¢ >0 , tels que

pour tout ye® , tout (N, o)l ,
(49) Q(P'm('m-iof'(y)))> c

Le complémentaire de (& par rapport & Z+ est un compact, contenu dans le

complémentaire de la réunion des .i\?g , J€@ . Il existe donc c' >0 tel que
=1
(50) o |B (Mot (v))] > ¢

+ p R
pour tout ye@ et tous (M, 0)eE\N® , o#0 . Cela résylte aussitdt de
(47) . Bn combinant (49) et (50) , on voit qu'il existe une constante

M>0 +telle que, pour tout yeB et tous (n, o)eZ+ y o>0 ,
(51) MR (Mrioft (y))|% + 4Q(F (ot (1)) 3 e >0 .
Soient alors gean , T>0 quelconques ; prenons, dans (51) ’
2. 2\ 2 2\~%
M= (lg|+ )% , o= (g]"+ )" .
On déduit aussitét de (51) , par homogéndité,

(52)  e|B (grarer (y))]| %+ 4 rQ(Pr_(g+inft(y))) > o |g|2ed)™
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Nous avons choisi un nombre € 2%— . I1 suffit 4'imposer & T dtétre suffi-

samment grand pour obtenir, & partir de (52) ,

(53)  e[B(erine () |3 4P (grarer (1)) 3 onrl g%+ )™

Nous allons maintenant choisir la forme hernitienne ()\p Cl) qui intervient
b
, 0
dans (33) ; ici cncore elle sera indépendante de gosRn et de y dans & .

Nous prendrons hp o 0 si |p|, la|st || # la] . Soit K une forme

?
. n . PP < pn . . :
quedratique sur R, réelle, définie positive (ou bien son extension hermi-

tienne a ¢t ). Nous choigirons
_ (1)
Noo=E » A =4Q -/E K,

en nobtant k(” 1a restriction de A aux tenseurs homogénes de degré une

I1 existe TO >0 ,

pouvoir ddduire de (53)

suffisamment grand, et e = IVI/ To suffisamment petit pour
?

2 \Ie1
) .

(54) A olP(gartr ()} + A ((erine (7)) > exr([g| %

Supposons, pour simplifier, que l'on ait

fﬁn e-ZK(y)dy -

Si 1ton se reporte & la définition (37) , on voit que 1l'on aura

=.— = K =_ +
To,oO"K’Q) Ao,0 T & 1 Tp,q()\’ Q) = Ay F by oS

si 0<|pta| , |p| , laf <1 5 les nombres ., ne dépendent que

4

de Q, X, p, @ . Il existera donc une constante I ™ 0 telle que lton ait

pour tout tenseur 6 ,
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—_ 2
s 1 (AEQed < T A 68 +Mex |6 |°<
plofaj <t 2% TR o) g g1 BAPe T Vgt P
< 24 @ (g)-(1 6. |~ /eve 5 lo P
a1 ¢ torer o o]t 2

Nous avons posé M, & inf K(x) . On déternmine ensuite, par récurrence sur P
IX =1
et sur ¢ , les nombres A de maniére & avoir
?

T, WER) =0 i inf(lp] , fa) <t , s (fo] 5 ) >0,

X T (A\K,Qe B <M. % e
e TR N T

ol 1"[2 est un nombre >0 aussi grand que 1'on voudra. On choisira &> 0

suffisamment petit et M2 suffisamment grand de manigére & avoir (36) avec

Co = /&/2 . On choisira d'autre part 7. >0 suffisamment grand de maniére

0

4 avoir (33) . Ces choix sont rendus possibles par (54) .
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