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ESPACES DE FONCTIONS ET DE DISTRIBUTIONS VECTORIELLES DU TYPE DE GEVREY
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par

M. Enrico MAGENES*

Introduction.

Les classes de fonctions de Gevrey qui ont été introduites par Gevrey [4]
et Holmgren [6] depuis longtemps, entrent maintenant dans beaucoup de questions
sur les équations aux dérivées partielles, surtout dans l'étﬁde des propriétés

générales des solutions des équations linéaires hypoelliptiques (cf. par ex.

le livre de Hormander [7])et dans la résolution du probléme de Cauchy pour les
équations hyperboliques linéaires et non linéaires (cf. par ex. Leray-Ohya [9]
et Talenti [23], [24]).

On peut @ire aussi qu'elles jouent un réle important méme dans les problémes
aux limites, bien que jusqu'ad ces jours elles aient été moins utilisées dans ces
problémes,

Le but des .exposés que je donnerai ici est précisément de faire comnaitre

les résultats que M. Lions et moi-méme nous avons obtenus sur les problémes aux

limites pour certaines égquations d'évolution.

I1 est bien naturel dans ce cas de se placer dans des classes de fonctions
ou plus généralement de "distributions" du type de Gevrey en la variable de
temps et a valeurs dans certains espaces vectoriels topologiques en les variables

d'espace.

*) Legons professées au Colldge de France en mars 1965.
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I1 faudra donc d'abord étudier ces classes de Gevrey & valeurs vectorielles ;
on le fera dans le § 1.
Dans le § 2 on obtiendra des résultats de régularité, dans des espaces de

fonctions de Gevrey pour les équations paraboliques, soit dans le cas "abstrait",

ctest-a-dire pour 1l'équation opérationnelle
A(t)u(s) + 2= e(t),

soit dans le cas "concret" des équations paraboliques "du type de la chaleur"

A(t,x, ax)u + == at = f(x,1t)

dans un cylindre.

Par transposition on en déduira (§ 3) des résultats assez généraux pour les

problémes aux limites non homogénes dans des espaces de "distributions de Gevrey".
Enfin le § 4 sera consacré & l'extension de la théorie aux équations du

type de Schroedinger et du deuxiéme ordre en t, soit dans le cas abstrait,

soit dans le cas concret. Des nouveaux probldmes, qui nous semblent intéressants
se poseront & ce propos.

Les résultats des § 1, 2 et 3 se trouvent dans un travail [14] & paraftre
dans les Annali di Mat. pura e applic., auquel nous renvoyons pour les détails
et les démonstrations. Les résultats du § 4 sont amnoncéds ici pour la premidre

fois,

§ 1. Espaces de fonctions et des distributions vectorielles du type de Gevrey.

1. Préliminaires.

On va se placer dans un cadre plus général que celui des classes de Gevrey

proprement dites, en s'inspirant des classes de fonctions non quasi-analytiques
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de Mandelbrojt [16] ; on étendra au cas "vectoriel" certains des résultats de

Roumieu [18] relatifs au cas scalaire.

Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On

désigne par P (X) (resp. 8(X),2}+(X),J)_(X)) 1'espace des fonctions indéfi-
niment différentiables sur la droite R, & valeurs dans X, & support compact
(resp. quelconque, limité & gauche, limité & droite), ces espaces étant munis
des topologies de L. Schwartz [20].

On donne une suite {Mk}, k =0,1,2,.., de nombres réels positifs satisfai-

sant aux conditions suivantes :

(1.1) W<, M, Uk

(1.2) 5 Jet

k=t M

il existe une constante H telle que

< 4+ ©

(1.3)
M, <HkMk Vi .

Les deux premidres conditions signifient [16] que la suite est logarithmique-

convexe et non guasi-analytigue. Les suites (de type de Gevrey) Mk = (k!)d,

avec d réel >1, satisfont 2 (1.1), (1.2), (1.3).

2, Fspace ﬁ)y (X).
Kk

On définit algébriquement 1'espacc ﬂ)p&fx) comme l'espace des fonctions

§ : t - &(t), définies dans R et & valeurs dans X, telles que

(1.4) Je D(X)
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il existe un nombre L 21 et un bormé B de X

(1:5) -gé(:kt)* kK =0,1,...,
L‘I\LL{

On définit la topolegie sur :DM (X) de la facon suivante. Soit {Ln}
k

il

une suite croissante tondant vais + o,

On désigne par @(f})(X) le sous esgpace de O M (X) des § a support
Lo k
dans [-n,n] et tels que (1,5) ait lieu avec L = Ln fixé ; et sur ﬂ)(;i()()

un systeme fondamental de voisinages de l'origine est donné par

" (%)
Ve (} | ﬁ;___{.ifﬁ..) EC\ w s Vi, te[n,n]}
L ¥

. . s [ \ P .
lorsquton fait parcourir a '1/ un systeme fondamental de voisinages de 1l'ori-

gine dans X, La topologie sur SD( )(X) étant ainsi définie, on munit

o (n)

D (X), de la tonologie de limite inductive des D2 "

Mk ’ T - Tk

Dy, (0 =D

On voit facilement qu'elle ne dépend pas de la suite {Ln} choisie.,

(x), puisque

5. Espaces [D_I_,Mk(X) et 621&:(}().

On introduit maintenant lfespace C'D (X) des fonctions & support limité 3

"

gauche,

Soient a, b, L fixds réels avec a <Db, L =1 ; on désigne par

@a’b’L(X) l'espace des fonctions § : t - é(t) (de EdansX), tels que

+,Mk
(1.6) € &(x)
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(1.7) ?é(t) =0 pour t<Ka

il existe un borné & de X (dépendant de § ) tel que

1.8) (k)
( $(8) €@ ¥ te[a,b] et ¥ k.
LkMk

On définit un systéme fondamental de voisinages de 1l'origine dans
a,b,L
X
:D““Mk() par
(k)

(1.9) U= {}l} e‘U’ (%) ,f—f—t—leﬂfx , Yk, ¥ te[a,p]}
N

lorsqufon fait parcourir & ‘1?5(X) et & %j,X un systeéme fondamental de voisinages
de 1l'origine respectivement dans &(X) et X.

On définit ensuite

g
D2 qk<x> U @ab’an
(1.10) %
{L } suite quelconque croissante tendant vers + «, avec la
n
L topologie de limite inductive ;

D L 00 = ﬂD?S@(X)

(1.11) )
{bn} suite quelconque croissante tendant vers + «, avec la
topologie de limite projective ;
/ a

L@=uD
OD +,I'1k an +,1'lk

(1.12) 4

{an} suite quelconque décroissante tendant vers - «, avec la

\ topologie de limite inductive.
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De facon tout & fait analogue on définit 1l'espace ﬁD ]k(X) des fonctions

3 support limité & droite.

Enfin on introduit ltespace € (X) des fonctions & support quelconque,

en désignant par SEKO L(X) (a,b,L. fixds avec a <b, L >1) 1l'espace des

pee(X) telles qu'il existe un torné & de X tel que

.5(_k_itl €@ Yk, ¥ tcla,b];
i 1,

on introduit de facon analogue & (1.9) la topologie dans ;kb L(X), et on

pose

a ,b ,L
e X)=n (U e n’ 1K)

Mk a ,b L Mk
ol Ln = 4 ®, bn-e t®, a8 D= et on prend les topolcgies de limite induc-
tive pour U et de limite projective pour n
L a 4b

n n n

4. Mk—distributiOﬂs 3 valeurs vectorielles

Supposons maintenant en plus que X soit réflexif et notons X' son dual

fort., On pose

(1.13) D) =@ (X))

avec la topologie forte de dual., L'espace D EK(X) est, par définition,

1'esvace des I ~distributions (ultra distributions) & valeurs dans X.

Sous les mémes hypotheses on pose

(1.14) N MKO’) = (D_ (X'>>' (resp. «’DL,Mk<X> = (@h%(x'))')

avec la topologie forte de dual.
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On peut démontrer (of. [14], théor. 9.1, chap.1) que ﬂ);_Mk( X) coincide
avec le sous-espace de D ﬁk(x) des Mk-distributions 3 support limité & gauche.

Remargue 1.1. A vrai dire, les définitions données ne sont pas les plus

générales possibles ; par analogie avec [21], on pourrait par ex. appeler espa-
ces des M -distributions & valeurs dans X 1'espace :(J)Mk(g);X) des appli-
cations lindaires continues de &)M (g) dans X ; mais dans les applications que
nous avons en vue, c'est la défini;?on (1.13) qui est commode.

En tout cas on a :

(1.15) D 1;Lk(x) c x(:DMk(g);x)

et il serait intéressant de donner des critéres sur X permettant d'affirmer
qu'il y a identité dans (1.15).
La dérivation et la multiplication par des fonctions scalaires de & (Q)

se définissent dans ﬁ)ﬁk(x) comme dans les distributions de Schwartz [19], [21]

Ajoutons maintenant sur 1l'espace X 1'hypothése suivante

(1.16) ‘Do(X') est tonneld,

Do(Xt) étant l'espace des fonctions continues sur R & valeurs dans X' et

a support compact.

On peut alors dommer (cf. [14], chap.l) des théordmes de représentation des

é1éments de Q)' (X) et de ' ]k Nous nous bornerons ici & énoncer le

résultat pour JD'

i

THROREME 1.1. Toute feD! (X) peut se représenter, de facon non unique, sous

Mk

la forme

® x
(1.17) £=5 D p

k=0
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ou
(1.18) p,ke;f)w(x) = dual de Do(x') ,
quelle que soit la fonction 95200(2) et quel que soit L >0,
1.1 g
) la série ; e M 6w~ converge dans D ro(x)
T koo ] k =

et o (1.17) sizaific gue
(1.20) <£E>= 1 (<)< uk,@(k>> ¥ de @Mk(x')

k=

(les crochets au premier membre, resp. au second membre, désignant la dualité

entre @I"l (X) et D , resp. D'0(X) et Do(X1)).

3 )

Réciproquement toute f de la forme (1.17), avec (1.18) et (1.19) définit par

(1.20) un élément de ;OI:H{()Q

Remarque 1.2, Dans les applications il est important de vérifier (1.16).

Si X (et donc X') est un espace de Banach alors Do(X') est tonnelé car il
est limite inductive d‘espaces de Banach. De méme si X = £2'(Q) ( Q ouvert
de En’ D'D(Q) espace des foanctions indéfiniment différentiables & support
compact dans €, muni de la topologie de Schwartz [19], D'(Q) = dual fort de
D(Q), espace des distribusions scalaires dans Q ), alors X' =D(Q) et

D o(D () est tonnelé car on peut démontrer qu'il est limite inductive d'es-
paces (&8F).

Mais il y a ici des questions ouvertes qui nous semblent intéressantes ;

par exemple nous ne savons pag si & °(# (T')) (resp. Do(# (G))) est tonneld

I' étant la frontitre d'un ouvart Q borné de gn’ supposée variété analyti-
que réelle de dimension n-1, et db (1") (resp. M (ﬁ)) étant 1l'espace des

fonctions analytiques sur T (resp. O =Q U I)(cf. pour H(T) et JBE) par

exX. [1119 [8]y [22])-
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§ 2. Théortmes de Mk-régularitéApour équations de type paraboligue.

1. Fquations opératicnnelles.

Soient V et H deux espaces de Hilbert, avec V C H, injection continue,
V dense dans H ; pour u,veV (resp. H) on désigne par ((u,v)), ||u| (resp. (u,v),
lu‘) le produit scalaire et la norme dans V (resp. H).

On identifie H & son antidual et on désigne par V¥ 1l'antidual de V ;

comme V est dense dans H on a
VCHcC VW,
Si v*eV* et veV, (v*,v) désignera la valeur de v* au point v ;
si v*eH, (v*,v) cofncide avec le produit scalaire dans H ; enfin ||v¥|, dési-

gne la norme dans V¥,
On se donne pour tout t€R une forme
u,v = a(tu,v)
sur laguelle on suppose que

(2.1) pour ‘tout teg, a(t;u,v) est sesquilinéaire et continue sur V

(2.2) pour tout u et wveV, t - a(tju,v) est indéfiniment différentiable sur R

pour tout T il existe XT et o

T positifs tels que

(2.3)

2

Zoflvll® VvV, 7t<T.,

% 2o

Re a(t;v,v) + XT|V

La forme v - a(t;u,v), étant semilinéaire continue sur V pour chaque

t et u fixés, peut s'écrire

(2.4) a(tiu,v) = (A(t)u,v) Alt)uev*

ce qui définit A(t)es(V;v*).
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Sous les hypothéses précédentes on sait [10] que 1'équation

(2.5) Aty + B = £(t)

admet, pour chaque fonction f(t) indéfiniment différentiable & valeurs dans
V* et & support limité & gauche, une et une seule solution wu(t) indéfiniment

différentiable & valeurs dans V et & support limité & gauche ; plus précisément:

A(t) +-é%‘est un isomorphisme (algébrigue et topologique) de 13+(V)

sur £3+KV*) .

(2.6)

On se donne maintenant une suite {Mk} comme au § 1 satisfaisant donc i

(1.1), (1.2) et (1.3) ; et on suppose en outre que (cf. [3])

il existe une constante c1 telle que

(2.7)
k .
(j)Mk-ijSC'le vk 0<Jj<k.

On a alors le résultat suivant de Mk-régularité :

THAOREME 2.1. Sous les hypothdses (1.1), (1.2), (1.3), (2.7), (2.1), (2.2), et

(2.3) et si 1'opérateur a(t - A(t)) appartient sMk(;:(v;v*)) alors

4
e M

%
P (v*).
Nous renvoyons pour la démonstration & [14] chap. 2, n.1 ; nous nous

A(t) +

est un isomorphisme de J)+ (V) sur J)+
b

bornons & noter ici que 1l'on utilise la majoration suivante
b 2.y _ 1 b, 112 <

(2.8) (2 (o)) %at)® < ([ £lI5 at)
Y i a'b v g8

qui est valable pour la solution u de (2.5) si f€§)+(V*), f(t) = 0 pour
t<a, b>a, sous les seules hypothéses (2.1), (2.2) et (2.3), avec A, =0

3

(on peut se réduire & ce cas par un raisonnement usuel).
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2. fquations aux dérivées partielles paraboliques ; résultats de résularité

Mk(HS(Q)) .

On désigne par x = (x1,..., X ) le point de 5? ; par (x,t) le point de

dans les espaces J)+
b

1
o un ouvert (2 , borné dont la frontiére

1}=v]
lltitﬂ,;j B

= En X R. On considere dans
I' est supposée variété de dimension n-1, indéfiniment différentiable, &
étant d'un seul c6té de I ; on désigne par Q 1le cylindre de 5n+1Q =Q X R
et par =T X R sa frontiere.

Soit
(29  a=atot, D= 5 (O e unw

lols lal< m

un opérateur différentiel lindaire & ordre 2m, & coefficients définis dans
a =QUZE, contenant seulement les dérivées DX par rapport aux variables
d'espace Xygeeey X o

On suppose A uniformément fortement elliptique dans chaque compact de @,

clest-a-dire :
f
pour chaque compact [to,t1] de R il existeun B >0,

(2.10) . dépendant de [tq,t 1 el que
e 8 (0Pl e o tsplg v, xd .
Iol,lal=m

On considére le probléme de Cauchy-Dirichlet :
{

a
hu +'%%'= £(x,t) dans Q (f donnée support limité & gauche par
rapport 3 t)

J
(2.11)  § yau=0 sur %, Y; ='Jig ( v normale & %)
v

u(x,t) & support limité 3 gauche par rapport & t.
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Soit {Mk} une suite domnée avec (1.1), (1.2), (1.3) et (2.7). On voit

alors qu'on peut utiliser le théoréme 2.1, en posant

H= L2(Q), V= Hgl(Q) (donec V= HH(Q)) (1)

a(tsu,v) = X a (z,t) DYudPvadx .
s Uy ‘p‘,‘qlgmfﬂ ol 4 X X .

Plus précisément on a :

THEORKME 2.2, Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.3), (2.7), (2.10), et si les

coefficients apq(x,t) satisfont 3

(2.12) apqeemk(gs o@) (3
A +'§%- est un isomorphisme de o, Mk(Hm(Q)) E Mk(H’m(Q)) .

En utilisant les résultats de régularité bien connus sur les problémes aux
limites elliptiques dans les espaces HS(Q), on peut régulariser davantage par
rapport aux variables x la solution de (2.11); plus précisément (cf. [14],

chap. 2 théor. 3.1 pour la démonstration) on a le

THEORKME 2.3, Sous les hypothdses (1.1), (1.2), (1.3), (2.7), (2.10) et si

(2.13) dqu&Mk(35m+s(a)), s entier fixé > -m ,
alors

s
H(Q)).
i, ey (@)
(1) L2(Q) = espace hilbertien des (classes de ) fonctions de carré sommable dans
Q Hk(Q) (k entier > 0) = espace des u telles que DPuelL (Q) pour |p|<ik
Hk(Q) = adhérence dans Hk(ﬂ) de D(Q) ; B (Q) = dual fort de Hﬁ(Q).

A +-Jl est un isomorphisme de L (HS+2m(Q) n H?(Q)) sur P

ot

( )J) (Q) (aésigné aussi par C (Q)), k entier > 0, est l'espace de Banach des
fonctions continues dans Q = Q U I'y avec les dérivées jusqu'a ltordre k 1>«))

(ou C7(Q)) = espace de Freschet des fonctions indéfiniment différentiables dans ()
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.

Remargue 2.1. Une question qui se pose est la suivante : si apqeﬁmk(§3(5))

est-ce que A +'§% est un isomorphisme de

{U'Uféb_*_,Mk(QS(ﬁ)), Yju =0,J = 0,500, m"1}

$(Q))? Nous ne savons pas répondre méme si les coefficients apq(x,t:

D
sur +’Mk(
dépendent seulement des x , c'est-a-dire apq(x,t) = apq(x)(iﬁ(ﬁ).

3., Un résultat sur les opérateurs elliptiques s application & la régularité des

solutions des équations paraboligques dans les espaces 35+,Mk(?{(5)).

I1 est naturel, en étudiant la régularité de la solution du probléme (2.11),
de se poser la question suivante : T étant supposée variété analytique, la so-
lution u est-elle de classe "de Gevrey" en t et analytique en x , si les
donnés (apq et f) sont "de Gevrey" en t et analytiques en x ? Bn fait
la réponse est affirmative comme nous le verrons dans ce numéro et dans le sui=-
vant.

La méthode que nous avons développée s'appuie sur un théoréme relatif aux
opérateurs elliptiques qui contient & la fois un théoréme de Morrey-ilirenberg
[17] et un autre de Kotake-Narasimhan [5] sur l'analyticité des solutions des

équations elliptiques. Voici ce résultat :

THEOREME 2.4. Soit Q un ouvert borné de Bn, dont la frontiére T soit une

variété analytique de dimension n-1 3 soit A un opérateur linéaire, & coef-

ficients analytiques dans 5, d'ordre 2m, proprement elliptique dans Q.

Désignons par Ak, k=0,1,2,..., le k-ilme itéré de A, (A°u =u). Alors,

si uweD(Q) et s'il existe deux constantes L et c telles que pour tout

entier k et i on ait
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(2.14) [1Aku![ 5 (Sc¢ ¥ ( 2mk) 1
Lo()
(2.15) ||y, (&%) <o Y (n(ksist))t 3 =0,...,m1 C)
’ Y3 Hzm(1+i)-j-%(r) A ST e

alors u est analytique dans O (et vice-versa).

La démonstration (cf. [14] chap. IV) utilise le méme genre de technique
dans Morrey-Nirenberg [17] et Kotake-Narasimhan [5].

Revenons maintenant au probléme (2.11) et supposons que

(2.16) la frontidre T de € est une variété analytique de dimension n-i.

(2.17) les coefficients de 1l'opératevr A domné par (2.9) ne dépendent pas de

t et sont analytiques en x dans ( ; i.e. apq(x)egﬁﬁi) ;
(2.18) N = (2mK)
On a alors le

THEOREME 2.5. Sous les hypotheses (2.10), (2.16), (2.17), (2.18), si

f€9)+ P[Q@(é)) la solution u du probléme (2.11) appartient 3 §)+ g{(ﬁ)).
’ o

e

L'idée de la démonstration est la suivante (cf. pour les détails [14] n.5,

chap. IV). On a par hypothise

(2.19) Au = - u! +f
et alors si on dérive (2.19) par rapport & t (A ne dépend pas de t) et si eny

applique 1l'opérateur A, on obtient

T
(3) H? 2(F) est l'espace de Hilbert "des traces" des fonctions de
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L LS (it g elemit)y

J=0

(2.20) 2Ky = (

Mais gréce au théortme 2.2 ued, (L2(Q)) s et en outre YU = 0, j=0,0e.,ml
H

et f€3)+’Mk(gf(ﬁ)). On en déduitMiue pour chaque compact [a,b] de R, avec
a = limite inférieure en t du support de f, il existe c et L tels que
u vérifie (2.14) et (2.15) pour tout tela,b]. Donc wu(x,t) est analytique
en X pour chaque t et il est facile de déduire plus précisément que

(D)),
Mk( (@)) |

Le théorgme 2,5 donne donc une réponse affirmative & la question posée aux

u€£)+’

premieres lignes de ce numéro, mais seulement dans le cas ol les coefficients
apq ne dépendent pas de x. I¥n fait le théoréme est vrai en général si, les
hypotheses (2.10), (2.16) et (2,18) étant supposées valables, les coefficients
aquSMk(Qg(ﬁ)) ; le résultat suit d'un intéressant théoréme sur la régularité
des solutions des équations quasi-elliptiques, qui a été trouvé, indépendamment
du travail [14], par A. Cavallucci [2]. Nous dommerons le résultat de
Cavallucci dans le n. suivant.

Comme nous le verrons dans le § 4, la méthode que nous avons suivie
semble avoir l'avantage de pouvoir &tre utilisée méme dans le cas d'opérateurs

non hypoelliptiques, tels que l'opérateur de Schroedinger et certains opéra-

teurs du deuxiéme ordre en t.

N

Remargue 2.2. Une question qui se pose en tout cas & propos du théor. 2,5

est la suivante : A +-5%' est—~il un isomorphisme de

Ml{(5"5(5)), e

{1)+ 0, 3 =0,00s,m=1}
’

(B (@) -

sur

I)+’Mk
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4, Un résultat de régularité pour les solutions des égquations quasi-elliptiques.

Nous exposons dans ce numéro le théoréme Jle Cavallucei [2]. Rappelons avant

tout la définition de classe de Gevrey pour les fonctions de plusieurs varia-

bles.

DEFINITION. Soit K un compact de g? ; on dit que u est dans la classe de

Gevrey

)

q; nombres réels >0, si u est indéfiniment différentiable dans X et

s'il existe deux constantes ¢ et L (dépendant de u) telles que

(220)  sup [Pul <o tlFlr<n,a> ) p s (pyen)
x€K

ou F(z) est la fonction d'Kuler cla851que et <qg,p>= 44 Py + q2p2 Foeot qnp

e g,

On peut munir de fagon évidente %? 1 d'une topologie de limite
inductive d'espace de Banach.
Si 9 =9y =...=Qq, =S On écrira plus simplement %%,(K) au lieu de

(2 sene)
g .

Désignons alors par Q. la demi-boule QR = {x| |x| < R,x = 0} et
par Tp 1'ensemble {x] |z|<R, X = 0} ; et soient m,...,m des entiers

positifs fixés. Posons

0 -
M = max {m1,...,mn} et qi_mi .

Dans 5R , RO fixé, on se donne un opérateur différentiel lindaire de la

o
forme

(2.22) Jbu = X a_(x) DPu
<pg>gn P
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les coefficients ap(x) étant indéfiniment différentiables dans ﬁR On sup-

pose que du est quasi-elliptique dans 5R (ou semi-elliptique selon H&rmen-
o)
der [7], c'est-a-dire qu'il existe une constante « >0 telle que

n m. .
(2.23) by a (x)i‘p‘§p>a2 le.| 7 v e’ X, .
<pg>=MN j=1 = o

On suppose encore que f& satisfait & la condition sur les racines (anale-

gue & 1'ellipticité propre pour les opérateurs elliptiques) : (2.24) le polynome

en T
Pq p_l‘ Y
z ap(x1,..., Xn_1,0)i‘p|§1 yeoos §n21 B
<p,q>=MN

a_un nombre mz fixe, indépendant de E!' = (§1,..., §n_1) #0 et de
| R
X - (X1 joeoey Xn-.,‘ )EFRO ’

de racine avec Imt > O.

Notons que (2.24) est conséquence de (2.23) si n>3%. Considérons main-

tenant le probleéeme

Au = f dans QR
0
(2.25) 4
J
é_g =8, sur T J=0,0.0, -1,
axJ J Rb n
k_ n

On a alors le

(q1’-'-aqn) -

THEOREME 2.6. Si t f appartiennent & et les &,
Si ap et ppartienne ;f (QRO) st les o,

appartiennent a

(ag,+e0r)
g,
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et si u est continue dans QR avec les dérivées DPu  telles que < p,q > M,
o

e %(% ,u-,qn)(ﬁR)

pour tout R <ZRO .

alors

Si My =ee.=mo= 2m, alors A est proprement elliptique et on retrouve

le *héorime de Morrey-Nirenberg [17] sur 1l'analyticité des solutions des équa-

tions elliptiques. Si my = 1, My = oo mp =2m on a le résultat, pour des

i

équations paraboliques, d'oll on peut déduire, mar "cartes locales", le théoréme

2.5 dans 1l'hypothése ou les apq€8B (?ﬁ(ﬁ)). (Noter qu'il faut changer n en

b

n + 1 dans cette application).

§ 3. Problémes aux limites non homogénes pour les équations paraboligques.

1. Espace X et propriétés de traces.

Nous avons donc obtenu dans le § 2 des résultats de régularité dans des
espaces de "Mk-fonctions" a valeurs vectorielles soit pour des opérateurs
"abstraits" soit pour des opérateurs différentiels paraboliques "concrets".

Par transposition on peut maintenant obtenir des résultats dans des espaces
de M -distributions (cf. [14] chap. 3, n.1).

Nous chercherons & développer cette idée en prenant comme point de départ
un résultat de régularité un peu différent des résultats du § 2, qui nous per-
mettra d'obtenir par transposition des espaces de Mk-distributions assez
généraux.

Supposons que (2.10), (2.16), (2.17) et (2.18) soient vérifides. Désignons

par A* 1'opérateur adjoint formel de (2.9), c'est-a-dire
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lp] p— 2
A¥ (1) ‘Dx(aqp IDX)

= z
‘piqu| <m

On a alors la formule de Green suivante [1] :

(3.1) [ (awru')v ax ot - [ u(&%v - v')ax at =
Q Q

m-1 - m~1
= 2 S.u vy.vdo - o u T.vd
'J‘ J YJ s ‘r YJ J ¢
=0 Z
pour tout u et ved(Q), on Sj et Tj sont des opérateurs différentiels
linéaires convenables, d'ordre 2m - j =1, déterminés par A, et & coefficients

analytiques en x sur [' et indépendants de +t.

Définissons 1l'espace

(D (@))3.

(3.2) X = {v|v€?)_(3) (5)), YU = 0, j =0,eeu,m=1, A¥v = v'eD_

M
in utilisant le fait que _ Ml{(E;D(ﬁ)) cd (D@)) et que si
fedd (D (Q)) 4l existe v unique dans ;D_(;D(ﬁ)) telle que Y5V = 0,

j=0,u0e,m-1 et a¥v - v' =1 (cf.[10] th. 8.1 p.121), on peut munir X_

e

(3.3) A - -a% est un isomorphisme de X  sur o)
- =~

(D(Q)), de fagon que

de la topologie image réciprogue de celle de o
)

(D&) .

Mk
Remarque 3.1. Probablement X < & B, (D(Q)) et 1la topologie sur X
femarque -, -

coincide alors avec la topologie localement convexe la moins fine rendant

continue les applications v > v et v ->4%*v -=vi de X dans D M}{(D(ﬁ))
- =

et ;D"’Mk

Le point de dépert pour transposer est 1'isomorphisme (3.%). Mais on doit

(rD () respectivement ; la question est lide & la remarque 2.1,

avant tout étudier ltapplication
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(3.4) v->Bv = {Tov""’Tm-1v} pour veX .

On a & ce propos le (cf. [14] chap. 3 pour les détails)

THEOREME 3.1. 5i veX_, Bved . (H (1" et 1'application v >%v
s

e

est linéaire et surjective.

Pour démontrer que Gved (B8(r)™) on utilise la méme idée qu'au
it

. D cn a
i (P@)

théordme 2.5 ; comme A*v - vied)
(3.5) A¥y = vt dens un voisinage de I ,

et donc en utilisant (3.5) comme on a utilisé (2.19) dans le théordme 2.5 on en
déduit par application du théoréme 2.4 (dans une évidente formulation "locale")

que, pour chaque 1, v(x ,t) est analytique en X dans un vol.sinage convenable

de T , et aussi que GvedD (QG(I’)m)
s

e

Pour démontrer gque G(j est lindaire et surjective on utilise un théoréme
récent de Talenti [24] sur la résolution du probléme de Cauchy dans les classes
de Gevrey.

Si maintenant N,,«r’ est le royau de 76 s N‘G est fermé dans X , 1l'ap-
\S. -

°

plication ouotient % de X /N sur O Mk(%(l“)m) est un isomorphisme
- % —

H
algébrique. Cela nous permet de munir D Ml (96 (F)m) de la topologie
=adh
inage récivroque par %" de la topologie de X _ /N% (muni de la topologie
quotient de X  par Ng,\). Nous ignorons si cette topologie coincide avec la
- &

topologie "naturelle" de :D_ (%(FWE) rappelde au § 1. La question est

T
9l
“d

liée au fait de savoir si 1l'application v = % v est aussi continue et s'il

existe un "relévercent" continu de G.

Donc, bien qu'il nous semble probable que les deux topologies coincident,
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pour éviter toute ambiguité on notera #p Mk(ﬂf(l")m) 1'espace D Mk('e)e(l")m)
e et -, -

muni de la topologie isomorphe & X /N .
e,

2. Espace Y+, Théoreme de trace.

On considére maintenant un espace K(Q) vectoriel topologique localement

convexe séparé réflexif, de fonctions définies sur € , contenu dans LZ(Q),
tel que
1) X cD . (&@)
- -’Mk

2)

(x(@)).

(D(Q)) soit dense dans D _

- e
Par exemple d'aprés le théordme 2.2. on peut prendre K(Q) = H:(Q) (ef.
[14] chap. 3 n.4.1 pour d'autres espaces).
On désigne par K'(Q) le dual de K(Q).

Enfin on introduit l'espace

(3.7) T, = {u!u{@_;_’ (D1(@)), su + u'eg)_;’Mk(K'(Q))}

My
muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les
applications u->u et u->Au + u' de Y+ dans 3:)_;_ MK(D'(Q)) et
b
D t
+’Mk

topologiques, muni de leur fopologie de dual faible de W (PE) et

=M

(x'(Q)), ces deux espaces étant supposés, pour éviter des difficultés

D (X () respectivement.

-5

Le probléme qui se pose & propos de cet espace Y+ est de savoir stil
est possible de définir les "traces" sur ¥ de u€Y+ et de ses dérivées

normales & % d'ordres &£ n-1 et s'il est possible d!'"écrire" la formule
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de Green (3.1) pour u € Y, et veX .

En fait on peut démontrer (cf. [14] chap.3) :

LEMME de densité : D (D (Q)) est_dense dans Y.

et

THEOREME 3.2 : L'application u - yu = {you, ooy u} lindaire de O(D(Q))

4
dans DD (F)m) ( ) se_prolonge par continuité en une application linéaire

(%' (D)™ ge

continue, encore notée u - wyu, de Y+ dans le dual #QD_:_
H

#{D Mk(%(r)m), muni de la topologie faible. Et on a
|

e

(3.8) CUARY = V> - <Au+u,v > =<vyu,Bv> Y ueY , veX
les crochets dans (3.8) désignant la dualité respectivement entre

@) et D_, D@D (x(Q)),

P am - e
iy L B et #,,D_,Mkwa‘(r)m) :

(x1(Q)) et D -

3. Transposition. Théoréme d'existence et d'unicité final.

Reprenons maintenant 1'isomorphisme (3.3). Par transposition on en

déduit
( pour toute forme linéaire continue sur X il existe u unique
dans JD‘;’MK(J)'(Q)) telle que

(3.9) 9

< u,A*v - > = L(;) : v oveX_

et 1'application L - u est continue de (X )! dans D_:_ Mk(éb 1(Q)
- ’

(4) D (') = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur T .
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Choisissons maintenant L de fagon & pouvoir "séparer" dans (3.9)

1'équation Au + u' = f des conditions aux limites. En fait en utilisant

les n. 1 et 2 on peut choisir
L(v) =<f,v>+<g, Gv>

o f est quelconque dans JD_; Mk(K' (Q)) et g quelconque dans

#:D-:- Mk(SB‘(F)m) les crochets désignant les dualités convenables.
I

On en déduit en utilisant le théoréme 3.2

THEQREME 3.3. On svprose que (2.10), (2.16), (2.17), (2.18) et (3.6) ont
lieu.
Etant donné f€33_;_ MP(K'(Q)) et gG#cD_:_ %{(%'(T)m) il existe u unique
? b
dans 3;%(33'(9)) satisfaisant &
A+ u' =f

vu = g au sens du théoréme 3.2 ;

et l'application f,g5 »u est continue, chaque espace étant muni de sa topolo-

gie faible de du=l.

Remarque 3.2. Le théoréme 3.3 est d'autant plus intéressant que 1'espace
K'(Q) est plus grand et donc que K(Q) est plus petit ; nous ignorons s'il

existe un K(Q) minimal,

Remarque 3.3. ¥n utilisant les résultats de Cavallucci (cf. § 2, n.4),

au lieu du théoréme 2.4, on voit facilement que toute la théorie développée

dans ce § (et en particulier le théoreme 3.3) est valoble si au lieu de 1'hypo-

these (2.17) on suppose que les coefficients apqe& (9@(5)).

e



E. Magenes, Espaces de fonctions... § 4. - 24 ~

§ 4. Equations du type de Schroedinger et équations du deuxi®me ordre en t.

1. Ehuations du type de Schroedinger.

La théorie que nous avons développée aux §§ 2 et 3 pour les équations

paraboliques peut &tre étendue & d'autres classes d'équations d'évolution.

J'exposerai dans ce § les résultats que M. Lions et moi avons obtenus
jusqu'ici pour les équations du type de Schroedinger et du deuxiéme ordre en 1
et j'indiquerai les probldmes nouveaux qui se posent & ce propos. Les détails
et les démonstrations seront domnés dans un travail [15] qui paraftra prochai-
nement,

Reprenons donc les notations et les hypothdses du n.1, § 2 pour les
espaces V et H et pour la forme sesquilindaire a(tju,v) ; on suppose donc

que (241), (2.2) et (2.3) soient encore valables et en outre que
(4.1) a(t;u,v) = aZt;v,us ¥ ou,veV, Y t .

On considere alors 1l'équation "abstraite" du type de Schroedinger

(4.2) i A(t)u + %—% = £(t) .

Si {Mk} est une suite de nombres positifs satisfaisant & (1.1), (1.2),

(1.3) et (2.7) on peut démontrer (cf. [15])1e

THEORIME 4.1. Sous les hypothdses rappelées et si en outre
/

s (es(rr) vrs1 e v, W) =9%) ,
dt

(4.3) { »pour tout b il existe c¢ et L dépendant de b tels que

185 (Ol gy < o B te[-b,0], k21
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alors pour tout fed (H) il existe u unique dans D (V) solution de
+5 0 +,Mk

(4.2) et u dépend continfiment de f.

C'est 1l'analogue du Théoréme 2.1, mais dans des hypothéses plus restricti-
ves (et on n'a pas un résultat d!'isomorphisme).

Cela dépend essentiellement du fait qu'on ne posséde pas pour l'équation
(4.2) des majorations semblables & (2.8) ; les majorations qu'on utilise sont

en fait les suivantes

b

sup Ju(t)] <2 [ |£(t)]at
t<b a
(4.4)

b
sup |lu(t)| <e' { sup |u(t)| + sup |u'(%)] +-f |£(t)|at}
b ) a

S X =

valables pour la solution de (4.2) si f€3}+(H), f(t) = 0 pour t<a, b>a,
¢! constante dépendant de a et b,

On peut en tout cas s'appuyer sur le théordme 4.1 pour développer dans
le cas "concret" d'une équation aux dérivées partielles du type de Schroedinger,
une théorie analogue & celle que nous avons exposée aux §§ 2 et 3 pour les
équations paraboliques ; naturellement les hypothéses (4.1) et (4.3) nous obli-
geront & imposer sur 1l'équation "concréte" des conditions plus restrictives
qu'au n. 2 § 2. ¥n pratique (4.1) signifie que le probléme aux limites doit
8tre "autoadjoint" et (4.3) que les coefficients de 1'équation ne dépendent pas de
t sauf pour le coefficient du terme en u.

Plus précisément : soit O 1'ouvert introduit au n.8, § 2. Scit A un

opérateur différentiel lindaire de la forme
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(4.5) RGO SR
|el,la] <m pd

avec 1l'hypothese

(4.6) A est formellement autoadjoint (A = A¥*) ,

Considérons le probléme de Cauchy-Dirichlet du type

I3

i Au + %—% = f(x,t) dans Q (f % support limité & gauche par rapport i t)

(4‘7) ﬁ Yju = ’ J = O,.a.,m"'1

u(x,t) & support limité & gauche par rapport & t .

L

On peut développer pour (4.6) une théorie dans les espaces <D+ MK(HS(Q))
b

tout & fait analogue & celle du n.2, § 2. En particulier, par exemple,on a le

THEOREME 4.2. Sous les hypothdses (1.1), (1.2), (1.3), (2.7), (2.10), (4.5),

(4.6) et si

apq€33m+s(§_2), S35 ($m+s(5)) s entier 20

e

alors i A + 5% est un isomorphisme de D +

‘;D+,MK(HS(Q)> :

Le théoréme 2.5 sur la régularité dans les espaces D + ”k(ge (@) peut
b

(#>%%a) n B)(Q) =z

2 Mk

8tre aussi étendu au probléme (4.7) @

THEOREME 4.3. Sous les hypothdses (2.10), (2.16), (2.18), (4.5), (4.6) et si

apq(x)e B(Q), vlx,t) = v(x)eB(3) alors si f€®+,l\llk(88(5)) la solution u

de (4.7) appartient a QD+,1VI}((38(§_2)) .
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Enfin on n'a pas de difficultés & développer pour (4.7) aussi la théorie
des problémes aux limites non homogénes du § 3 ; mais nous ne donnerons pas
ici les détails (cf. 15 ).

Remarque 4.1. Il faut noter que pour (4.7) on ne peut pas utiliser les

résultats de Cavallucci (cf. n.4 § 2) parce que 1l'opérateur i A +'§¥ ntest

pas quasi-elliptique.

2. Bouations du deuxitme ordre en t.

Considérons maintenant 1l'équation "abstraite" du deuxiéme ordre
(4.8) A(t) u(t) +un(t) = £(¢) .

On fait les mfmes hypotheses sur les espaces V et H qu'au n.1, § 2
et on suppose que la forme a(t;u,v) satisfait a (2.1), (2.2), (2.3) et
(4.1) 5 et que {Mk} satisfait & (1.1), (1.2), (1.3) et (2.7). On a alors

(ef. [15])

THEORMME 4.4. Sous les hypothdses rappelées ci-dessus et si en outre

'3

A es(nm) v, 7,

(4.9) ¢ Dour tout b il existe c ot 1 dépendant de D tels que
(k) K
lla (t)”"(VH ScL K k31 et te[-b,0]
alors pour tout fed (H) il existe u unique dans 3) (V) solution

+’Mk Mk

de (4.8) et u dépend continfment de f.

On peut faire les mémes remarques qu'au Théoréme 4.1 ; la majoration que

1'on utilise maintenant est la suivante
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b 1
(4.10) sup  {J[u(t)]] + Jur(e)]} g er( [ [£(+)[%at)?
t<b a

pour u solution de (4.8), f€D+(H), f(t) = 0 pour t<a,b>a,c' dépendant
de a et b,

Dans le cas "concret" des opérateurs aux dérivées partielles on en déduit,
comme dans les cas parabolique et de Schroedinger, les résultats de régularité

dans les espaces <D+ (8°(Q)) pour les problimes de Cauchy-Dirichlet
H

, My

2
Au + _6__15 = f(x,t) (f donné & support limité & gauche par rapport & t)
ot
(4—.11) ‘< 'Yu=o j=O’.=Q’ m—1

J

u(x,t) 3 support limité 3 gauche par rapport & t dans 1'hypothese

ol Aeét de la forme

(-1)|p| P (apq(x) h) + pzsm bp(x,t) Py

(4,12) au = X
Iplslal €m

et ou

( A est fortement elliptique (c'est-d-dire vérifie (2.10))

(4.13) ¢

et formellement autoadjoint (A = A%).

L

Plus précisément on a le

THAORMME 4.5. Sous les hypothdses (1.1), (1.2), (1.3), (2.7), (4.12), (4.13)

et si
(4.14) apqEDm+S(§_2), bD€6Mk(@m+S(§)) s entier >0
2

slors A +—2— est un isomorphisme de oL (HS+2m(Q) N EYQ)) sur
—_— 3t +,Mk 0

2
D (5°%(Q)).
+y
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Mais une situation différente se rencontre lorsqu'on veut €tendre les
résultats dans les espaces &) . Mk(Qe(é)) (Théoremes2.5 et 4.3) et la théorie
9
des problémes aux limites non homogénes (§ 3). Cherchons pour fixer les idées

Mk(%(ﬁ)) ; des

considérations analogues sont valables pour la théorie des problémes aux limi-

.

a4 étudier les résultats de régularité dans les espaces 334_
?

tes non homogenes.

Dans la démonstration du Théoréme 2.5 on est parti de 1'équation (2.19)
et on en a déduit la relation (2.20). Maintenant pour le probldme (4.11) on a
par hypothese
(4.15) Au = —u" + f
et on en déduit, de fagon analogue, la relation
1

k-
(4.16) W = —u(2k) +
J=0

p3((20e=3-1))y

On voit donc que si 1l'on veut appliquer le Théoréme 2.4 pour obtenir
1l'analyticité de wu par rapport aux variables x, on doit supposer
(447) = (lm)! .

Mais {Mk} devant &tre non quasi-analytique (hypothése (1.2)) ceci n'est
possible que si
(4.18) m>1 .

Donc le théorsme 2.5 peut 8tre Stendu au probléme (4.11) de la fagon

suivante
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THEOREME 4.6. Sous les hypotheses (2.16), (4.17) et (4.18) et si

(4.19) 2 IO

= by
Iol,fa| <m

avec apqegﬁ(ﬁ), A =A%, A fortement elliptique dans O (cf. §2.10)) ; alors

(88(Q)).

i fedD Q la solution u de (4.11) appartient aussi & &
si +’M1<(98( )) la solution de (4.11) app -

Mais 1l'hypothése (4.18) exclut le cas hyperbolique, en particulier 1l'équa-

tion des ondes classiques.

Remargue 4.2. A propos du Théoreme 4.6 on peut aussi noter que, l'opérateur
2
A.+--j%§ ntétant pas en général quasi-elliptique, on ne peut pas utiliser le

ot
résultat de Cavallucci (n.4, § 2).

%. Nouvelles généralisations : questions ouvertes.

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement & nous
mettre dans un cadre encore un peu plus général, de fagon & pouvoir considérer
aussi le cas hyperbolique, m = 1. Il faut pour cela substituer a 1l'espace

Qﬁ(ﬁ) des fonctions analytiques par rapport aux variables x un espace du type

de Gevrey par rapport aux mémes variables.

Précisons les choses dans le cas des fonctions de Gevrey proprement dites
(cf. pour la définition le n.4, § 2): on prend donc pour {Mk} la suite

(4.20) M= T (euk + 1) " rée1>1£ et 531 .

En cherchant & développer les idées qui nous ont conduit aux théoremes
du type 2,5, 4.3 et 4.6 et & la théorie du § 3, il est alors naturel d'énoncer

la généralisation suivante du théoréme 2.4 :
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Soit Q un ouvert borné de Ijn dont la frontiere T est une

.- 7 . . s 7
variété de dimension n-1, de classe de Gevrey %{ avec s réel

5
fixé, s }}; ( ); soit A un opérateur lindaire de la forme (4.19)

3 coefficients dans la classe %s(ﬁ), d'ordre 2m, proprement ellip-

tique dans Q . Alors si ued(Q) et s'il existe deux constantes L

(4.21) o

et ¢ telles gue pour tout entier k et i on ait

HAkuH , Sc X r(2skm + 1)
L

(@)

VD) g1 < o U poms(kerit )+1)
H

)—j-%‘(r)

alors u est dans la classe %_8(5) (et _vice-versa).

Nous n'avons pas encore les détails de la démonstration de la proposition
(4.21), qui doit s'obtenir par une technique analogue & celle utilisée pour le
théoreéme 2.4,

Une fois (4.21) admise, on peut alors 1l'utiliser au lieu du théordme 2.4
soit dans les théortmes de régularité soit dans la théorie des problémes aux

limites non homogeénes et non seulement pour les équations du deuxiéme ordre

en t mais aussi pour les équations paraboligues et du type de Schroedinger.

On obtiendra de nouveaux résultats, qui nous semblent intéressants, sur-

tout dans le cas des équations du deuxieme ordre.

(5) Définition évidente : cela signifie que les fonctions qui donnent les
"cartes locales" de I' sont de classe de Gevrey, selon la définition du

n.4, § 2,
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Je me borne par exemple & énoncer la proposition qui généralise le

Théoréme 4.6:

~

Soit Q un ouvert borné de }_ln, dont la frontiere I est une

s . . . 8 . oo
varieté de dimension n-!1 de classe @ , s réel fixé >E H
(&)
s

désignons par %_+m(%s(5)) 1!espace D+ My(%'s(ﬁ)) avec

(4.22) 2 o 0 5 i o =
i = km H it a °
I, skm + soit A de la forme (4.19) avec apqe%, Q),

A = 4%, & fortement elliptique dans Q ; alors si fe%sf(%s(i—)))

la solution u du probléme (4.11) appartient & %_im( %,S @)).

L

Pour m=! on peut considérer entre autres 1l'équation des ondes, dés que

s est >1,
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