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ESPACES DE FONCTIONS ET DE DISTRIBUTIONS VECTORIELLES DU TYPE DE GEVREY

ET ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

par

M. Enrico MAGENES*

Introduction. 0

Les classes de fonctions de Gevrey qui ont été introduites par Gevrey [4]

et Holmgren [6] depuis longtemps, entrent maintenant dans beaucoup de questions

sur les équations aux dérivées partielles, surtout dans l’étude des propriétés

générales des solutions des équations linéaires hypoelliptiques (cf. par ex.

le livre de Hdrmander dans la résolution du problème de Cauchy pour les

équations hyperboliques linéaires et non linéaires (cf. par ex. Leray-Ohya [9]

et Talenti [23], [24]).

On peut dire aussi qu’elles jouent un rôle important même dans les roblèmes

aux limites, bien que jusqu’à ces jours elles aient été moins utilisées dans ces

problèmes.

Le but des.exposés que je donnerai ici est précisément de faire connaitre

les résultats que M. Lions et moi-meme nous avons obtenus sur les problèmes aux

limites pour certaines équations d’évolution.

Il est bien naturel dans ce cas de se placer dans des classes de fonctions

ou plus généralement de "distributions" du type de Gevrey en la variable de

temps et à valeurs dans certains espaces vectoriels topologiques en les variables

d’espace.

*) Leçons professées au Collège de France en mars 1965.
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Il faudra donc d’abord étudier ces classes de Gevrey à valeurs vectorielles ;

on le fera dans le § 1.

Dans le § 2 on obtiendra des résultats de régularité, dans des espaces de

fonctions de Gevrey pour les équations paraboliques, soit dans le cas "abstrait" ,

c’est-à-dire pour l’équation opérationnelle

soit dans le cas "concret" des équations paraboliques "du type de la chaleur"

dans un cylindre.

Par transposition on en déduira (§ 3) des résultats assez généraux pour les

problèmes aux limites non homogènes dans des espaces de "distributions de Gevrey".

Enfin le § 4 sera consacré à l’extension de la théorie aux équations du

type de Schroedinger et du deuxième ordre en t, soit dans le cas abstrait,

soit dans le cas concret. Des nouveaux problèmes, qui nous semblent intéressants

se poseront à ce propos.

Les résultats des § 1, 2 et 3 se trouvent dans un travail [14] à paraître

dans les Annali di lylat. pura e applic., auquel nous renvoyons pour les détails

et les démonstrations. Les résultats du § 4 sont annoncés ici pour la première

fois.

§ 1. Espaces de fonctions et des distributions vectorielles du e de Gevre .

~ . Préliminaires.

On va se placer dans un cadre plus général que celui des classes de Gevrey

proprement dites, y en s’inspirant des classes de fonctions non quasi-analytiques
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de Mandel~brojt [16] ; on étendra au cas "vectoriel" certains des résultats de

Roumieu [181 relatifs au cas scalaire.

Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On

désigne par V (X) (resp. (~~9 ~ (~~~ l’espace des fonctions indéfi-

niment différentiables sur la droite R y à valeurs dans X, à support compact

(resp. quelconque, limité à gauche, 3 limité à droite), ces espaces étant munis

des topologies de L. Schwartz [20].

On donne une suite f lqkl k = Q,1,2,.., de nombres réels positifs satisfai-
sant aux conditions suivantes :

il existe une constante H telle que

Les deux premières conditions signifient [16J que la suite est logarithmique-

convexe et non quasi-analytique. Les suites (de type de G-evrey) -- kf d
avec d rêel &#x3E; 1, satisfont à (1.1), (1.2), p (1.3).

2. Espace DM (X). e(x).

On définit algébriquement l’espace D M (X) comme l’espace des fonctions

3) : t -~ Ï(t)y définies dans R et à valeurs dans X, telles que
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il existe un nombre L~1 et un borne 63 X

tels ue

L
On définit la topologie sur de la façon suivante. Soit (L )

n

une suite croi ssante tendant vers .r W.

On désigne par D(n)(X) le sous espace de D Mk (X) des à support

dans [-n,n] et tels que (1 ,5) ait lieu avec L w L fi&#x3E;ié j et sur D (n)(X)
n 

° 

Mk
un système fondamental de voisinages de l’origine est donné par

lorsqu’on fait parcourir à ~X un système fondamental de voisinages de l’ori-

gine dans X. La topologie sur 3) (X) étant ainsi définie, on muni t

.., 

k 
(n) .

J) 1B (X), de de inductive des D (X), puisque(X), DM ’k 
(X), puisque

On voit facilement qu’elle ne dépend pas de la suite [L 3 choisie.
n

3. Es 1=!ace s

On introduit maintenant l’espace D+.M. (X) des fonctions à support limité à
Mk 

gauche.

Soient aj 2 b, L fixés réels avec a  b, L % 1 ; on désigne par

l’espace des fonctions 2: t - 1(t) (de tels que
+,Mk 1 =
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il existe un borné C3 de X (dépendant de 1 ) tel que
1 1

On définit un système fondamental de voisinages de l’origine dans

par

lorsqu’on fait parcourir à et à un système fondamental de voisinages

de l’origine respectivement dans S(x) et x.

On définit ensuite

n suite quelconque croissante tendant vers + co, avec la
n

topologie de limite inductive ;

fbn1 suite quelconque croissante tendant vers + 00, avec la

topologie de limite projective p

(a ) suite quelconque décroissante tendant vers - 00, avec la
n

topologie de limite inductive.
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De façon tout à fait analogue on définit l’ espace ~_, 9 lb 1S. ~x~ des fonctions

limite à droite.

Enfin on introduit des fonctions à support quelconque.

en désignant p ar (a,b,L fixés avec 8  b, 9 L ~1) l’espace des
k

telles qu’il existe un borné é3 de X tel que

on introduit de façon analogue â (1 .9) la topologie dans et on
K

pose

où Ln -&#x3E; + oo, b -&#x3E; + oo, y a -&#x3E; - oo et on prend les topologies de limite induc-
n 

, 
n 

, 
n 

" -’

tive pour U et de limite projective pour (1 0

Ln a n ,b n

4. Mk-distributions à valeurs vectorielles

Supposons maintenant en plus que X soit réflexif et notons X’ son dual

fort. On pose

avec la topologie forte de dual o L’espace D’M (X) est, 9 par définition

l’espace des (ultra distributions) à valeurs dans X.

Sous les mêmes hypothèses on pose

avec la topologie forte de dual.
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On peut démontrer (cf. s [14] théor. 9.19 chap.1) que coïncide
° ’ 

+, Mk 
avec le sous-espace de (x) des Mk-distributions à support limité à uche.k 

Remarque 1.1. A vrai dire, les définitions données ne sont pas les plus

générales possibles 9 par analogie avec [211, y on pourrait par ex. appeler espa-

ces des Mk-distributions à valeurs dans X l’espace Z(Z (C);X) des appli-
" Mk =

cations linéaires continues de m (C) dans X 9 mais dans les applications que
"k "

nous avons en vue, c’est la définition (1.13) qui est commode.

et il serait intéressant de donner des critères sur X permettant d’affirmer

qu’il y a identité dans (1.15).

La dérivation et la multiplication par des fonctions scalaires 

se définissent dans D’M k (X) comme dans les distributions de Schwartz [19]? [21]
Te

Ajoutons maintenant sur l’espace X l’hypothèse suivante i

~1,16~ X) 0 (XI) est t0nnelé 0

étant l’espace des fonctions continues sur R à valeurs dans X’ et

à support compact.

On peut alors donner (cf. [14J, chap.1) des théorèmes de représentation des

éléments de D’M (X) et de D’ t 1B." (X) a Nous nous bornerons ici à énoncer le

résultat pour 33’ (x).pour k (X).
THÉORÈME 1.1 . e Toute 1 (x) eut se représenter, de façon non unique, sous201320132013 

Mk
la forme
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où

quelle que soit la fonction 8D°(C) et quel que soit L &#x3E; 0, y

1 la série
- converge dans

et o~. ~ ~ a i ’~ ~ 

(les crochets au premier membrue, y resp. au second membre, désignant la dualité

entre et et 
K 

Réciproquement toute f de la f orme (1 .17), et (1,19) définit par

(1.2~~ un élément 

Remarque 1.2. Dans les applications il est important de vérifier (1.16).

Si X (et donc X’) est un espace de Banach est tonnelé car il

est limite inductive d’espaces de Banach. De même si X = 1)1(0) (0 ouvert

de Rn, J)(O) espace des fonctions indéfiniment différentiables à support

compact dans ~9 muni de la topologie de Schwartz DI(Ç2) = dual fort de

espace des distributions scalaires dans 0), alors X’ =O(Ç2) et

0(â ((1)) est tonnelé car on peut démontrer qu’il est limite inductive 

paces (~1) .. .

Mais il y a ici des questions ouvertes qui nous semblent intéressantes 9

par exemple nous ne savons pas si lll ° (c~ (r)) (resp. (Õ))) est tonnelé

r étant la frontière d’im oUv3rt 0 borné de Rn, y supposée variété analyti-

que réelle de dimension n~.1, (resp. ’.v~ (6)) étant l’espace des

fonctions analytiques sur r (resp. Õ = 0 U pour H (r) et ÔÉ(à) par

ex. 0 C"~9 1221)O 0
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§ 2. Théorèmes de Mk-régularité pour équations de type parabolique.A ..... 
-..... 

- -&#x3E; .

1. Équations opérationnelles.

Soient V et H deux espaces de Hilbert, avec V c H, injection continue,

V dense dans H $ pour u,v£V (resp. H) on désigne (resp . (u,v), e

lui) le produit scalaire et la norme dans V (resp. H).

On identifie H à son antidual et on désigne par V* l’antidual de V ;

comme V est dense dans H on a

Si et ~ v~ , v ~ désignera la valeur de v* au point v ; 9

si V*EH, ~v~,v~ coïncide avec le produit scalaire dans H ; enfin llv*1,1* dési-

gne la norme dans V~, 0

On se donne pour tout tel une forme .

sur laquelle on suppose que

(2.1) -pour tout a(t;u,v) est sesquilinéaire et continue sur lT

~ 2.2 ~ pour tout u et e st indéfiniment dif férentiable sur R

1- -., pour tout T il existe X et 0153T positifs tels que

,

La forme v -&#x3E; a(t;u,v), étant semilinéaire continue sur V pour chaque

t et u fixés, y peut s’écrire

ce qui définit À(t)eil(V;V*).
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Sous les hypothèses précédentes on sait [10] que l’équation

admet, pour chaque fonction f(t) indéfiniment différentiable à valeurs dans

V* et à support limité à gauche, une et une seule solution u(t) indéfiniment

différentiable à valeurs dans iï et à support limité à gauche ; plus précisément:

(2.6) J + d dt est un isomorphisme (algébrique et + V

"-

On se donne maintenant une suite comme au § 1 satisfaisant donc à

(1 ,1 ~, (1 .2) et (1.3) ; et on suppose en outre que (cf. [3J)

/ ~ -i Î il existe une constante c1 telle que

On a alors le résultat suivant de M -régularité 1

THÉORÈME 2.1 . Sous les hypothèses (1 .1 ), (1 .2) e (1.3), (2-7), (2.1), e (2.2),~

(2.3) et si l’opérateur A(t -&#x3E; A(t)) appartient à alors

i iC

est un isomorphisme +,Mk(V) z +,Mk(V*). °
Nous renvoyons pour la démonstration à [14] chap. 2, n.1 ; nous nous

bornons à noter ici que l’on utilise la majoration suivante

qui est valable pour la solution u de (2.5) si fel3 +(V*) , f(t)=0 pour

t  a, b &#x3E; a, sous les seules hypothèses (2.1), (2.2) et (2.3), avec = 0

(on peut se réduire à ce cas par un raisonnement usuel).
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2. ÉQuations aux dérivées partielles paraboliques ; résultats de régularité

dans les espaces J) °

On désigne par x = x ) le point de R ; par (x, t) le point de

= X R. On considère dans # un ouvert 0, y borné dont la frontière

r est supposée variété de dimension n-1, indéfiniment différentiable, Q

étant d’un seul côté de 1 j on désigne par Q le cylindre de 

et par = F X R sa frontière.

Soit

un opérateur différentiel linéaire 2 ordre 2m, à coefficients définis dans

Q = Q U E, contenant seulement les dérivées Dx par rapport aux variables

d’espace x 17 ... y xn.
On suppose A uniformément fortement elliptique dans chaque compact de Q,

c’est-à-dire :

1 pour chaque compact Et oet11 de R il existe un 13 &#x3E; 0 ,

(2.10) 1 dépendant de [ta,t1] tel que

On considère le problème de Cauchy-Dirichlet :

dans Q(f donnée support limite à gauche par 
à t)dt 

rapport à t)
dj

(2.11) -y.u==0 sur E y y.=20132013-(v normale 

l u(x,t) à support limité à gauche ’ par rapport à t. o
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Soit une suite donnée avec (1,1 ~, ~1,~), (1.3) et (2.7). On voit

alors qu’on peut utiliser le théorème 2.1 , en posant

Plus précisément on a :

2.2. Sous les hypothèses ~1.1 ~ 9 (1.2), p (1-3), (2-7), (2.10), et si les

coefficients a (x,t) satisfont à

A+Tr sur D+,Mk(H-m(Q)).a t o
En utilisant les résultats de régularité bien connus sur les problèmes aux

limites elliptiques dans les espaces E(Q), on peut régulariser davantage par

rapport aux variables x la solution de (2.11); plus précisément (cf. 

chap. 2 théor. 3.1 pour la démonstration) on a le

THEOREME 2.3. Sous les hypothèses (1.1), (1 .2), (1.3), y (2.7), (2.10) et si

alors

(1) L2(0) = espace hilbertien des (classes de ) fonctions de carré sommable dans
Q ; (k entier &#x3E;0) = espace des u telles que DpuEL2(0) pour 

= adhérence dans de D (0) ; = dual fort de 
o 0

(2) z k(F,) (désigné aussi par C (Q))y k entier &#x3E; 0, est l’espace de Banach des

fonctions continues dans 0 = 0 U r, avec les dérivées jusqu’à l’ordre k ; X3(Q)
(ou = espace de Freschet des fonctions indéfiniment différentiables dans 0
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Remarque 2.1 . Une question qui se pose est la suivante : i si a 61b (53 (O))
est-ce que A + à est un isomorphisme de 

pq g ~

sur 9D +,£ (à3(Q))? Nous ne savons pas répondre même si les coefficients a pq (x,t
r 

M

dépendent seulement des x , c’ est-à-dire a 
. 

(xyt) = a PQ 
3. Un résultat sur les opérateurs elliptiques; application à la régularité des

solutions des équations paraboliques dans les es-paces t+, K (H(Q)).

Il est naturel, en étudiant la régularité de la solution du problème (2.11),

de se poser la question suivante : r étant,supposée variété analytique, y la so-

lution u est-elle de classe "de Gevrey" en t et analytique en x , si les

donnés (a 
pq 

et f) sont "de Gevrey" en t et analytiques en x ? En fait

la réponse est affirmative comme nous le verrons dans ce numéro et dans le sui-

vanta 0

La méthode que nous avons développée s’appuie sur un théorème relatif aux

opérateurs elliptiques qui contient à la fois un théorème de Morrey-Nirenberg

L171 et un autre de Kotake-Narasimhan [5] sur l’analyticité des solutions des

équations elliptiques. Voici ce résultat ~

THÉORÉME 2.4. Soit Q un ouvert borné de Rn, dont la frontière r soit une

variété analytique de dimension n-1 ; soit A un opérateur linéaires à coef-

ficients analytiques dans Õ, d’ ordre 2m, proprement elliptique dans Q.

Désig-pons ar A~ k = 0f1 a2· . ° .’ le k-ième itéré de A, (AOu = u). Alors

si et s’il existe deux constantes L et c telles que pour tout

entier k et i on ait
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alors u est analytique dans Q (et vice-versa).

La démonstration (cf. [14] chap. IV) utilise le même genre de technique

dans Morrey-Ilirenberg [17] et Kotake-Narasimhan [5].

Revenons maintenant au problème (2.11) et supposons que

(2.16) la frontière r de 0 est une variété analytique de dimension n-1.

(2.17) les coefficients de à donné par (2.9) ne dépendent pas de

t et sont analytiques en x dans Q j °’ i.e. a. (x)( 2e(Õ) .,
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 201320132013 

pq

On a alors le

THÉORÈME 2.5. Sous les hypothèses ~2.1 Ci~, (2.16), 9 (2.17), (2.18), si

la solution u du problème (2.11) appartient H(Q)).
+,Mk +,g
L’idée de la démonstration est la suivante (cf. pour les détails [14] n.5,

chap. IV). On a par hypothèse 
’

~2.1g~ Au = - u’ + f

et alors si on par rapport à t (A ne dépend pas de t) et si en y

applique l’opérateur A, y on obtient

e) H s 2(F) 1 est l’espace de Hilbert "des traces" des fonctions de

9 s ~ 1 0
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Mais grâce au théorème 2.2 u£D+,Mk(L2(Q)) ; et en outre y.u 
== 0y i = Ot - - - pm-1

+Mk 
et f£D (H(Q)). On en déduit que pour chaque compact la,bl avec

a = limite inférieure en t du support de f, il existe c et L tels que

u vérifie (2014) et (2.15) pour tout Donc u(x,t) est analytique 1
en x pour chaque t et il est facile de déduire plus précisément que

Le théorème 2.5 donne donc une réponse affirmative à la question posée aux

premières lignes de ce numéro, mais seulement dans le cas où les coefficients

a Pq ne dépendent pas de x. En fait le théorème est vrai en général si, y les

hypothèses (2.10), (2.16) et (2.18) étant supposées valables, les coefficients

a (98 (Õ)) ; le résultat suit d’un intéressant théorème sur la régularité
pq IV-k

des solutions des équations quasi-elliptiques, y qui a été trouvée indépendamment

du travail [14] y par A. Cavallucci [2]. Nous donnerons le résultat de

Cavallucci dans le n. suivant.

Comme nous le verrons dans le § 4, y la méthode que nous avons suivie

semble avoir l’avantage de pouvoir être utilisée même dans le cas d’opérateurs

non hypoelliptiques, tels que l’opérateur de Schroedinger et certains opéra-

teurs du deuxième ordre en t.

Remarque 2.2. Une question qui se pose en tout cas à propos du théor. 2.5

est la suivante : A + a est-il un isomor p hisme de
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4. Un résultat de régularité pour les solutions des équations quasi-elliptiques.

Nous exposons dans ce numéro le théorème ae Cavallucci [2J. Rappelons avant

tout la définition de classe de Gevrey pour les fonctions de plusieurs varia-

bles.

DÉFINITION. Soit K un compact de R~’ ; on dit que u est dans la classe de

Gevrey

g(q1,... "(K).

, 

q. nombres réels &#x3E; 0, si u est indéfiniment différentiable dans K et
i - -

s’il existe deux constantes c et L (dépendant de u) telles que

où r(z) est la fonction d’1uler classique et

On peut munir de façon évidente d’une topologie de limite

inductive d’espace de Banach.

Si q1 = q ~ ... ~ on écrira plus simplement $Ç(K) au lieu de

Désignons alors par CL la demi-boule 0~ = [xl Ixl  RyX = 0] et

par r~ l’ensemble [xi x = Oj ; et soient m1,o..,m des entiers

positifs fixés. Posons

Dans ~ , Ro fixé, y on se donne un opérateur différentiel linéaire de la
o

forme
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les coefficients étant indéfiniment différentiables dans - On sup-

pose que atu est quasi-elliptique dans QR (ou seilli-elliptique selon Horman-- R .-- - 

o

der [71, c’est-à-dire qu’il existe une constante a &#x3E; 0 telle que

On suppose encore que A satisfait à la condition sur les racines (analc-

gue à l’ellipticité propre pour les opérateurs elliptiques) : (2.24) le polynome

en T

a un nombre m + fixe, indépendant de
n 

o . -- 
..

de racine avec 0.

Notons que (2.24) est conséquence de (2.23) si n ~3o Considérons main-

tenant le probléme

On a alors le

THEOREME 2.6. Si a 
p 

et f appartiennent à
p 

20132013201320132013201320132013

appartiennent à 
/ -. ,f -- - B
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et si u est continue dans ~L avec les dérivées Dpu telles Que
n

alors

pour tout 0

o

Si m1 =...= m 11 , = 2m, alors A est proprement elliptique et on retrouve

le théorème de Morrey-Nirenberg [1?] sur l’analyticité des solutions des équa-

tions elliptiques. a Si r-i 1 
= ï , , ill2 = 2m on a le résultat, pour des

équations paraboliques, d’ où on peut déduire, par "cart~ locales", le théorème

2.5 dans l’hypothèse où les (9ë(û)). (Noter qu’il faut changer n en

K
n + 1 dans cette application).

~ 3. Probl.èmes aux limites non homogènes pour les équations paraboliques.

1 . X_- et propriétés de tracés.

Nous avons donc obtenu dans le § 2 des résultats de régularité dans des

espaces de à valeurs vectorielles soit pour des opérateurs

"abstraits" soit pour des opérateurs différentiels paraboliques "concrets".

Par transposition on peut maintenant obtenir des résultats dans des espaces

de M -distributions (cf. [14] chap. 3, n-1).
K .--------.-

Nous chercherons à développer cette idée en prenant comme point de départ

un résultat de régularité un peu différent des résultats du § 2, qui nous per-

mettra d’obtenir par transposition des espaces de Mk-distri butions assez

généraux.

Supposons que (2.10), (2.16), (2-17) et (2.18) soient vérifiées. Désignons

par A* l’opérateur adjoint formel de (2.9), c’est-à-dire
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On a alors la formule de Green suivante [1] :

pour tout u et ou S . et T . sont des opérateurs différentiels
J J

linéaires convenables, d’ordre 2m - j -1 , déterminés par A, e et à coefficients

analytiques en x sur F et indépendants de t. o

Définissons l’espace

m utilisant le fait ....{ (J) (5» c J) (D (Q)) et que si

(1) (6» il existe v unique dans 1) (D(5)) telle que = 0,
- - J

j = 0,...,m-1 et A*v - v’ = f ( cf . [1 0 ] th . 881 ?J21), on peut munir X
de la topologie image réciproque de celle de J)-’Mk(J) (0», de façon que

3.3 es t un isomorphisme de X sur c0 -. (D(Q)) .(3.3) A-dOt X- 20132013 D-,Mk(D(Q)).
Remarque 3.1. Probablement X c J) M(D(Q)) et la topologie sur X

- 

- 

-

coïncide alors avec la topologie localement convexe la moins fine rendant

continue les applications v -’ v et v ~ ~~v ~. v i de X dans d~ ~ T~ ~ ~ ~~~ ~
et J) -’Mk(J) (0» respectivement; 9 la question est liée à la remarque 2.1.

Le point de départ pour transposer est l’isomorphisme (3.3). Mais on doit

avant tout étudier l’application
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On a à ce propos le (cf. [14J chap. 3 pour les détails)

THEOREME 3.1. Si C v£ D (H(r)m) et l’application v -70(; v

est linéaire et surjective.

Pour démontrer que on utilise la même idée qu’au

théorème 2.5 ? 1 comme

(3.5) = v’ 1 dans un voisinage de E y

et donc en utilisant (3.5) comme on a utilisé (2,19) dans le théorème 2.5 on en

déduit par application du théorème 2.4 (dans une évidente formulation "locale")

que, pour chaque t, v(x,t) est analytique en x dans un voisinage convenable

de r, et aussi 
-,Mk

Pour démontrer que 66 est linéaire et surjective on utilise un théorème

récent de Talenti [24J sur la résolution du problème de Cauchy dans les classes

de Gevrey.

Si maintenant est le royau de y est fermé dans X-, y l’ap-
o -

plication quotient % 
" 

Y-, 
sur D -Mk (H(r)m) est un isomor-phisme

C ’
algébrique. Cela nous permet d e munir J) -’lV1:(9l (r)m) de la topologie

image réciproque par 
° 

de la topologie de X -/Ne(, (muni de la topologie

quotient de X par Nous ignorons si cette topologie coïncide avec la
- w

topol ogie de D (H(r)m) rappelée au § 1. La question est" 

liée au fait de savoir si l’application v -&#x3E; C v est aussi continue et s’il

existe un continu de C.
4A .Y 

Donc, bien qu’il nous semble probable que les deux topologies coïncident,
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pour éviter toute ambiguité on notera 

muni de la topologie isomorphe à x-C
2. Espace Y  Théorème de trace.

On considère maintenant un espace K(O) vectoriel topologique localement

convexe séparé réflexif, de fonctions définies sur 0 , contenu dans 

tel que

soit dense dans 
k

Par exemple d’après le théorème 2.2. on peut prendre K(O) = Hm(Q) (cf.
0

[14] chap. 3 n.4.1 pour d’autres espaces).

On désigne par K’(Q) le dual de K(n).

Enfin on introduit l’espace

muni de la topologie localement convexe la moins fine rendant continues les

applications u -7 u et u -7 Au + ur de Y dans J) 1 M. (P r(o» et
+ 

(K’(Q)) g ces deux espaces étant supposés, pour éviter des difficultés
+Mk

topologiques, muni de leur topologie de dual faible et

J) vL (K (0)) ±esPectiveNento 0

Le problème qui se pose à propos de cet espace Y + est de savoir s’il

est possible de définir les "traces" sur E de et de ses dérivées

normales à E d’ordres ~m-1 et s’il est possible d’’’écrire’’ la formule
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de Green (3.1) pour u E Y 
+ 

et v E X

En fait on peut démontrer (cf. [14J chap.3) :

LEME de densité : est dense dans Y .
+

et

THÉORÈME 3.2 : L’application u --&#x3E; yu = ul linéaire de J)(D(5))

dans (4) 
se prolonge par continuité en une application linéaire

continue. encore notée de Y dans le dual ’"1,g8l ’ r&#x3E;~&#x3E; .9ae.

. ~) M (9~(r) ~ )? muni de la topologie faible. Et on a 
’~"k

(3.8)  u,A*v - VI&#x3E; -  Au + ulev &#x3E; =  yu , %v &#x3E; V y VE X

les crochets dans (3.8) désignant la dualité respectivement entre

3. Transposition. Théorème d’existence et d’unicité final.

Reprenons maintenant l’isomorphisme (3.3). Par transposition on en

déduit

pour toute forme linéaire continue sur X il existe u unique

, 
dans D’ (D’(Q)) telle que

J et l’application L - u est continue de (X ) ’ r dans

4 3) (r) = espace des fonctions indéfiniment différentiables sur r.
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Choisissons maintenant L de façon à pouvoir "séparer" dans (3.9)

l’équation Au + ut = f des conditions aux limites. En fait en utilisant

les n. 1 et 2 on peut choisir

où f est quelconque dans et g quelconque dans

# 
+,M %

les crochets désignant les dualités convenables.

On en déduit en utilisant le théorème 3.2

THÉORÈME 3.3. On suppose que (2.10), (2.16), (2.17), (2.18) et (3.6) ont

lieu.

Étant donné
,_........,

il existe u unique

dans (0» satisfaisant à
- 

+,Mk 
D’ (Q)) 

Au+u’ = f{ "fa = g au sens du théorème 5 ,2 ;yu = g au s ens du théorème 3 , 2 ;

et l’ap-pli cation f,g --&#x3E; u est continue, chaque espace étant muni de sa told-o 0-

d.e dur-,1..

Remarque ~.2. Le théorème 3.3 est d’autant plus intéressant que l’espace

est plus grand et donc que K(O) est plus petit ; nous ignorons s’il

existe un K(o) minimal. 

3.3. En utilisant les résultats de Cavallucci (cf. § 2, n.~~,

au lieu du théorème 2,~., on voit facilement que toute la théorie développée

dans ce § (et en particulier le théorème 3.3) est valable si au lieu de 

thèse (2.17) on suppose que les coefficients 



24

§ 4. Equations du type de Schroedinger et équations du deuxième ordre en t.

1 
,

1. Équations du type de Schroedinger a

La théorie que nous avons développée aux §§ 2 et 3 Pour les équations

paraboliques peut être étendue à d’autres classes d*équations d’évolution.

J’exposerai dans ce § les résultats que M. Lions et moi avons obtenus

jusqu’ici pour les équations du type de Schroedinger et du deuxième ordre en t

et j’indiquerai les problèmes nouveaux qui se posent à ce propos. Les détails

et les démonstrations seront donnés dans un travail [15] qui paraîtra prochai-

nement.

Reprenons donc les notations et les hypothèses du n,1 , § 2 pour les

espaces V et H et pour la forme sesquilinéaire a~t~u,v~ 9 on suppose donc

que (2.1), (2.2) et (2.3) soient encore valables et en outre que

On considère alors l’équation "abstraite" du type de Schroedinger

est une suite de nombres positifs satisfaisant à (1 . 1 ) ~ ~ ~ .2 ~ ,

(1.3) et (2.7) on peut démontrer (cf. [151)le

THÉORÈME 4.1. Sous les hypothèses rappelées et si en outre

-pour tout b il existe c et L dépendant de b tels ue
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alors pour tout f~D (H) il existe u unique dans D M. (V) solution de
- .-.-..-....-..---.- 201320132013201320132013 

+,£
(4.2) et u dépend continûment de f.

C’est l’analogue du Théorème 2.1, mais dans des hypothèses plus restricti-

ves (et on n’a pas un résultat d’isomorphisme).

Cela dépend essentiellement du fait qu’on ne possède pas pour l’équation

(4.2) des majorations semblables à (2.8) ; les majorations qu’on utilise sont

en fait les suivantes

valables pour la solution de (4.2) si + (il), f( t) :: 0 pour t  a, b &#x3E; a,

CI constante dépendant de a et b.

On peut en tout cas s’appuyer sur le théorème 4.1 pour développer dans

le cas "concret" d’une équation aux dérivées partielles du type de Schroedinger,

une théorie analogue à celle que nous avons exposée aux ~~ 2 et 3 pour les

équations paraboliques ; naturellement les hypothèses ~4.~~ et (4.3) nous obli-

geront à imposer sur l’équation "concrète" des conditions plus restrictives

qu’au ne 2 § 2. En pratique (4.1) signifie que le problème aux limites doit

être "autoadjoint" et (4.3) que les coefficients de l’équation ne dépendent pas d

t sauf pour le coefficient du terme en u. ,

Plus précisément : soit 0 l’ouvert introduit au n.8, § 2. Soit A un

opérateur différentiel linéaire de la forme
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avec l’hypothèse

(4.6) A est formellement autoadjoint ~A = A’~ ~ 0

Considérons le problème de Cauchy-Dirichlet du type

dans Q (f à support limité à gauche par rapport à t)

à support limité à gauche par rapport à t .

On peut développer pour (4.6) une théorie dans les espaces 

tout à fait analogue à celle du n.29 ~ 2. En particulier~par exemple,on a le

THÉORÈME 4.2. Sous les hypothèses (1 .1 ), (1.2), (1.3)~ e (2.7), ~2·~ ~~ ~ (4.5).

(4.6) et si

alors i A + Q est un isomorphisme de

Le théorème 2.5 sur la régularité dans les peut

être aussi étendu au problème (Q-o7 j :

THEOREME 4.3. Sous les hypothèses (2.10), (2·16), (2.18), 9 (4.5), 9 (4.6) t si

a (x)~36(Q), 9 alors si 
1B{ 

(36(5)) la solution u

de (4.7) appartient 
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Enfin on n’a pas de difficultés à développer pour (4.7) aussi la théorie

des problèmes aux limites non homogènes du § 3 ; mais nous ne donnerons pas

ici les détails (cf. 15 ).

Remarque 4.1 . Il faut noter que pour (4.7) on ne peut pas utiliser les

résultats de Cavallucci (cf. n.4 § 2) parce que l’opérateur i A + d d+ n’ est
"’ at

pas quasi-elliptique.

2. Équations du deuxième ordre en t.

Considérons maintenant l’équation "abstraite" du deuxième ordre

On fait les mêmes hypothèses sur les espaces V et H qu’au n.1 ~ § 2

et on suppose que la forme satisfait à (2J)y (2.2), (2.3) et

(4.1) ; 9 et que (£) satisfait à (1.1), (1.2), (1.3) et ( 2 .7 ~ . On a alors

(cf. [15J)

THÉORÈME 4.4. Sous les hypothèses rappelées ci-dessus et si en outre

pour tout b il existe c et L dépendant de b tels ue

alors pour tout il existe u unique dans 0+, Mk (V) solution

de (4.8) et u dépend continûment de f. 0

On peut faire les mêmes remarques qu’au Théorème 4.1 ; la majoration que

lton utilise maintenant est la suivante
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pour u solution de (4.8), feD +(H), f(t) == 0 pour dépendant

de a et b.

Dans le cas "concret" des opérateurs aux dérivées partielles on en déduit,

comme dans les cas parabolique et de Schroedinger, les résultats de régularité

dans les 

espaces d) ’ pour les problèmes de Cauchy-Dirichlet

(f donné à support limité à gauche par rapport à t)

à support limite à gauche par rapport à t dans l’hypothèse

où Aest de la forme

et où

A est fortement elliptique (c’est-à-dire vérifie (2.10))

(4.13)

et formellement autoadjoint (À = 1,*) .

Plus précisément on a le

THÉORIE 4.5. Sous les hypothèses (1 .1 ), (1.2), (1.3), (2.7), (4.12), (4-13)

et si

alors est un isomorphisme de sur
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Mais une situation différente se rencontre lorsqu’on veut étendre les

résultats dans les espaces D +,Mk(H(Q)) (Théorèmes 2.5 et 4.3) et la théorie

des problèmes aux limites non homogènes (§3). Cherchons pour fixer les idées

à étudier les résultats de régularité dans les espaces "k (09(0» ; des+,Mk
considérations analogues sont valables pour la théorie des problèmes aux limi-

tes non homogènes.

Dans la démonstration du Théorème 2.5 on est parti de l’équation (2.19)

et on en a déduit la relation (2.20). Maintenant pour le problème (4.11) on a

par hypothèse

et on en déduit, de façon analogue, la relation

On voit donc que si l’on veut appliquer le Théorème 2.4 pour obtenir

l’analyticité de u par rapport aux variables x, on doit supposer

Mais {Mk} devant être non quasi-analytique (hypothèse (1.2)) ceci n’est

possible que si

Donc le théorème 2.5 peut être étendu au problème (4.11) de la façon

suivante :
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THEOREME 4.6. Sous les hypothèses (2.16), (4.17) et (4.18) et si

avec a £H(Q), A = A* , A fortement elliptique dans Q (cf. (2.10)) ; alors
201320132013 

pq 
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 2013201320132013

si la solution u de (4.11) appartient aussi à 3D +,Mk (H(Q)).
Mais l’hypothèse (4.18) exclut le cas hyperbolique, en particulier l’équa-

tion des ondes classiques.

Remarque 4.2. A propos du Théorème 4.6 on peut aussi noter que, l’opérateur

A +2013~ n’étant pas en général quasi-elliptique, on ne peut pas utiliser le
at2

résultat de Cavallucci (no4, ~ 2).

3. Nouvelles généralisations ; q-uestions ouvertes.

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement à nous

mettre dans un cadre encore un peu plus général, de façon à pouvoir considérer

aussi le cas hyperbolique, y m = 1. 0 Il faut pour cela substituer à l’espace

9B(Õ) des fonctions analytiques par rapport aux variables x un espace du type

de Gevrey par rapport aux mêmes variables.

Précisons les choses dans le cas des fonctions de Gevrey proprement dites

(cf. pour la définition le il,&#x3E;4,. § 2); on prend donc pour [Mkl la suite

:~. cherchant à développer les idées qui nous ont conduit aux théorèmes

du type 2~5, 4.3 e t 4.6 et à la théorie du § 3, f il est alors naturel d’énoncer

la généralisation suivante du théorème 2.4 1
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r Soit Q un ouvert borné de R~ dont la frontière r est une

1 variété de dimension n-1, de classe de Gevrey gs avec s réel
} (5)1 fixé, y s m 5) soit A un opérateur linéaire de la forme (4.19)
i 

- m ..... 
- - 

....-.. 
-.

1 à coefficients dans la classe gs(Q), d’ordre 2m, proprement ellip-
tique dans Q . Alors si u6cP(Q) et s’il existe deux constantes L

(4.21) 1 et c telles que__ our tout entier k et i on ait~t c telles pue -pour tout entier k ~t i on ait

alors u est dans la classe ~ (0) (et vice-versa). o

Nous n’avons pas encore les détails de la démonstration de la proposition

~4.21~g qui doit s’obtenir par une technique analogue à celle utilisée pour le

théorème 2.4. e .

Une fois ~4.21~ admise, on peut alors l~utiliser au lieu du théorème 2.4

soit dans les théorèmes de régularité soit dans la théorie des problèmes aux

limites non homogènes et non seulement our les équations du deuxième ordre

en t mais aussi pour les équations .paraboliques et du t e de schroed’ er.

On obtiendra de nouveaux résultats y qui nous semblent intéressants, y sur-

tout dans le cas des équations du deuxième ordre.

5 Définition évidente : i cela signifie que les fonctions qui donnent les

"cartes locales" de F sont de classe de Gevrey, selon la définition du

n.4, § 2.
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Je me borne par exemple à énoncer la proposition qui généralise le

Théorème 4.6:

1 Soit 0 un ouvert borné de Rn y dont la frontière F est une
1 r

1 variété de dimension n-1 de classe s 9 s réel 9 
·

désignons par gsm 
s - 

q espace D (g (5)) avecpar 0.1 /(:l’ 0) 11 espace d..J ’JL (6, (0») avec 

..

t 
~ 

~. + i ~ ~ soit A de la forme (4.19) avec a .pq E
’ ) A fortement elliptique dans Q j 9 alors si 

lla solution u du problème (4.11) appartient à gs(O)).L la solution u du problème (4011) appartient à +
Pour m=1 on peut considérer entre autres l’équation des ondes, dès que

s est &#x3E; 1 .
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