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SYSTÈMES LINÉAIRES, HYPERBOLIQUES NON STRICTS

par

Jean LERAY et Yujiro OHYA

Introduction

1. HISTORIQUE.- Les systèmes strictement hyperboliques se reçoivent dans

des espaces de fonction ayant un nombre donné, fini, de dérivées (Petrowsky [10],

Leray [51, [6], G&#x26;rding Une équation à caractéristiques multiples ne

peut plus etre résolue dans de tels espaces (Yamaguti [12] ; Mme Lax [4] ;

Hörmander [31, ch. V, qui réserve le terme "hyperbolique" au strictement hyper-

bolique). Mais elle peut l’être dans des espaces de fonctions indéfiniment

différentiables : les espaces de Gevrey Y (Hdrmander [3], théorème
5.7.3, traite l’équation linéaire à coefficients constants ; Ohya [9] traite

l’équation linéaire à coefficients variables, dont le polynome caractéristique

est un roduit de polynomes strictement hyperboliques; le domaine d’influence

existe. Ce domaine peut s’étudier comme dans le cas strictement hyperbolique,

[5], ch. VI).

Nous allons étendre ce résultat d’Ohya au système linéaire ; nous complè-

terons ses conclusions en employant une famille plus large de classes de Gevrey :

elle s’étend de la classe des fonctions analytiques à celle des fonctions ayant

un nombre fini de dérivées bornées ou de carrés sommables.

Notre méthode peut s’appliquer au système non linéaire, grâce à un théorème

de L. Waelbroeck [7J sur la composition des fonctions.
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2. SOMMAIRE.- Nous résolvons le problème de Cauchy, hyperbolique non strict,

par approximations successives ; ces approximations s’obtiennent en résolvant

des problèmes de Cauchy strictement hyperboliques ; pour prouver leur conver-

gence il faut employer les normes de toutes leurs dérivées.

A cet effet, suivant une suggestion de L. Waelbroeck, nous employons des

séries formelles ; la preuve de la convergence se réduit à la résoltuion d’un

problème de Cauchy pour des séries formelles ; ce problème se résout en s’aidant

du théorème de Cauchy-Kowaleski (problème de Cauchy analytique).

Le problème posé se trouve néanmoins résolu dans des classes de Gevrey non

quasi-analytiques : elles contiennent des fonctions à supports compacts ; le

domaine d’influence existe, ce qui, pour nous, caractérise l’hyperbolique.

Notre raisomnement diffère beaucoup de celui d t ahya ; cependant, il est

né de son étude.

On trouvera l’énoncé de nos conclusions aux n° 23, 24, 25 et 26, à la fin

de l’article.

§ 1. Norme formelle

3. NOTATIONS.- X = R . Etant donnée une fonction f : X -&#x3E; C

nous notons :

l’ espace de Banach des f tels que  oo 

Choisissons des coordonnées (x1’ ... ,x -I?) sur X ; notons :

l’ espace de Banach des f telles que  co ; c’ est l’espace de
p p

Sobolev.
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Bien entendu,

4. DEFINITIOli ET PROPRIETES.- Nous nommons norme formelle de la fonction

f : X - C la série formelle de la variable P , à coefficients &#x3E;, 0 et

Notons le commutateur de D cr- et f, c’est-à-dire l’opérateur

tel que

définissons la série formelle

Nous allons établir les propriétés suivantes, où

signifie Vs .

Formule du roduit.- Si 1=1+~, alors20132013201320132013201320132013201320132013 
p q 

-r 

r’ 
a

Formule du commutateur.- Si ~ ~ ~ +1, y alors
201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 

p q r

Signalons qu’il est aisé d’appliquer (4.6) à (4.4), puisque toute série formelle

F( P ) » 0 vérifie évidemment
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Formules de la dérivée.-

5. PREUVE DE LA FORMULE DU PRODUIT.- Définissons la série formelle en

où

Nous avons

~« signifie  pour les coefficients homologues).

Preuve de (5.2).- D’après Leibniz

d’après Halder

donc

ce qui prouve (5.2).
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Lemme 5.- Soient

formelles vérifiant

des séries

définissons comme suit des séries formelles

On a

Preuve. - ; la formule du binôme donne,

La définition (5.4) peut donc s’énoncer ’ comme P ~ est

la plus petite série formelle +...+ (;, -l? qui majore ç(§), c’est-

à-dire qui vérifie :

Donc

et, par suite

Preuve de la formule du o On applique le lemme à (5.2).

*) Cet énoncé est emprunté à L o Garding tll4].
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6. PREUVE DE LA FORMULE DU COMMUTATEUR,- Le calcul établissant (5.2) donne

On applique le lemme 5.

7. PREUVE DES FORMULES DE LA DÉRIVÉE.- Preuve de (4.6).- Aux deux membres,

les coefficients respectifs de 
p 

sontles coefficients respectifs de S. 1. sont
s

Preuve de (4.7).- Aux deux membres, les coefficients respectifs de rs sis.

sont

§ 2. Quasi-norme formelle.

8. NOTATIONS.- Soient (Xoy x~ , ... , xn) des coordonnées +1 ; soit

Y la bande de R -8+1 d’équation 

1

soit S,~ l’hyperplan de cette bande d’équation

Etant donnée une fonction

nous notons 1f,Stlp la norme de sa restriction à S et D" f ses dérivées,
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Pour 9 = (j, 0 , ... ,0) , D 0- est noté D 0 .

9. DEFINITION.- Etant donnée une fonction

un nombre et un entier n 3 0, nous nommons Quasi-norme

formelle de f la série formelle, dont les coefficients sont des fonctions de

t à valeurs ~0 ô

Nous emploierons la norme formelle

autrement dit

en convenant que

Soit un opérateur différentiel ; ses quasi-norme et norme

formelles

sont les sommes de celles de ses coefficients ; nous notons
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10. PROPRIETES.- On a les formules suivantes :

Formule du produit. - alors. p q + r ’ 9 alors

Preuve.- D’après la formule de Leibniz

pour +p (  n ; donc, a fortiori , pour (« 1  1 ~ n ; il suffit alors

d’appliquer au second membre la formule du produit (4.3).

Formule de la dérivéee.- De (4.6) et (4.7) résultent les formules, OÙ i 4 0 :

Le nO 11 va prouver la formule suivante, que les § 3 et 4 emploieront :

Formule du commutateur.- Soit 2013==2013+2013 ; soit a(X,D) un opérateur
p q r

normal 1) d’ordre m ; Dn a, si n # 1normal d’ordre si n&#x3E;1

où c(m,n) ne dépend que de l, y m et n 0

1) Le coefficient de Do (qui est nommé premier fficient vaut 1 .
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11. PREUVE DE LA FORMULE DU COMMUTATEUR.- On a

d’où, vu les définitions (9.1) et (9.4) :

où

les coefficients de ’b sont des dérivées de ceux de a Donc,

vu la formule du produit (4.3) :

Pour établir la formule du commutateur (10-4), il suffit donc de prouver

que

sily C n. Il suffit de le prouver quand a est monome :

Quand la où l’on remplace X par St et où

l’on majore -|f,x| q par 0, donne

et prouve donc (11.1).

= (m,0), alors a,,= 1, puisque a est normal ; donc, vu

la définition (9.4),
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Supposons (m-1yl)y c’est-à-dire = 

ou 1-$i~~ ~ ~m-1 ; ; remarquons que les formules (4.4), (4-5) p

(4.6), (4.7) donnent

d’où en remplaçant f,g,X par

ce qui achève la preuve de ~ 1 ~ . ~ ~ , donc de la formule du commutateur.

§ 3. Approximations successives

12. L’EQUATION STRICTEMENT HYPERBOLIQUE a les propriétés que voici (voir

[ ], [5] , [ 6] ) :

sur la bande Y, soit un opérateur d’ordre m, normal et réguliè-

rement hyperbolique 2) pour les hyperplans S ; J
on suppose donné un entier n #1 tel que le premier terme , 

.

de la norme formelle soit fini ;

2) Soit g(x,p) le polynome caractéristique de a, c’est-à-dire la partie

principale du polynome a(x,p) de p. On suppose qu’il a les propriétés sui-

vantes pour p, e - - - 5 p~ réels : 
,

g(x,p) a toutes ses racines p. finies, réelles (hyperbolicité) et
distinctes (stricte hyperbolicité) ; $

tout polynome g( co , p), qui est une limite pour 1 x oo de g(x, p),
a lui aussi ses racines Po finies et distinctes (hyperbolicité régulière).



30

alors l’opérateur a se minore comme suit : si 1 Jf+n f, S 12 est une fonction
t 2

sommable de t, alors

les nombres c ne dépendent que de 1 Dn a, Y oo.
Cette minoration implique évidemment le

Théorème d’unicité.- Le problème de Cauchy d’inconnue u

a au plus une solution telle que soit fonction sommable de t.

La fin de ce n° 12 va montrer que la minoration (12.1) de a permet de

majorer comme suit la solution ~12,2~ du problème de Cauchy (12.2) :

Lemme 12 . - On a

en notant p) la série formelle que définit le problème de Cauchy

ou Y ~ et 8 sont des séries formelles en p telles que

les c étant d nombres dépendant de ln iles co étant es nombres dependant de |Dna,Y|oo. 

3 } )° c’est-à-dire : uu|S0,...,dm-1o u|So donnés. 
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~ 12. 1 . - Il est immédiat de calculer donc de majorer

en fonction des données. Par exemple, si

et l’on peut prendre e( P) == 0.

Note 12.2.- La résolution de (12.4) est élémentaire : les coefficients

4’ (t) de 
, si y (t) s’obtiennent par des quadratures portants s, s

s

sur des fonctions &#x3E; 0 ; ces formules gardent un sens quand les coefficients

des données Ci, ne sont pas sommablesl
Théorème d’existence.- Le problème de Cauchy (12.2) possède une solution

u~ telle que est une fonction bornée de t, quand les premiers

termes

des séries formelles figurant dans (12.5) sont respectivement sommabloeet finis; ’
_q2Aand y(t,0) est une fonction bornée de t. Cette solution

vérifie (12.1); c’est-à-dire :

Preuve du lemme 12.- Supposons les r premiers termes de la série

formelle p) bornés j 9 c’est-à-dire les r premiers termes des séries

formelles

respectivement sommables et finis ; on sait que les r premiers termes de

4) Nous pourrions aisément nous limiter au cas où elles le sont.
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sont alors bornés. Soit car tel que ( 5 ) ~ (0~).

on a d’après (12.6) :

les c étant indépendants de r 3 chacun des termes de cette relation est une

fonction bornée de t. Remplaçons le premier membre par +’5-u,S t[2 et

appliquons m/q ps s! sup, où 1(:5- 1= s  r i il vient, en modi-o. s ! (5

fiant les c qui restent indépendants des r :

Majorons le second membre par la formule du commutateur ( 1 0 .4) ; il vient :

L’intégration de cette inégalité est classique ; elle donne ceci, en prenant

dans (12.4) et (12.5) des c. assez grands, mais indépendants de r : on a

pour 0  IY 1), si pour ces valeurs de t les coefficients de
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pj (jOE°=°0, . o . , r-1) dans Le sont des fonctions bornées de t.

Or la définition de tp (t, p), par ( 12.4) et la Note 12.2, montre que

si le coefficient de p r-1 dans lp vaut ro pour t = T, alors tous les

coefficients de p s (s~r-1) valent ro pour T~t~ JYJ. Donc (12.7) im-

plique (12.3), c’est-à-dire le lemme 12.

13. EQUATION DÉCOMPOSABLE EN EQUATIONS STRICTEMENT HYPERBOLIQUES.- Sur la

bande Y . soit

un opérateur d’ordre m, produit de p opérateurs normaux y régulièrement hyper-

boliques pour les hyperplans St ; soient m1’...’ m P leurs ordres :
u 1 P

Posons-nous sur Y le problème de Cauchy d’inconnue u :

quand on se donne un entier n &#x3E; p tel que :

ce qui implique

Soient C , C et ~ des séries formelles en p telles que
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les Co étant des nombres dépendant de

Soit tp (t, p) la série formelle en p que définit le problème de Cauchy

Lemme 13.1.-Si [Dn V, St 12 est une fonction sommable de t, en particu-

lier si est une fonction bornée de t pour alors le

problème de Cauchy (13.1) possède une et une seule solution telle que

D soit une fonction bornée de t. Cette solution vérifie :

et aussi

si q satisfait les conditions

La note 12.2 s’applique au problème (13.5).

Preuve.- Notons Vo = v et envisageons les problèmes de Cauchy d’inconnues

Le nOl2 et une récurrence sur j montre qutils définissent sans ambiguité des

Vj tels que est une fonction bornée de t. On a :

et, vu le lemme 1 ~ ~.
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les 1. étant les séries formelles en p que définissent les problèmes de
J

Cauchy :

1,...,p. Vu le n° 12, u = v 
p 

est la solution unique du

problème (13 .1 ) ; ( 1 ~ .8~ donne ( 13. ~~ , car 4J p 
est la solution ~p du pro-

blème (13.5~.

La preuve de (13.7) est la suivante : il s’agit de prouver que

pour tout 1 tel que

Nous le prouverons en montrant ceci :

JO) l’équation a u = v implique une relation

où ey et fy sont des opérateurs différentiels ayant les propriétés que

voici :

les coefficients de ey et fy sont des polynomes en les dérivées d’ordres

 n - p + q des coefficients de a 9 ces polynomes sont de degré q.

2°~ on a



36

3°~ on a de même :

La preuve de (~3,7~ sera alors achevée.

Preuve de ( i ~.11 ~ ... Cette relation est évidente si (Y)(m+n- p,q) :

on prend Il suffit donc de le prouver quand

en la supposant vraie pour q .

Appliquons Do D{3 à l’équation a u = v ; nous obtenons

ou

Remplaçons dans la relation précédente les D. u par leurs expressions

~13.1i~ : nous obtenons ( 13.11) pour la valeur donnée de y .

Preuve de ~13.12~... La formule du produit (4.3), de la dérivée (4.7) et la

définition ~9e1~ de la quasi-norme formelle donnent

on majore le second membre par (13.~~.

Preuve de (13.13).-On prouve de même (13013), en employant la formule

dont voici la preuve. Puisque v Iso = 0 , on a
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donc

vu la définition (13.4) de ù = Yo :

Or, puisque P) » Op l’équation (13.9). donne

l’équation (~~.~~ 2 donne alors

d’où, en appliquant finalement :

D ’ où , puisque d’après (13.9) ~ .(0, p) == 0 si j &#x3E; 0 :
;

En portant cette inégalité dans ( ~ 3 .1 ~ ~ , on obtient (t3J4)~ ce qui achève la

preuve de ( i 3 e 7 ~ et celle du lemme 13 . ~ .
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Notons que (13~6) résulte de 1 ’ inégalité 4&#x3E; 0 ( t, p) » 0 et des relations

(13.9)~ où l’ on peut remplacer la condition 4&#x3E; . ( 0, p) = 0 par .V 4 ( 0, ~ ~ ~&#x3E; 0 ;
J J J

on peut donc énoncer le lemme suivant, où

Lensne 13.2.- Supposons C. ~&#x3E;0~

Alors

1 LE SYSTEME DONT LA PARTIE PRINCIPALE EST DIAGONALE.- Sur a bande Y,

soient des opérateurs différentiels a(x,D) et b~ (x,D) (~~== 1~2y...~N) du

type suivant :

a(x, I~~ = a1(x,D)... est le produit de p opérateurs normaux,

régulièrement hyperboliques pour les hyperplans St ;
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où nv et q sont des entiers tels que5)

Posons-nous, sur Y, le problème de Cauchy d’inconnue u~ (x) .

en supposant

(14.2) D~ v S = 0 ce qui entraîne

Notons des séries formelles en p

telles qu’on ait :

5) et même tels que

si b 9 ne contient pas

On retrouve ainsi un théorème de 1.A. Lednev [13] [14J, par un prodédé dû

à G. Talen ti .

Signalons que la Note [11 ] de G. Talenti complète certaine de nos résul-

tats ; elle emploie des méthodes analogues aux nôtres, puisque son opérateur

est une puissance de l’opérateur strictement hyperbolique
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les c~ étant des nombres dépendant de

nous poserons 6):

I~~ et L q sont donc des opérateurs différentiels d’ordres 1 et ~, .

15. RÉSOLUTION DE (14.1 PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.

Définition de ces approximations. Cette définition supposera seulement

ceci : le premier terme de chacune des séries formelles (14.3) est fini ou som-

mable. Rappelons que t varie de 0 à o

Vu le lemme 1 ~ . ~ , y le problème de Cauchy

possède une solution unique uô telle que

est une fonction bornée de t ; (13.6) et (13.7), où l’on fait n = n~, la majorent.
Soit un entier k &#x3E; 0 ; supposons défini pour tout v et

6) Si p=q , on pose :
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fonction sommable de t ; vu le lemme ~~.1, le problème de

Cauchy

possède une solution unique ~ telle que est une fonction

bornée de t ; (13.6) et (13.7) la majorent;en effet :

est sommable et

vu l’hypothèse précédente, complétée par le théorème du produit, et le lemme que

voici :

Si k = 1, cela résulte de ~ 14.2 ~ et (15.1)0. Soit k¿.2; suppo-

sons prouvé que

puisque ordre on a

et puisque qp :

Définitions de séries formelles.- Soient des séries formelles

vérifiant les inégalités
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où k = ly2y.... Soit

La note 12.2 s’applique à(15.2) ; les coefficients des séries formelles

tp, (p peuvent prendre la valeur + oo ; ils sont &#x3E;, 0, car, vu le lemme

Lemme 15.2.- Pour tous les k tels que Yk(t,O) est une fonction bornée

de te u~ (x) existe et vérifie 7)

Preuve.- Pour k = 0, ce lemme est le lemme 13.1. Supposons-le établi

pour 0 , 1 , ... , k-1 : y existe et vérifie (15.7)k-1 ; or nous supposons

k(t,O) bornée ; donc le second membre de (15.2)k est sommable en t

pour p = 0 - donc celui de (15-5)k-1 - donc

donc u/ existe ; le lemmg 13.1 donne (15.4)k et puisque, vu

7) Si p = q, alors (15.5) k s’écrit :
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et la formule du produit (1 . ) ; on a :

Complétons le lemme précédent par trois remarques évidentes :

qui est d’après (15.2) une série de fonctions croissantes &#x3E; 0,
Zkçk(t,0),

ne peut converger qu’uniformément (à l’intérieur de son intervalle de conver-

gence) ;

si ~ existe quel que soit k et si la série

converge uniformément, alors le problème de Cauchy ~~4~1~ possède la solution

l’émission 9) du support de v contient les supports de

Nous obtenons la conclusion suivante :

Si y(t,O) est une fonction bornée de t pour

alors le problème de Cauchy (14.1) possède une solution uv (x)

telle que :

8) ... la formule de la dérivée si p = q,...

9) ... ou domaine d’influence.
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le support de UV appartient à l’émission de celui de v.

16. REMARQUE : SYSTÈME STRICTEMENT HYPERBOLIQUE.- Si q = 0 la conclusion

précédente se précise comme suit : (15.3) permet de calculer çk(t,0) (k=0,1,...)
à partir de 4&#x3E; ( t, 0 ) , qui est sommable par hypothèse,

est la solution du problème de Cauchy :

On complète la définition de arbitrairement ; par exemple en

prenant tous les coefficients des séries formelles p) , égaux à + ro,

à l’exception du premier, qui 

La conclusion du n°15 est alors celle-ci :

Proposition 16.- Supposons q = 0 et le premier terme des séries formelles

~ ~ 4.3~ fini ou sommable. Alors le problème de Cauchy (14.1) possède une solu-

tion u (x) vérifiant l’inégalité

dont le second membre est borné. Le support de u ~ appartient à l’émission

de celui de v.

Quand q = 0, p le système (14.1) est strictement hyperbolique ; la propo-

sition 18 est un théorème d’existence classique.
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17. DES PROBLÈMES DE CAUCHY FORIVLUS vont nous permettre de choisir commo-

dément des Yk vérifiant (l5.2).

Définissons deux séries formelles en p , 0(t) p) et Q( t, P) par les

deux problèmes de Cauchy formels :

La résolution de ces problèmes est élémentaire : les coefficients successifs de

p se calculent par quadratures ; ces coefficients sont des exponentielles-

polynomes ; on a :

La propriété de 8 et Q que nous emploierons est la suivante : soit

~ ~t,8~ une série formelle en e, à coefficients fonctions de t ; définissons :

ce qui a un sens car = 0 ; on a évidemment, vu la définition (14.4)

de L 1 :

Notons 20132013) l’opérateur différentiel d’ordre q, à

coefficients séries formelles en p , tel que tout CD vérifie :

10) ..., ne contenant pas 0 )P, si p = q, ...
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les coefficients de M 
q 

sont linéaires en ceux de L , polynomiaux en les
q q

dérivées de O et Q ; ils sont » 0.

Choisissons les ~k comme suit:

étant définis par les problèmes de Cauchy formels, dont la

résolution est élémentaire :

où k==1~.... Soit

La note 12.2 s’applique à ~~ 7 e8~ ; les coefficients des séries formelles

O, I&#x3E; k peuvent prendre la valeur + oo ; ils sont évidemment &#x3E; 0 ; plus

précisément :
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De (17.6), où P » 0, et de (17.8)0, où l,on fait e = 9 » p , @

résulte que ~ vérifie (15.2)0 . De (17.6), (17-7) et (17.8) , où l’on

fait e= 0~&#x3E;p, résulte que Yk vérifie (15.2), .
On a

en particulier, vu (13.3) et (13.4) :

La proposition 15 prouve donc ceci :

Proposition 17. - Si ~ ( t, 0) est une fonction bornée de t pour

0  t ~ IYI, alors le problème de Cauchy (14.1) possède une solution u~ (x) ,

qui satisfait (15.6) et (15.7) et dont le support appartient à l’émission de

celui de v.

18. (D (t,6) PEUT ÊTRE CARACTERISE PAR UN PROBLME DE CAUCHY FORMEL, dont

la solution n’est pas élémentaire, y comme l’était celle des problèmes (17-1),

(17.2), (17.8) :

Proposition 18.1 .- Soit un opérateur M q (t, P , OP d’ordre

q ~ p ne contenant pas py dont les coefficients sont des séries formelles

» 0 en p, ayant elles-mêmes pour coefficients des fonctions bornées de t

(0 ~ t  tY~). Soit 4J ( t, p) une série formelle » 0, à coefficients

fonctions sommables de t. Définissons et par (17.8) et (17-9) y où

nous remplaçons 8 par p . 

10) Si les coefficients O (t, p) (j = 0,..., q) sont des fonc-

tions sommables de t, alors ~ (t, P) est une solution du problème de Cauchy

formel :
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quelle que soit la série formelle ~~ vérifient les inégalités :

Note : Autrement dit : (1 est la plus petite des solutions de (18.3).

Preuve de 1 ° ~ ..- Vu (17.10), les coefficients de la série formelle

sont des séries de fonctions croissantes &#x3E;0 ; elles convergent donc uniformé-

ment, y sauf peut-être au voisinage de t = ’yI; ~ ~ ~ 8.1 ~ résulte donc de (17.8).

Preuve de 2° ~ a -- Notons

Les relations (18.1) et (17.8) donnent, si K &#x3E; 0 :
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d’autre part, vu (18.3),

D’où

successivement pour K = 1, 2,.9. ; ,d’où (18.2).

En résumé, le § 5 a réduit à la majoration de

la solution minimum du -problème de Cauchy c’est-à-dire à la

recherche d’une solution des inégalités (18.3).

§ 4. Résolution du roblème de Cauchy formel

Il s’agit de montrer que le problème (18.1) possède une solution à coeffi-

cients finis, sous des hypothèses à préciser. Il suffit de construire une so-

lution des inégalités (18.3) ; nous le ferons à l’aide du théorème de Cauchy-

Kowalewski et des opérateurs que voici :

19. OPÉRATEURS SUR LES SÉRIES FORMELLES.- Soit une suite de nombres &#x3E; 0 :

nous ferons opérer l comme suit sur une série formelle Q( P) :

si

alors

Le produit des deux opérateurs est
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évidemment alors

X$( p) = 4 ( À 1 P) ; i il nous suffira donc de nous limiter au cas où ~, 1 = 1 -
Evidemment

Si ~ et W » 0, alors la condition nécessaire et suffisante pour que

est que

(Il suffit de le prouver = P s ; c’est alors évident)

Nous supposerons désormais (l~9.4), qui implique À r+1 1~, r y donc :

D’où, si

L’inégalité en sens opposé que voici est celle que nous aurons à employer :

soit (D» - 0 ; pour que ~

(q, C constantes), il faut et suffit que

quel que soit s .

~ Il suffit de le prouver c’ est alors immédiat, vu (19.2)

et ~i9.~)~.
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Pour satisfaire (19.7), il suffit de choisir (s!) 
6 croissantp 5

étant un nombre tel que 0 ~ q r ;

5 v . I

Preuve. - Si (s! ) Ó À 
s 

est croissant, alors (19.7) est vérifié quand

puisque

il suffit d’avoir

Il est nécessaire que

Notons p=qd r. Si p=1y on prend évidemment E = 1.

Si 0 .p  1, la concavité de sp montre qu’ on peut prendre

c’est-à-dire

il suffit donc de prendre
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Nous satisferons (19.4), (19.5) et (19.7) en prenant

5 étant tel 

Résumons ce qui précède :

Etant donnée une série formelle

et un nombre 5 tel que Ù 6 q à 6 r, nous notons

Nous avons et (19.6), où e et rj sont des constantes

définies par (19.8).

20. CLASSE DE GEVREY FORMELLE.- Définition.- Etant donnés un entier p &#x3E; 0

et un nombre 0 &#x3E; 1 , nous nommons classe de Gevrey formelle 1)

l’ensem’ble des séries formelles en P e à coefficients fonctions de t

vérifiant la condition suivante :

sont des fonctions de ~’ holomorphes à l’origine, uniformément par rapport à t :

il existe un voisinage de p = 0, indépendant de t, où elles ont une borne,

indépendante de t.



53

Cette condition peut donc s’énoncer :

Définition.- r ( O() est l’ensemble des O(p) E Tp,(a).

Décrivons les propriétés de 1 P~~ ;
Lemme 20.1.- F ~ ~ est une algèbre y stable pour
Preuve : (19.3), puis (19.2).

Voici un lemme qui sera appliqué à la série formelle composée (17.5) :

Lemme 20.2.- Les hypothèses

impliquent

Preuve.- Par hypothèse :

sont des fonctions de P holomorphes à l’origine. Vu (19.3)

d’où, vu (19.3)

or tpet, p ~~t, ~ ~ ~ est holomorphe en P , à l’origine, uniformément par

rapport à t ; donc À [~ ( t, 6 ( t, p) )j aussi : le lemme est prouvé.
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Voici un lemme que nous appliquerons aux problèmes de Cauchy (17.1) et

(17.2) :

Lemme 20.3.- Soit 4 ~t, ~ ~ la série formelle solution du problème de

Cauchy /’

ou

on a

quel que soit p .

Preuve pour p = 00- Les coefficients p) se calculent successi-

vement, par quadratures : ce sont des exponentielles-polynomes &#x3E; 0 ; donc

(20.4) a une solution unique e (te P) - ~ (te p) » 0 .

Notons ci (p) = lci(p). Soit p) la solution du problèmes de
i

Cauchy-Kowalewski, qui s’intègre par quadraturex :

L 
que

ces quadratures montrent lf’ (t, P) est holomorphe dans un bicylindre :

it f x 1 YI, const.

Les formules (19.2) et (19.3) donnent
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La comparaison de (20.5) et (20.6) montre que les coefficients successifs

de $(t, p) sont &#x3E; 0 9 d’où

ce qui prouve que X~(t~ p) est une fonction de p holomorphe à l’origine, y

uniformément par rapport à t : le lemme est prouvé pour p = 0 . 
’

Preuve pour p &#x3E; 0.- On déduit de (20.4) que 20132013r- vérifie un problème
1 

0tJ 
, de Cauchy du même type ; le raisonnement précédent prouve donc que est

dtj
une fonction de p holomorphe à l’origine.

Lemme 20.4.- Considérons le problème de Cauchy formel

oà M q est un opérateur différentiel d’ordre q~p ; ne contenant pas 

par hypothèse W(t, p) et les coefficients de M q sont des séries formelles

en p e r0, ( Q( ) ( IY 1) ; elles sont » 0. Ce problème possède au moins une

solution (§ toile que

si Z j 1 est un nombre &#x3E; 0 suffisamment petit et si
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Preuve.- Vu la proposition 18.1 ~ il suffit de trouver

tel que

Appliquons À à (20.8), en notant :

e 1 ( P) une série formelle majorant p ) (c’est-à-dire : X ~ « c 1

pour 0  t  IY D ; m q ( P, 1 d dt, d dp) un opérateur différentiel dont les
q dt O p

coefficients majorent les transformés par À de ceux de M (t, p, vt y ID d dp).q 

Pour que (20.8) ait lieu, il suffit, vu (19.3) et (19.6), qu’on ait 11J

Rappelons que (19.6) exige q 5 .:Ç p-q, c’est-à-dire q çx ~ p -

Pour réaliser (20.10) et la condition OE r p y ( (X ) ( 1 Z 1), 9 il suffit de choisir

holomorphe en (t, p) daris le bicylindre

ses coefficients de Taylor étant ~.0. Par hypothèse m et c 1 sont holo-

morphes au voisinage de p == 0.

11) Rappelons que si p = q, alors d = 0, a = 1, Tl = 1, E = 0.
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Nous prendrons

étant défini par le problème de Cauchy, à données holomorphes » 0 :

nous choisissons [.0 assez petit pour que c1 (c T) soient

holomorphes pour |T|  2 | Y 1. Puisque q  p , le théorème de Cauchy-

Kowalewski montre T ] est holomorphe pour t z étant

suffisamment petit ; évidemment ç[T] » 0 (c’ est-à-dire à ses coefficients

de Taylor # 0) et (20. 9) est vérifié pour 1 t 1 ~ 1 Z 1, p  E 0 1 z 1 .

Supposons  p , c’est-à-dire q 5  p-q ; vu ~ 1 ~.8~ , nous pouvons

prendre c voisin de 0 ; nous le prenons assez petit pour que Lp[ ~~ soit

holomorphe 12) pour |T|2 |Y|: on peut donc prendre |Z| 1= 

21. APPLICATION AU PROBL.È1vIE DE CAUCHY (14.1).- Supposons que les seconds

membres et ~(t, P) de (14.3) vérifient :

Alors, d’après le lemme 20.3, y les fonctions 0 et Q , y que définit le

nOl7, vérifient

Donc, vu les lemmes 20.1 et 20.2 :

12) Car les solutions d’une équation différentielle ordinaire et normale sont
holomorphes dans le même domaine que ses coefficients.
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la fonction que définit (17.11), vérifie

p ) E si 

les coefficients de l’opérateur M q que définit la proposition 18.1,

appartiennent à r 0, (~çx) ( ly ~). 
q

Donc, vu le lemme 20.4, les inégalités (18.4) [et même les égalités en

résultant par substitution de = à «] possèdent une solution E r p, ( X ) ( Iz 1).
Donc, vu la proposition 18.1, la fonction (2(t, p) que définit le nOl7

vérifie §J~(t, ()Z t) ~ quand on ne fait varier t que de 0 à

1 Z { .

La proposition 17 prouve donc ceci :

Proposition 21.- Faisons les hypothèses (21.1) et supposons 1  q
q

dans une bande suffisamment étroite

le problème de Cauchy (14.1) possède une solution u (x) telle que

Le support de u ~ appartient à l’émission de celui des données.

La conclusion des § 3 et 4 est le théorème d’existence que constitue la

proposition ci-dessus.
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§ 5. Fin de l’étude du système dont la partie principale est diagonale

Explicitons la proposition 21, qui est un théorème d’existence, et le

théorème d’unicité qui en résulte.

22. CLASSES DE GEVREY.- Définition.- Soit

désignera l’ensemble des fonctions

telles que

c’est la classe de Gevrey classique si p = co 0

Y étant la bande désignera l’ensemble des

fonctions

telles que

Evidemment, vu (20.3), y cn a :

équivaut à

Note.- Nous appliquerons la définition de ,(O) avec 0 = oo, en

convenant que dans ce cas
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est donc l’espace L (SO) des fonctions sur S, dont la puissance

pième est sommables $ )’ n, (00 ) (y) est l’espace Ln (Y) des fonctions sur Y
p ,P

dont les quasi-normes 13) 
p 

sont fonctions bornées de t (0  t  |Y)) .

Propriétés des classes de Gevrey 1 .- (Voir : Gevrey [2]). Evidemment :

ces classes croissent avec ex;

si = 0, y D f3 les applique en elles-mêmes.

Les formules du produit (10.1) et (18.3), les lemmes 20.1 et 22 prouvent

ceci :

Co )(S,,) est une algèbre et y(a)p(So) un module sur cette algèbre ;
oo p

Pour 1, ces classes sont des classes de fonctions analytiques en

(x1 ’ ..., xl) ; Zo .2:,fE 1, ce sont des classes de fonctions non Quasi-

analytiques : on peut décomposer l’unité en une somme de fonctions leur appar-

tenant et ayant des supports arbitrairement petits (Voir Mandelbrojt [8î).

En composant deux fonctions de l’algèbre y()1.(So) ou yn, (Y) on
oo 00

obtient une fonction de cette classe (Voir : Gevrey [2] ; ou un résultat plus

précis de Leray-Waelbroeck [71).

Eh particulier : cette algèbre contient l’inverse et un de ses éléments,

quand cet inverse est une fonction bornée.

Note.- Cette dernière propriété prouve qu’il va être superflu de supposer

normaux les opérateurs a et a. , comme nous l’avions fait jusqu’ici.

13) Normes des restrictions à S. t de leurs dérivées d’ordres $ p.
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23. EXISTENCE.- Sur la bande Y, soient des opérateurs a(x,D) et

du type suivant :

a(x, D) = a1 (x,D)... est le produit de p opérateurs régulièrement

hyperboliques pour les hyperplans S ;t

ne contient pas notons n = sup n

a ses coefficients

On considère le problème de Cauchy d’inconnue u y :

THÉORÈME Supposons

Alors le problème de Cauchy ~23.~~ possède une solution

qui est définie dans une bande suffisamment étroite
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et dont le support est dans l’émission de celui de v et

Note 23.1.- Faisons sur a une hypothèse plus stricte : a a ses coef-

ficients _ 00 on peut alors préciser comme suit le théorème :
oo

Note 23.2.- Supposons q - 0 : c’est le cas strictement hyperbolique. On

peut choisir 0( = oo , il suffit de supposer 1 Dn v ,St 2 sommable ;

u S est borné ; |Dm+nv nv, St|2 aussi, sous l’hypothèse de

la note 23.1.

Preuve du théorème quand

Le problème (23.1 ) est identique au problème (14.1) ; le lemme 22 montre que

le théorème équivaut à la proposition 21.

Fin de la preuve du théorème.- En appliquant Dl (j = 0, ... n’ -p+q) à

Inéquation a u rrx Z b il + v~ , on constate que (23.1) permet de

calculer et que

On construit w -V -P+q~~)(y) tel que 
-p+q w -,) 1 S. ait les

valeurs ~ 23.3 ~ . u’V - w ~ est défini par un problème du vérifiant

(23.2) : on est ramené au cas précédent.
Donv-p+q+1,..., Dnvo 

Preuve de la note 23.1.- En appliquant Do go.*? Do a inéquation

a uV = m . on constate que le premier terme des relations ainsi
Z 03BC bv03BC u03BC+vv 
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obtenues vérifie :

donc

Preuve de la note 23.2.- q = 0 ; le système est strictement hyperbolique ;

on applique la proposition 16.

24. UNICITÉ.- Le problème adjoint à (23.1) a au plus une solution, sous

les hypothèses qu’énonce le n023, quand

Plus précisément, notons l’adjoint de a(x,D) ; si

alors

THÉORÈME D’UNICITÉ.- o Soient W03BC (x) des distri-

butions, définies au voisinage d’un point de So’ vérifiant sur leur domaine

de définition

et s’annulant hors de Y. Alors

w03BC. .- 0 au voisinage de SO

Note. Ce voisinage contient tous les points ayant, dans Y, une émission

rétrograde intérieure au domaine de définition de w.
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Preuve (Holmgren).- Permutons les deux bords w est définie au

voisinage d un point de S jy 1. Prenons a&#x3E; 1 et v -V E ynv2, (a) (Y),
v ayant un support dont l’émission est intérieure au domaine de définition de

w ; soit uV la solution du problème de Cauchy (23.1), on choisit

on a

Cela suffit à prouver que 0 près de S .

~ 6. Système hyperbolique Quelconque

Les théorèmes précédents s’appliquent aisément à un système hyperbolique

quelconque : par exemple comme ceci :

25. EXISTENCE.- Sur une bande de

donnons-nous des opérateurs différentiels

tels que :

et que, y modulo les opérateurs d’ordre inférieur à

on ait 14)

14) Nous convenons que le déterminant de avu, non commutatifs, est03BC

pour toutes les permutations TL paires (+) et impaires (-).
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les opérateurs différentiels a. étant régulièrement hyperboliques sur Y

pour les hyperplans St : X0 .~ t . Leurs ordres m . vérifient donc

Notons

Nous considérons le problème de Cauchy d’inconnue

en supposant les données de Cauchy (25*1)~ compatibles avec le système ~25.1~ . ~ 9
autrement dit : les restrictions à SQ des équations qu’on obtient en appliquant

Do (j = 0,..., n - ZL) à l’équation j-, a~L u ~l = v~ doivent être vérifiées

, .

par ces données de Cauchy.

Voici les hypothèses que nous faisons sur les â et a. : nous notons
03BC j

r le plus grand entier  p tel que tous les commutateurs

vérifient : ô

et que

si r = 1, la première de ces deux conditions est vérifiée :

si r = 0, elles le sont toutes les deux et la considération des a.

est superflue, mais nous supposons que ’D)m a pour coefficient dans
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dét.(a~) une fonction bornée ainsi que son inverse.

Nous ajoutons un même entier à tous les entiers m et n~
de façon que p ~ n et nous avons donc

Nous envisageons des classes de Gevrey (no22)", dont l’indice 0 est un

nombre tel que

nous supposons :

a des coefficients

,

THÉORÈME D’EXISTENCE.- Su osons

Alors, dans une bande suffisamment étroite

le problème de Cauchy (25 .1 ) possède une solution

dont le support est dans l’émission de celui des données
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Note.- Si r = p , ce problème (25.1) est strictement hyperbolique :

Y = Z ; " on peut co et remplir lthypothèse ~25.3i par l’hypo-
thèse plus générale :

est une fonction sommable de t ;

la conclusion (25.4) s~énonce :

est une fonction bornée de

Note.- On peut compléter comme suit ce théorème : si les coefficients de

av03BC sont dans la classe de et si GK) (Y) , alorsoo 2

voir Y. Ohya, [9], proposition 2.4.

Preuve quand les données de Cauchy sont Notons

le mineur de dans dëtj ( évidemment :

ordre

les coefficients de

ordre les coefficients de

Soit U ~ la solution du problème, traité au n023 et auquel s’applique la

note 23.1 :
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on a:

La condition de compatibilité de (25.1) s’écrit :

portée dans (25.5), elle donne

Le problème (25.1) admet donc la solution :

Fin de la preuve du théorème.- Soient wl-t des fonctions
03BC 03BC vérifiant les données de Cauchy : u -W03BC vérifie un problème du type (25.1),

à données de Cauchy nulles.

26. UNICITÉ.- Le problème adjoint à ~25.1~ a au plus une solution, sous les

hypothèses qu’énonce le n025, quand

Plus précisément : notons v l’adjoint de a’ ; on a :

THÉORÈME D’UNICITÉ.- Supposons

Soient w~(x) des distributions, définies au voisinage d’un point de SO t

vérifiant sur leur domaine de définition

et s’annulant hors de Y. Alors

w V = 0 au voisinage de So .
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Preuve.- Le raisonnement de Holmgren, que cite le n° 24.

27. NECESSITE DES HYPOTHÈSES.- C. Pucci et G. Talenti nous ont

signalé un cas de non-unicité dû à E. de GIORGI [15 ], d’ où résulte ceci :

Les théorèmes d’unicité et par suite les théorèmes d’existence qui

précèdent deviennent faux quand on prend C,’, &#x3E;.z , au lieu de prendre
q

a É

En effet : cet exemple dépend d’un paramètre a &#x3E; 2 ;

les coefficients des opérations sont indéfiniment différentiables et

appartiennent à n.
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