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L'ESPACE ANALYTTQUE DES SOUS MODULES D'UN MODULE DE BANACH

par
A, DOUADY

1. Variété de morphismes directs (complément au premier exposé).

Soient & et E' deux espaces de Banach, notons S(E,E') 1'ensemble
des triplets (F,h,F') e §(g) * £(8,B') % g(E*) tels que F=ZKer h et
F' = Im h.

PROPOSITION O. a) Soient E et E' deux espaces de Banach. L'ensemble

F(&,B') est une sous-variété directe localement fermée de

o(5) x£(z,m) = G(m).

La projection P, induit une immersion directe injective de f (8,8') dans

I(E,E'). Les projections p12 et pe,5 induisent des isomorphismes de

P(E,B') sur des sous-variétés directes localement fermées de ?(E) * £(E,B")

et R(8,4') % G(E') respectivement. La projection P5 induit une submer-

sion directe de Y (&,£') dans (§<E’) X ?(E').

b)Soient B, E! t &" trois espaces de Banach. L'ensemble

[

P(8,5,8") = P(s,8r) % g(Er)f(E"E")

est une sous-variété directe localement fermée de

G(x) x L(E,2r) x ) x L£(a,8") x §(2).

La projection Pyy induit un isomorphisme de ?(E,E' ,E") sur une sous=variété

directe localement fermée de ﬁ(E,E') X X(E‘,E"), qui. est ouverte dans 1l'en-

semble (P(E,E',&") des couples (h,h!')e P(&,E') x L£(E',E") tels que
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h!'! o h = 0. La projection p135 induit une submersion directe de ¥ (E,E',E")

dems §(E) x $(z) x §(m).

Démonstration. a) Soient (F,,G,) et (F!,G!) des couples de sous-espaces

vectoriels fermés supplémentaires de I et E! respectivement. L'expression

de W(E,E') dans la carte

X X [3 I
e o, X Tie(s, ) q)F;,,Gg, Pl X HEE) XU, > W,

[}

W= L(F,,6,) x £(8,8") x £(F,6!)

est l'ensemble des triplets (f, h = \Z‘ gl , ') vérifient les conditions :

(i) : ¢ inversible 3

(ii) ¢+ b=4dc a

(iii): £ = - ¢t a

(iv) ¢+ £ = ac!

.
?
.
’

En identifiant W a V xV' , ou

V= {0} et w= {(mee)}
on voit que 1'expression de ¥ (E,E’) est le graphe d'une application analytique
d*un ouvert de V dams V'. Ceci montre que F(&,E') est une sous-variété
directe de g(m) x £(B,8') % (') et que p, est une immersion. Ltinjec-
tivité de Py est évidente. Les projections Pyo et Py3 sont donc aussi
des immersions injectives, nous devens voir que ce sont des homéomorphismes sur

leurs images. Cela résulte de ce que deux des conditions :

Ker heU ;3 ¢ dinversible ;5 Im heU H
Go GS

entrainent la troisiéme.
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. .o PR ' N - ' v
En identifiant W ¥ V,x VI , ob 7, {(£,5 ,c)} et VI {(a,b,d)} ,
on voit que l'expression de ¥ (E,E') est le graphe d'une application analy-

tique de V1 dans V{ . On en déduit que Py est une submersion directe.

b) Le fait que ¥(&,E',5") soit une sous-variété directe de
¢ (E) « & (E,B) x § (8') x ¥ (&%,5") x ¢(&)

résulte de ce que P Y (E,E!) » \g(E') et p, Y(E!,E") > U%(E') sont
des submersions directes. Il est également immédiat que P35 est une submer-
sion directe et que P, 4 est une immersion directe injective. Nous devons
voir que P, " induit un homéomorphisme de ¥ (E,E',E") sur un ouvert de
Dz, B, 2. si (F,,0,), (F1,G1), (¥,G") sont des couples de sous-espaces

vectoriels fermés supplémentaires de E, E', E" respectivement, et si
a cl a' ¢t

=, d} L(E,5) ot h'={b, d,J'e £ (51,5 ,

les relations

<<h' o h=03; c¢ inversible 3 c' inversible ;>>

entrainent
KXer heU, 3 Imh=Kerh'eU,, ; Imh'¢U,, = .
Gy G} Gn

Notre dernidre assertion en découle et la proposition est démontrée.

2. L'espace analytigue des sous modules directs d'un module de Banach.

Soient A une algebre de Banach, et E un A-module de Banach., On appel-
lera sous A-nodule direct de £ tout sous A-module fermé de E qui admette un

supplémentaire topologique en tant qu'espace vectoriel. Nous allons munir

1'ensemble g A(E) des sous A-nmodules directs de E d'une structure de sous-

espace analytique banachique de \g (E).
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Soient F et G deux sous-espaces vectoriels fermés supplémentaires de
E ; définissons une application analytique ¥ de 1l'ouvert UG de ‘%(E)
(formé des sous-espaces de E admettant G comme supplémentaire) dans
(A & F,G) (qui n'est autre que l'espace des applications bilinéaires conti-

nues de A%F dans G, la topologie dont on munit le produit tensoriel étant

ici la topologie T ), en posant
\P(F') = pr omlo (IA & ng)y

ol P désigne la projection de E sur G denoyau F' , ol m: Am E-E
est la multiplication, et ou jF’ est 1'injection de F dans E d'image F!
-1
. _ ) _
telle que JF,(X) xe¢G pour x¢P., Ona 9 (0) ‘%&(E) a Uy -
Soient (7,,G,) et (F1 ,G1) deux couples de sous-espaces vectoriels

fermés supplémentaires de E , et définissons ¥ et ¢ 4 comme ci-dessus.

Posons U‘l = UG . Les structures de sous-espace analytique banachique de
i

*@ (E) induites sur (ég,A<b) n Uy n U, par les moddles i (U,, £ (4 & F,,G,),9,)
et W (U1 , P (A = F1 , G1 ), \?1) coincident, comme on le voit en se ramenant aux

deux cas particuliers suivants :
(i) G, = G1 . Dans ce cas, ¥, =€% o9 , ou € est l'isomorphisme

de F‘l sur F, paralldlement & G =G, =G, , et

e*: Pag F, ,&) = £(A§F1,G)
1l'isomorphisme associé & € .

(ii) F, = F, . Dens oe cas, \91(1«") = () o, (F1) o (IA aY(F')) pour

FteUyn U1 , e e£(F') est l'isomorphisme de G, sur G‘l parallélement

4 T et 7(F')=30(F')—1 0 j,l(F'), en notant ji(F') 1'isomorphisme de
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F sur F' parallélement & Gi. Les applications £ et y de Ujn U1
dans Y(GO,G1) et Y (P,F) respectivement sont analytiques.

I1 existe donc sur ¢ A(E) une structure de sous-espace analytique
banachique de ‘%(E) et une seule qui, pour tout couple (F,G) de sous-espaces

supplémentaires de E , induise sur \%, A(E) n Uy la structure décrite ci-dessus.

L'ensemble *% A(E) sera toujours muni de cette structure.

3. Le morphisme Im .

Soit A une algébre de Banach, et soient E et £' deux A-modules de

Banach. On notera ¥ A(E,E’) 1'espace analytique banachique

HomA(E,E') ><£<E’E,) Y (E,E!).

PROPOSITION 1. L'application snalytique ps : Y(E,B') - ‘%(E')

. . . .- '

induit un morphisme EfA(E,h, ) - %’A<E ).

Remarque : Ensemblistement, cette proposition dit seulement que 1l'image d'une
application A-linéaire de E dans E' est un sous A-module de E',

Démonstration*. Soient (FO,GO) et (FO,G}J) des couples de sous-espaces

vectoriels fermés supplémentaires de E et E' respectivement et soit

s = (F,f,F') ¢ (E,BE'), avec FeU, ¢ §(E), feHom (B,E'), F'eU,, c G(E').
( P Al ‘?A H H Go Kg H .A. ? H Gé %

*) Dans le calcul qui suit, nous ferons 1'abus de notation suivant : on se
fixe un espace analytique banachique T quelconque ; quand nous écrirons
x¢ X, cela gignifiera que x est un morphisme de T dans X ; si

¢ : X>Y est un morphisme, nous écrirons ¥ (x) pour Po X, etc...
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Il s'agit de montrer que F'¢ Ya’ A(E'). La question étant locale, cela suffira,

et en vertu de la proposition 2 de l'exposé sur les espaces analytiques banachi-

ques, cela se raméne & montrer que ¥ !'(F') =0, ou ¢! : UG(', > £(a & F!,G)

est 1l'application définie au n° précédent, soit

21(F) = ppy omo (I, B g, ).

Or ‘jF' = flGo o u(f)-1, ol u est l'application composée
Hom, (E,E') > ¥(5E) - €(c,F).

On a donc

$1(F) = Dy © T o (IA & fiGo) 0 (IA & u(f)-1)

=PF'Ofom'A

=

- -1
Géo(IAmu(f) =0,

car pp, © f=0 dés que (F,f,F')¢ y(E,E'). Ceci démontre la proposition.
On démontrerait de méme que 1'application analytique p, : P (5,E!) - ‘% (1)

induit un morphisme EOA(E,E') - ‘%A(E).

PROPOSITION 2. Si E est de la forme A ® L, oi L est un espace de Banach,

le morphigme
g (8,E) > G (8)
est lisse.
Rappelons qu'un morphisme Y - X est dit lisse si, pour tout point
yeY, il existe un voisinage V de l'image X de y dans X et un voisi-
nage W de y dans Y tels que l'image de W soit dans V et que W soit
isomorphe, comme espace analytique au-dessus de V, & un produit Vx U, ou

U est un ouvert d'un espace de Banach,
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Démonstration*. Soit (F"),Gg) un couple de sous-espaces vectoriels fermés sup-

plémentaires de &', et notons W 1la projection de &' sur F{ de noyau G}

(i) Définissons un morphisme
o< f (B,E) - %(E') x L (L, F!)

par o<(s) = (F', o f‘L) pour 8 = (F,f,F')e joA(E,E’).

(ii) Définissons un morphisme

B : UGéx £ (L,r) - HomA(E,E') X UG(,)

par B (F',u) = (£f,F'), oh f=mo <IAE (jF' ou)) .
Si Fre ‘%A(E’), on a

thomo(IAﬁng)=O’

d'ol
Py o T =Dy, omo(IAﬁjF,)o (IAﬁu)=O.

T1 en résulte que R induit un morphisme de $! dans 5DA(E,E'), ou 0 désic
gne l'ouvert de ‘gA(E') x ¥ (L,F!) formé des couples (F',u) tels que F!

appartienne & U_, et que T o £ ¢£(E,F!) soit un épimorphisme direct, et

R

ol &/)A(E,E’) est plongé dans HomA(E,E') X “c} (EY).

(1i1) I1 est immédiat que o op =TI, . Hontrons que f o  est

<

1'identité de llouvert W de bOA(E,E’) formé des couples (f,F') tels que

F' appartienne & Uy + Pour s = (f,F') ¢ W, posons B (< (8)) = t = (g,F').

(o)
On a M(t):doﬁo'y(s):(’((s), soit T(og{L=T‘Lofl Comme

L .

f=JpoT of et g=j, 0o Tog, ceci entraine giL=flL’ dtol

[l

g = car HomA(E,E') = ¥(1,8').
La proposition est démontrée.

*) Voir note précédente.
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COROLLATIRE : Soient A une algebre de Banach, E un A-module de Banach,

Loseees Lr des espaces de Banach. Le morphisme

YA(AﬁLr,...,AﬁLO,E) - ‘@A(E)

est lisse,

Démonstration par récurrence. Le morphisme

Pala s Loyeees & & L,,8) - 9’A(A r L _qreees & & L,E)
se déduit du morphisme
PLBL,aBL ) —>\‘63,A(A 8L _,)
par changement de base. Il est donc lisse. Comme le morphisme
pr(A BL, jyeees 48 L,,E) » ‘%A(E)
est lisse par hypothése de récurrence, le morphisme

g)A(A & Lyeees & z L,,E) » ‘%A(E) ,

composé de deux morphismes lisses, est lisse.

4., Présentations finies directes.

Soit A une algébre de Banach. Un A-module de Banach F sera dit de
type fini direct s'il existe un épimorphisme direct A-linéaire &€ : A" = F,
ou rel .

s . s 4 r!
Si P est de type fini direct, tout épimorphisme A-linéaire ¢ : A~ = F

est direct. in effet, soit £ : A" > P un épimorphisme direct, on peut cons-

. . . s s . . . T !
truire une application A-linéaire, nécessairement continue, f : A

>a T
telle que € = €' o £ 3 51 T¢ &?(F,Ar) est une section de £ , 1l'appli-

t
cation G'=f, T ¢ (F,Ar ) est une section de e,
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Si F admet une présentation finie directe, i.e. une suite exacte directe

A-lindaire A% - 4" > F -0, toute présentation finie de F est directe. In

1]
effet, si € : AN =P et €' & - F sont deux épimorphismes directs,
!
considérons £ " = (&, ¢e') : A s ; on a
Ker € " gz Ker € eA ~ K" e Ker €'

’

donc si Ker €& est de type fini direct, il en est de méme de Ker €',
Soit E un A-module de Banach, Il résulte du corollaire de la proposition

2 que l'ensemble des sous A-modules directs de E admettant une présentation

finie directe est ouvert dans LgA(zﬂ).

5. Changement d'algébre.

Soient A et A' deux algebres de Banach, E un A-module de Banach,
E' un A'-module de Banach, £, : A > A' un homomorphisme d'algébres continu,
qu'on ne suppose pas d'image fermée, et P1 : E~»> E' une application continue
P ,-lindaire (i.e. A-linéaire quand on considére E' comme un A-module au moyen
de p,), de sorte que P = (,00., P1) est un dimorphisme.

Soit P ‘9 A(E) un sous A-module admettant une présentation finie directe,
que nous considérerons comme un point s ¢ Y (Aq,A ,E). L'espace analytique
banachique SPA(Aq,Ar,E) s'identifie & un ouvert du sous-espace $A(Aq',Ar,E)

¥*
de HomA(Aq,Ar) X HomA(Ar,E) formé des couples (u,v) tels que vous= O( )

(*) Comme HomA(Aq,E) est un sous-espace direct de é@(ﬁq,E), les modeles dé-
finis par la multiplication
m 3 HomA(Aq,Ar) % Hom, (A ,B) - Hom (A ,E)

et par 1o m, ou:
i: HomA i ,E) - ée(Aq E)
eat 1'injection canonique, coincident.
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On définit
P, : HomA(Aq,Ar) % HomA(Ar,E) - HomA(A'q,A'r) x Hom, , (ar®,E)

par extension des scalaires de A & A! et au moyen de {31, et P* induit

un morphisme de @A(Aq,Ar,E) dans mh,(A'q,A'r,E').

Considérons l'hypothese suivante

(k) P(s)es,, (w,a%,m) |

Remarquons que cette hypothése porte seulement sur F : elle signifie que 91

identifie A =N F & un sous A'~module direct F' de E' admettant une pré-

sentation finie directe.

PROPOSITION 3. L'ensemble W des Fe ? A(E) vérifiant (H) est ouvert dans

?A(L) , &t il existe un morphisme et un seul P, de W dens SA'(E’) tel

gque, quels que soient q et r, le diagramme :

S

et e, — e artE)
\ 0, l
W —5 & 4 (B")

soit commutatif.

. r
Démonstration. Pour tous g,r le morphisme p: ¥ A(Aq’A JE) = ‘§A(E)
est lisse, donc ouvert, et en posant

q r o -1 lq !r H
XQ,I‘ = j>CA,(A sA ,h‘)npn (:)OA1<A A 9‘1")) ’

= . . D W=Uw est ouvert.
Wq,r p(Xq,r) est ouvert dans %’A(E) onc o

Le morphisme X > W . étant lisse et surjectif, c'est un épimorphisme
q,r

°F)
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*
effectif( )da.ns la catégorie des espaces analytiques banachiques, et pour montrer

1'existence et l'unicité d'un morphisme P _ : W _ - g ,(E') rendant le
r q,r A

Y
diagramme
X _ '
q,T 5OA
¥ ¢
W
q,r - Al

commitatif, il suffit de montrer que P,X P, induit un morphisme de

X X X dans ¢, ., X .
q,T Wq’r q,T Al ‘fA' P

Considérons l'ensemble H des sextuplets (u,v,u',v',fo,f1) d'applications

A~linéaires tels que le diagramme

5

JC T, Il

u u!
4 A
T AF

. /
v \ v!
B

soit commutatif et que les couples (u,v) et (u',v') appartiennent a

‘f’A(Aq,,Ar,E)o On munit de facon évidente H d'une structure d'espace analytique

banachique.

(*) Dans une catégorie avec produits fibrés, on dit qu'un morphisme X =W

est un épimorphisme effectif si W est conoyau de la double fleche

-
X.
XXwX -
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LEMME, On a un morphisme lisse surijectif p dlun ouvert Y de H dans

¥, (a%,4%,E) x fA(Aq,A ,E)
a\E

défini par

@ (@t £, £,) = (0,7, (utv1)).

Démonstration du lemme(*). Soit h = (u,v,u’,v',fo,f,')éi H, et supposons

qu'il existe un couple (FO,GO) de sous-espaces supplémentaires de E tel que

= | - 1
F_.ImveUG et F MVeUG.

. . Soit pp, e £(®,6) 1la projection de noyau

F'3ona pp ov=pp oV of, =0, cequi entraine F=TF'. Il en résulte
qulon a un morphisme ¢ d'un ouvert Y de H dans 'fA‘f‘ (5’ *fA défini par
la formule de 1l'énoncé. La surjectivité est un résultat classique. Nous nous
contenterons de montrer que ¢ a des sections locales, ce qui nous suffira pour
démontrer la proposition, laissant au lecteur le soin de montrer qu'il est lisse.
Soit  ((u,v),(u',v')) e ‘P gA A ; soient (F,,G,), (T,,S,) et
(T 1, 1) des couples de sous-espaces supplémentaires de E, AT et A% respec-
tivement, et supposons que Im v = Im v'e UG , Ker v'elU et Ker v'eU, .

o Se S 1
Nous allons construire

£, e HomA(Ar,Ar) et f1€HomA(Aq,Aq)

tels que (u,V,u',V'yfo,f1) H . Vu les conventions faites, cela suffira.
Notons T 1les projections E->F, , A - T, et A% '1‘1 de noyau G,

S, et S1 respectivement, et notons i les injections camoniques G, @ E ,

?

Sy > A" et 8 -4l alors

a=T ou i eZﬁ(szo) et b=To v'oied(s,F)

(*) Méme convention que pour la démonstration des propositions 1 et 2,
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sont inversibles. Définissons fOEHomA(Ar,Ar) et f,€ HomA(Aq,Aq) par

f

]

[¢]

r io b-1 ofl o Ve &(gr,Ar)

Q

et

f1\ =i, & oT o T, oueﬁe(Cq,Aq) .
ct -

Maintenant f, et f1 répondent & la question, ce qui démontre notre assertion.

Fin de la démonstration de la proposition. Soient Y!

et @' les analogues

de Y et ¢ relativement au A'-module E!'. Notons Z 1l'ouvert

-1
° (Xq,r X W

X
q,r q,r)

de Y, On définit par extension des scalaires et au moyen de P1 un morphisme

P* de Z dans Y!'. On a un diagramme commutatif

p-)(-
VA —— Y!?
® \ch'
X X X Frr X N
CIER R AT g, T
X XX — Y., xY
Q,Tr q,r p X D* At A .
* il o

Comme ¢ est surjectif et admet des sections locales, on voit que

X . . . . X X
P, X P, induit un morphisme de Xq,r Wq,r Xq,r dans .SOA, SAvyA' ,
ce qui permet comme on l'a vu de construire un morphisme Pq r de wq r
’ ?

dans ?A,(Er). Sior'>r et o' -r'>q-r, ona W, DV ., et
on vérifie immédiatement que P

et coincident sur 1V . i
qt,r! pq,r incident s '\Iq, Ceci
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permet de construire P par recollement et 1la proposition est démontrée.

PROPOSITION 4. Avec les notations de la proposition 3, si les applications

P, et p‘l sont compactes, le morphisme P, de W dans ?A,(E') est

conpact en tout point.

Démonstration., L'application

P, ¢ HomA(Aq,Ar) X HomA(Ar,E) - HomA,(A'q,A'r) X HomA,(A'r,E')
est compacte. Le morphisme p* : ¥

LY

point, et comme le morphisme ?A!W = W est surjectif et admet des sections

. est donc compact en tout
AW

locales, il en résulte que P, : W - ? A est compact en tout point et la

proposition est démontrée.



