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LA VARIFTE DES SOLUTIONS D'UNE EQUATION HYPERBOLIQUE,
NON LINEAIRE D'ORDRE 2

par
I. SEGAL
(MIT, Cambridge, Mass. USA)

Je voudrais parler de quelques résultats concernant l'extension des
théories mathématiques de la mécanique rationnelle et des équations hyperboli-
ques a la théorie physique des chanps quantifiés. Comme il est bien connu,
cette théorie était en proie & beaucoup de difficultés concernant sa signifi-
cation précise, et tombait dans le mépris, dont elle ne fut délivrée que
temporairement et partiellement par le programme de renormalisation. La
difficulté de donner une signification exacte aux symboles et opérations de
la théorie a conduit & la formation des écoles axiomatiques. Ces écoles ont
contribué beaucoup & la clarification logique du sujet, mais elles ont
souffert de deux problémes fondamentaux, qui sont restés sais solution :

i) l'absence d'exemples non-triviaux ; ii) l'absence de formulation d'une
équation dynamique spécifique.

Je voudrais prendre ici une approche différente, qui accentue le
constructif plutdt que 1l'axiomatique, quoique nous traitions aussi la for-
mulation dans un cadre axiomatique d'une équation spécifique dynamique. Ceci
conduit & une large classe d'exemples concrets de systémes satisfaisant les
postulats fondamentaux de la théorie des champs quantifiés, quoique pas dans

la forme précise qui est traitée par les écoles axiomatiques. En d'autres
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termes, nous construirons une classe des champs d'opérateurs, - qu'on appelle

souvent "champs quentifiés",- satisfaisant : i) les relations de commutation

cenoniques ; ii) une équation donnée aux dérivées partielles non-linéaire ;

iii) 1'invariance par le groupe de Lorentz.

Notre but est donc principalement de traiter a fond une situation mathé-

matique plutdt particuliére, associée & une équation aux dérivées partielles

non-linéaire, donnée. D'un autre cdté, beaucoup des idées, méthodes et ré-

sultats sont d'une application et d'un intérét mathématique plus général.

En fait, 1'idée sous-jacente du travail est 1'extension de l'analyse classique
au cas de variétés de dimension infinie, - comprenant la théorie de 1l'intégra-
tion et la théorie des fonctions holomorphes - et particulidrement le traite-

ment de la théorie des fonctions dans la variété des solutions d'une équation

aux dérivées partielles. Une telle variété de solutions a, commz nous le

verrons, une structure mathématique relativement riche, comparable a celle

qui est associée & une variété algébrique. PEn analogie encore avec le cas

d'une variété algébrique, on peut définir implicitement la variété des solu~

tions d'une fagon trés simple ; il suffit d'écrire une équation, par exemple:

[(1¢ = u°g+rg),

F étant une fonction arbitraire donnde. Comme dans le cas de la géométrie

algébrique, la question de l'existence ou de l'unicité des solutions au sens
strict, ou dans divers sens généralisés, est seculement préliminaire & une

théorie avancée substantielle. De plus, de telles variétés sont parmi les

sous-variétés les plus simples d'un espace affine, ou d'un espace fonctionnel

général, qui ont une structure analytique non-triviale.
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Pourtant, les analogues, en dimension finie, de ces développements ne
sont pas toujours bien établis quand ils existent. Un cas simple qui
explique ceci ainsi que l'application de la théorie & d'autres parties des
mathématiques est celui de la "représentation de Poisson'" développé par
A. Weil (dans Acta Math., 1964). C'est une spécialisation au cas fini (en
méme temps qu'une extension aux corps les plus généraux) d'une représentation
du'groupe infini symplectique qui a d'abord été faite en vue de la théorie
des champs quantifiés, et qui est donc finalement appliquée & la théorie des
nombres.

Pour plus de clarté, nous commencerons par traiter le cas des équations
lindaires et de la théorie des champs quantifiés linéaires en respectant la
fagon usuelle dont le mathématicien prépare une théorie non-linéaire, et
en interprétant mathématiquement dans ce cas trés simple ce que les physiciens
appellent la "quantification".

Ordinairement, les physiciens commencent par considérer une équation
aux dérivées partielles particulisre ; c'est essentiel de leur point de vue ;
mais du point de vue mathématique, ce n'est pas l'ordre logique. EFEn 1l'occuren-
ce ce qui est quantifié est essentiellement une représentation linéaire d'un
groupe, plutdt qu'une équation cu un Hamiltonien ou un Lagrangien. Pour le

voir, considérez 1l'équation relativiste la plus simple

)

(1) LI = 4.

Par analogie avec l'emploi gque fait Heisenberg de sa relation de commutation

PqQ - qp = h/i en mécanique quantique non-relativiste des systémes finis, le
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postulat purement formel est jus la fonction "classique" @ , clest-a-dire
une fonction & valeurs complexes, satisfaisant & 1'équation (1) doit &tre

~
remplacée par une fonction ¢ dont les valeurs sont des opérateurs satisfai-

sant aux relations de commutation "canoniques" :

B‘Z(?a t)y %(-?"t)] = 115(?"?') ’

(2) .
Bz, +), §&,)] = 0o = B, +), 9@, 1)]

(o4 le ° signifie la différentiation par rapport au temps etol I est

ltopérateur identité), ainsi qu'a 1'équation différentielle

(3) (17 = o°F ;

si ces relations sont valables pour un temps t , elles sont valables pour
tous les temps, donc il n'est pas nécessaire de spécifier t . En fait, elles
sont valables aussi dans tcus les repéres de Lorentz ; donc ces conditions
sont relativistes, comme 1l'équation originale. En outre, on peut écrire les

relations de commutation plus généralement sous la forme
B(x), #()] = imD(x -y) ,
ou D est la distribution définie par 1l'équation
2

(4) (1D = o »,
avec les données de Cauchy

> 5S>

% 0) = 0, IE 0 = (),

qu'on peut démontrer 8tre invariante par le groupe de Poincaré (i.e. : groupe

engendré par le groupe de Lorentz et par celui des translations). Cette
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fonction de "commutation" D était une fonction bien connue en mathématiques ;
on peut la définir aussi comme la différence des solutions élémentaires
avencée et retardée de 1l'équation aux dérivées partielles. Dans le cas des
autres équations d'onde linéaires et d'ordre deux, tel que 1l'équation de
Maxwell, la situation est fondamentalement semblable, mais plus compliquée
algébriquement.

La question de l'existence d'opérateurs satisfaisant ces conditions,
pourtant simples, a pris un long temps, avant d'&tre résolue d'une facon
pouvant satisfaire un mathématicien contemporain. Les physiciens étaient
satisfaits simplement parce qu'il n'y avait aucune intégrale infinie, - au
moins aucune qu'ils ne pouvaient expliquer aisément, - dans les calculs

~
usuels avec ¢ (qu’on appelle le champ libre). Mais nous savons maintenant
que beaucoup des théorémes du folklore physique, et méme des théoremes
concernant ce cha 'p quaniique qui est le plus simple de tous, étairnt
completement faux. Parmi ceux-cl se trouvait par excmple l'unicité essen-
tielle du systéme, & l'équivalence unitaire prés et l'unicité essentielle
d'un état du systeme qui est invariant par le groupe de Poincaré.

D'un point de vus moderne adapté au traitement d'équations plus généra-
les, on peut décrire la situation comme suit. Le groupe de Poincaré G
agit d'une fagon linéaire évidente sur l'espace M de toutes les solutions
de 1témiation (1). Tonw 8tre précis et pour avoir une classe invariante
relativiste, nous prendrons les solntions de classe ™ et a support compact

dans l'espace.
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Explicitons : soit L arbitraire dans G ,
-1
u(L) = g(x) - 47 %),

fournit une représentation U de G dans M . Cette représentation U
laisse invariante la forme B anti-symétrique dont le noyau est, dans un
sens formel, la distribution invariante D(x - X'), mais qu'on peut

définir d'une fagon simple, moins évidemment relativiste, par 1l'équation

), 12 = 1WE ) 52E 040 v KDE, ) &

On peut aussi caractériser cette forme comme la forme anti-symétrique unique
invariante par le groupe de Poincaré, qui est continue dans toutes topologies
raisonnables sur M , comme il suit immédiatement de 1'irréductibilité de la
représentation U,

Le probléme de construire des opérateurs de champs @(x) satisfaisant
aux relations de commutation canoniques équivaut formellement & la construc-
tion d'une application de M dans les opérateurs satisfaisant & de: semblables
relations. Cette application ne donnera pas une signification & %(x) , mais

plutdt aux moyennes appropriées de la forme
S ﬁ(x) f(x)dx ,

par une fonction lisse f, qui a une bonne raison mathématique ou physique
d'exister effectivement. Cependant, cette application linéaire donne
nécessairement des opérateurs non bornés, parce qu'il n'existe pas de
solutions bornées des relations de commutation de Heisenberg ; et pour éviter

des pathologies non pertinentes, il est désirable de remplacer l'application



I. Segal, La variété des solutions... I. -7 =

en question par une application qui lui équivaut formellement, mais qui

utilise des opérateurs tels que
ST B@E(x)ax
?

ces opérateurs devront satisfaire & des relations similaires & celles que

H. Weyl a proposées, comme étant une amélioration mathématique des relations

de Heisenberg.

Définition 1. Supposons que (ﬂ, B) soit un. ccuple consistant en un espace

linéaire topologique M et une forme distinguée non-dégénérée anti-symétrique

B sur M. Un systéme de Weyl (ou systdme canonique) sur (M, B) est un

couple (K, W) consistant en un espace de Hilbert complexe K, et en une

application continue W de M dans le groupe des opérateurs unitaires sur

X, qui satisfait les relations

W(W(z) = ol /2)B(z,2")

Wiz + z') .

~
Si 1'on a une telle application W, 1l est facile d'obtenir ¢ sous la

forme

ei(f?lf(‘X)f(X)dX) = W(Pf) ,

o P est la projection des fonctions de classe ® et de support compact

dans la variété M définies par 1l'équation

B(g,pf) = [/ D(x - xt)@(x)f(x') dx dx!', @ arbitraire dans M ,

ou 1'on utilise le fait que B n'est pas dégénéré. De cette fagon, la
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question se réduit & une question qui dépend seulement de l'espace M avec
la forme privilégiée B et de la représentation donnée U de G par les
transformations linéaires symplectiques sur M , c'est-a-dire les trénsforma-
tions laissant invariante la forme B.

Mais, d'abord, considérons seulement la structure (ﬂ,B). Existe~t-il
un systéme canonique sur (I,B) ? Ce résultat a été démontré d'une fagon
intuitive par V. Fock (Z. f. Phys. 1932), dans le cas spécial qu'on peut
décrire en posant M = L2(E3) et B(f,g) = Im [ fg X . la représentation de
Fock est d'une importance fondamentale, et a été rendue rigoureuse par le
travail de J. Cook et d'autres, mais elle est adaptée au traitement de par-
ticules, plutdt que de champs ou d'ondes (spécifiquement, les nombres d'oc-
cupation sont diagonalisés dans la représentation de Fock, mais le champ est
compliqué). On peut utiliser la représer.tation de Fock pour donner une
réponse affirmative & la question posée dans le cas important spécial dans
lequel M est un espace complexe de Hilbert (complet ou non), et B est
la partie imaginaire du produit intérieur. Cependant, méme dans ce cas, il
est plus facile d'utiliser une représentation fournie par 1l'intégration
fonctionnelle ; et on peut aussi adapter cette représentation au traitement

des problémes non-linéaires, comme nous le verrons plus tard.

THEORFME 1. Supposons qu'il existe une forme symétrique positive définie

continue S sur M telle que

B(x,y) 1% < s(x,x) S(y,y) .

Alors, il existe un systéme canonique sur QQ,B).
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Pour la démonstration soit m la distribution normale isotropique sur

M relativement & la forme S. Alors la définition
Ww(z) : f(u) - e(i/Z)B(u’Z) fu+ z) sur Lz(ﬂ,m)

satisfait formellement les relations de Weyl. Tandis que ces opérateurs ne
sont ni unitaires ni bornés dans l'espace de Hilbert X = Lz(ﬂ,m) , Parce

que les translations par des vecteurs 2z dans M ne conservent pas la
mesure, on peut les rendre unitaires, sans changer les relations de Weyl,

en les multipliant par la racine-carrée de la dérivée de Radon-Nikodym de la
mesure transformée m_ par rapport & la mesure m originale (avec les inter-
prétations usuelles dans la théorie de 1l'intégration foncticnnelle concernant
les mesures faibles).

Quand M est de dimension finie, le systéme de Weyl sur (ﬂ,B) est
essentiellement unique : c'est une somme directe de copies de la représentation
bien connue de Schrddinger (résultat classique de von Neumann). Cependant,
quand M est de dimension infinie, il y a au moins une infinité continue
de systémes de Weyl irréductibles et inéquivalents. La question dtunicité
est donc sérieuse. D'autre part, il reste & traiter 1l'équation du mouvement
pour % , ce qul est équivalent & la question de 1l'action induite de 1la
représentation U sur le systéme canonique. La représentation de Fock fournit
une représentation irréductible spéciale qui donne aussi une réponse naturelle
a cette question de l'action induite, quand M est un espace de Hilbert et
U est unitaire ; mais cette hypothése n'est pas toujours valable, et en tout

cas la question reste de savoir si la représentation est unique ou méme

correcte,
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I1 se trouve qu'il y a un degré suffisant d'unicité, mais seulement dans

une formulation un peu plus abstraite que celle de la mécanique quantigque

élémentaire. Pour chaque systéme canonique, on peut définir une algébre de

représentation A , comme l'ensemble de tous les opérateurs de la forme

Jy wa) aple) ,

ol N est un sous-espace de dimension finie de M , et |l une mesure finie

régulidre (c'est-a-dire de Radon) sur N . Il y a de bonnes raisons mathéma-

tiques et physiques pour définir un état du systéme physique décrit par W

comme une fonctionnelle linéaire positive normalisée et continue de manidre

appropriée. Spécifiquement, un état est une fonctionnelle linéaire E
A telle que HE\\: 1 , pour la norme dens l'espace dual de A , A étant
normé par la horne des opérateurge?tsﬂe que E(T* T) >0 pour tout T e A.
en physique, on appelle E(T) 1a valeur moyenne de T dans 1'état E. D'ail-

leurs, il est nécessaire de supposer que E(W(z)) est une fonction continue

de 1z, et que

B/ W(z) ap(e)) = J B(W(2)) ap(s) ;

c'est une condition naturelle de régularité sur 1'état E . Alors, cette

algebre A , ainsi que 1l'ensemble des états réguliers, sont les objets

invariants :

THEOREME 2. Pour deux systémes gquelconques de Weyl sur (ﬂ,B), soit W et

W' , il y a un *-isomorphisme algébrigue unigue de A sur A' gui appligue

W(z) dans W'(z) , pour tout zel , et dont l'action contragrédiente

appligue les états réguliers du premier systeme dans ceux du deuxieéme systéme.
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Cela signifie d'abord qu'il y a l'unicité pour les grandeurs physiques
essentielles, -~ les valeurs spectrales d'opérateurs, leur distribution de
probabilité dans les états, etc. Un peu moins évident est le fait que cela

fournit aussi un moyen d'étendre 1l'équation du mouvement au champ quantifié.

En fait, si LeG , la définition

i, (2) = W(u(L) ™ e)

fournit un systéme canonique nouveau WL . Par le Théoréme 2 , il y a un
automorphisme unique de 1l'algdbre A quiapplique W(z) dans WL(z) y

pour tout z dans M . Cet automorphisme (L) domne l'action de L

sur les variables du champ ; son action contragrédiente donne le déplacement
des états du champ quantique induit par la transformation L du groupe de
Poincaré.

La classe des isomorphismes algébriques des algebres A est essentielle-
ment une algeébre abstraite ; en général elle n'admet pas de représentation
privilégiée par des opérateurs sur un espace de Hilbert. C'est une
C*-algebre abstraite, ou une sous-algeébre dense d'une C¥-algébre abstraite.
On peut caractériser de telles algeébres abstraitement, ce qui a été fait
par Gelfand-llaimark, mais il ne semble pas aisé de donner une définition
abstraite d'un systéme de Weyl, & cause de la difficulté de formuler abstrai-

tement la continuité de W(z) comme fonction de 2z , ce qui est essentiel,

3

a cause de 1'impossibilité de définir un

état régulier pour une C¥-algébre arbitraire. Cependant, une représentation

spéciale par des opérateurs dans un espace de Hilbert est associée & tous
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les états d'équilibre du systéme, clest-a-dire aux états qui sont invariants
par l'action induite du groupe de Poincaré. Cette représentation résulte de
la correspondance bien connue entre les représentations et les états d'une
algébre d'opérateurs. Elle est commode pour définir la notion d'un éta‘??vide.
A tout état d'équilibre on peut associer'un systéme de Weyl invariant" rela-

tivement & U , au sens que voici :

Définition 2. Un systéme invariant de Weyl par rapport & la représentation

symplectique U de G sur (M, B) est un triplet (X, W,[") ou (X, W)
est un systéme de Weyl et | est une représentation unitaire continue de G
dans X telle que

M) (z) T~ =) ) ,

pour tout zelM et LeG

fn outre, a tout état d'équilibre correspond un vecteur privilégié
veK , tel que
ML)y =v, LeG 5 B, (2)) = (W(2) v,v) ;

v est cyclique pour les W(z) dans X .

La notation Wabs(z) désigne un élément de l'algebre abstraite C¥* , tandis

que W(z) désigne 1'opérateur correspondant dens l'espace concret de Hilbert
K déterminé par 1'état d'équilibre donné et par la correspondance citée entre
les états et les représentations. Le systéme (X, W, [",v) est déterminé

uniquement (% une équivalence unitaire prés) par 1'état E pour le systime

canonique abstrait sur (M, B) ; et réciproquement un tel systime détermine

un état unique d'équilibre.
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Définition 3. Un état de vide pour le systéme canonique sur (M, B) ,

relativement & une représentation domnée U est un état d'équilibre pour
le groupe unitaire & un parametre de déplacementsdans le temps,f"(t),dans

le systéme invariant de Weyl associé a un générateur non-négatif

AY ’ 0 ’ . ~ 7’ 3
THﬁOREME 3. Si la représentation U est éguivalente & une représentation

unitaire, il vy a un état d'équilibre, en fait un continu de tels états.

Si U est une représentation unitaire continue de G, il y a un état de

vide si et seulement si le génératecur de déplacements dans le temps pour U

(= "single-particle Hamiltonian') est non-négatif. L'état de vide est unique

alors si ce générateurn;nnule aucun vecteur non-nul.

Ici, 1'équivalence & une représentation unitaire signifie qu'il y a une
structure pré-Hilbertienne sur M qui est invariante par U et telle que
la partie imaginaire du produit intérieur est la forme anti-symétrique donnée
B . Il est probable que la réciproque est aussi valable, c'est-i-dire que si
un état d'équilibre existe, ou au moins un état de vide, alors la représenta-
tion est équivalente & une représentation unitaire de ce type.

La représentation obtenue, quand il y a un état de vide et que la repré-
sentation donnée est unitaire, équivaut & celle de Fock, c'est-a-dire que la
structure (g, W, [7,v) est compldtement unitairement équivalente & la
structure semblable associde avec la représentation de Fock. Mais on peut
1'exprimer plus commoddément en terme de fonctions holomorphes sur l'espace
M , relativement & la structure complexe pour laquelle la rerrésentation U

est unitaire. L'espace complexe de Hilbert pour cette représentation
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"holomorphe" consiste simplement en toutes les fonctions holomorphes qui

sont suffisamment petites & 1l'infini, en sorte que la norme de Hilbert, qui

s'exprime comme

fy e SR,

(définie en terme d'intégration fonctionnelle sur M) est finie.
L'action induite de G dans cet espace, ainsi que les opérateurs de champ,
comme on dit, sont trés simples dans cette représentation.

Maintenant revenons & la question de la "quantification" d'une équation
linéaire donnde. Il est clair que ce qui est impertant est la formulation de
la variété des solutions comme un espace invariant par un groupe avec une
forme anti-symétrique invariante privilégiée, c'est-a-dire la formulation
comme un espace invariant symplectique linéaire. Il est intéressant de noter
que, en partant d'un formalisme différent et motivé par des équations
quelque peu différentes, - les équations libres dans un espace-temps courbe,
ou les équations de la relativité générale - A. Lichnerowicz est arrivé a des
conclusions analogues, et a en fait étudié en détail et obtenu les noyaux
des formes bilindaires qui définissent la structure associée.

Dans le cas de 1l'espace~temps conventionnel, la formulation exigée

(M, B, U), est obtenue facilement pour les équations linéaires plus généra-

les, telles que
2 >
(14 =0 +vx),

ou V(§3 est une fonction donnée sur l'espace ; dans ce cas, le groupe se
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réduit au groupe & un paramétre des déplacements dans le temps, ce qui ne
change rien d'essentiel dans le traitement précédent. La distribution de
commutation D(x,x') ne dépend pas seulement de la différence x-x', et la
représentation de Fock ne s'applique pas ; en fait, dans le cas d'une équation
dépendant du temps, il n'y a pas du tout de structure invariante d'espace de
Hilbert. Néanmoins, on peut donner une quantification qui est simple algé-
briquement et appropriée physiquement ; il y a des opérateurs de champs satis-
faisant effectivement aux relations canoniques de commutation et & 1'équation
de mouvement. Un mathématicien intéressé au cas non-linéaire cherche natu-
rellement & explorer une structure symplectique sur la variété des solutions
de 1'équation non-lindaire en question.

Du point de vue classique aussi, il est naturel de considérer cette
structure symplectique. On peut regarder la variété des solutions d'une
équation telle que [ ] @ = F(f) , ou plus généralement, toutes les équations
de la théorie des champs relativistes d'ordre deux, ou méme 1l'équation
abstraite trds générale,

u" + At ur + BPu = J,C(u)

(o A(t) et B sont des opérateurs lindaires donnés et Jt est pour
chaque t un opérateur non-lindaire donné), comme l'espace de phase d'un
systéme continu. Il est naturel de se demnder s'il existe une forme privi-

1légide analogue & la forme canonique dans le fibré cotangent dlune variété,

ainsi qu'une mesure analozue a la mesure invariante de Liouville.
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II

Dans la conférence précédente, nous avons indiqué comment la notion
de systéme canonique symétrique (c.-a—d., systéme de Bose-Einstein) est associée
naturellement & une variété lindaire symplectique. Une telle structure ne
détermine les variables canoniques qu'essentiellement, comme éléments d'une
algtbre abstraite d'opérateurs. (Avec plus de précision, les exponentielles
complexes des variables canoniques sont les éldments d'une telle algdbre).
Le concept de représentation, d'énergie positive, des variables canoniques,
par des opérateurs dans un espace concret de Hilbert prend un sens bien défini
quand on s'est donné la structure additionne™led'une dynamique invariante,
- Coe=de~d, donné un groupe & un paramétre de transformations lindaires symplec-
tiques, Clest un systiéme invariant canonigue dont le générateur auto-adjoint
correspondant aux déplacements dans le temps est non-négatif. Quand une telle
représentation d!'énergie positive existe, elle est unique & une équivalence
unitaire pres, & moins que la dynamique ne soit partiellement triviale. Cepen-

’

dant, cette représentation n'existe pas toujours ; por exemple, pour
1téquation 3

[ 4 = =y
avec une massc imaginaire, il n'y a pas de représentation d'énergie positive
(autrement dit : il n'y a pas dtétat de vide). En résuné, on obtient une
construction mathématique générale pour ceux des probleémes de la théorie des

champs lindaires symétriques qui sont essentiels physiquement.
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Le situation cst similaire pour les chanmps lindaires antisymétriques.,
Les relations de eyl (c'est-d-dire de commutation) sont rcmplacées par les rela-
tions de Clifford (ou d'anti~commtation). Celles-ci demandent une structure
orthogonalc au licu d'une structure sywmplectique dans 1'cspace linéaire M
donné, Pour uac forme S bilindairc donnée sur la variété M , qui est symé-
trique ot non-ddgéndrée ,on peout définir un systeme de Clifford sur lo couple
(M, S) comuc unc application lindairc 2z - C(z) dc Il dans 1'ensemblc des
opérateurs bornés auto-adjoints sur un espace conplexe de Hilbert, K

, qui

satisfont lcs rclations ¢

C (z) C (z') + C (z') C (z) =3 (z, zt) I
pour 2z ct z' arbitraircsdans M .

Quand Il cst de dimension finie paire, alors, comme il cst bien conmu,
tout tel systeéme (C, _Ig_) est une somme direcctec dc copies du systéme irréductible
uniquc. Quand li cst & dimension infinic, il y a au moins un continu de systemes
irréductibles dc¢ Clifford. Ccpendant, pour deux systémes arbitraires de Clifford
sur un ccuple (14, S) il y a un *-isomorphisrealgdébrique unique qui aprlique

un systérne sur 1tautre. In outre, on peut déerire les équations de mouverment
par unc représentation du groupe fondamental des symétrics par les autonmorphismes
de cc systene, comme dans le cas synétriquc, On pout introduire ct traiter
parcillement lcs concopts dtétat d'équilibre ot de vide.

En géadéral, alors que los systenes de Veyl ct de Clifford sont trés
différcnts du point de vue technique, il y a unc analogic cxtraordinaire cntre

les résultats finoux dans les doux cas. Pour cette raison, il cet préférable de
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donner un traitement relativement plus détaillé du cas symétrique qu'un traite-
ment sommeire des deux cas. En outre, le cas symétrique a l'avantage de posséder
une analogic classique et d'étre le cas qui s'applique au champ le mieux connu :
celui de laxwell,

Congidérons maintenant le probléeme d'adapter au cas non-lindaire le
procédé que nous avons précédemment appliqué au cas lindaire ; nous suivrons
la méthode habituelle des mathématiciens. Les systémes non-linéaires intéressants
sont définis par une équation quasi-lindairc aux dérivées particlles, qui est

en géndéral du type
(1) au=rp (u),

ol @ est un opérateuvr linéaire différentiel donné et p une fonction
régulidre donnéc.

Le premier probléme est évidemment de définir 1'ensemble M de toutes les
solutions dc¢ 1l'équation (1), quton considérera (par exemple, dans le cas le plus
g’néral, cc scront les germes des solutions 1ocales) ct de munir cet enscmble
d'une structurc appropriée de variété, en définissant son espace linéaire
tangent , etc... Quand cc problémc a été résolu, lc deuxidéme probléeme qui se
pose est dc munir cette variété d'unc structurc symplectique appropriée. lLa
solution dc¢ ce deuxidéme probléme dépendra de propriétés un peu particuliéres &
1'équation, Pour unc équation cuasi-rclativiste, cc qui ost notre principal
objet, deux cas ¢. préscntent : ou bien il s'agit de 1'éguation du spin intégral

ct alors la structure symploctiguc est déterminéc de fagon locale, et cst donc
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bien définic pour les germes des solutions. ou bien il s'agit de 1'équation du
spin demi-intégrel, ct clorsla structurc symplectique, quand ellc existe,
semble, ¢n général, déterminéc d'unc fagon non-locale,

Résoudre ce problémc par unc théorie générale des variétés différentia-
bles semble impossible, Hais on pout procéder par analogic avec cctte théoric,
I1 est clair quc, de fagon formellc, l'espace tangent & 1l'enscmble M en un
point u doit &tre identifié & 1'enscmble Tu des solutions de 1l'équation

variationnclle dtordre un @

(2) av =rp' (u) v.

Cette définition donne un concept corrcspondant & celui de champ des vecteurs
sur I , et il cst possible de composer de tels champs de vecteurs, et de former
le commutateur de dcux champs de 7ecteurs,

On peut clarificr la situation par la considération d'un champ

non=lindaire scolaire sur un cspace-temps de type "hyperbolique normal"

(5) ‘:]u=P(u) ’

ou p cst unc fonction donnée régulidre d'une variable réclle. Le cas dans
lequel p cst lindaire a été treité en détail par A.Lichnerowicz, en utilisant
la théorie généralc de J. Leray pour les équations hypcrboliques, ainsi qu'une
application dc cette théoric qui a été faite antéricurcment par Mme Choquet.,

On traitc de méme 1l'équation (3) : l'cspacc Tu des vecteurs v
tangents on u & la variété M des solutions locales de 1'équation (3)

14

est défini par 1'équation (2) avee =[]
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Pour construirc des solutions de 1'équation homogéne (2) , nous cmploierons

la fonction dc coumutation Du(x, x!) , qui est la distribution, Lnis

voyez l'appendice sur ce point.
[12, G =) =p'() D (x, x1)

D, (x, ¥, _ 4 =0, @/2%) D (x, x)l,_,, = 6@ -F)

relativement & un repégre local convcnable fixe (nous ne discutons pas la
question de 1'invariance de cette distribution). Le point essentiel ici est que,
tandis que la définition de Du(x, x') n'cst pas symétrique en x ¢t X' , on
peut néanmoins démontrer que cette distribution cot syltriquc, clust-a-dirc que
Du(x, x!') = - Du(x', x) . Ce résultat justifie lo torme "fonction de commu-

tation", parce qutil signifie que les relations de commutation de la forme
(b @)y &) =1 (x, 2) I

pour le champ quantifié qu'on suppose associé & 1'équation (2) sont d'accord
avec les équations du mouvcment ct avec les conditions de Jacobi.

On nomme champ de vecteurs sur M une correspondance C®® (au sens
différenticl dc Freihet ot convergence uniforme sur tout compact de 1'cspace~

temps) associcnt & tout uw€M un élément (X)u €T,
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: ‘o p s . 1
Ce champ transforme vne fonstion F{u) , définie et régulidre au voisinage

de M, en la fonction de u définie sur W :
-—? ?

Nous congidérerons on pzriiciiier des champs de vecteurs sur M du toype

guisrant

(X:E‘)u = J‘Du(x,x') lx) ax

N . o .2 400 .
ou f est une fenetion evbitraire™ C et ds support compzct, contenu dens

un domaine que nous fixors uns fois pour toutes. I1 est évident que

(Xi,)u €T .

£
On psut alors défir'r sur M une forme différntielln Q de degré 2,

ou plutdt llanelogue dfuane telle Zovme, au scns cue nous avons indiqué, de 1.2

fagon suivanic, Soient vi(i = 1,2) deur cheaps de vecteurs sur M du tyne

1. Ou méme seulement g1 1 : oa la prolorngera & tn voisinage de M ; le

- 7

résultat est indépendant de ce prolongement.

2. Tout vecteur tangent c®  est de ce type ¢ voir ime Cloquet~Bruhat,
C.R. 251 (1950), p.29-31., Mois nous promons £ irdépendant de u

nous considérons Conc Ges charvs de vecteurs d'un type partviculier.
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alors 1'équation
(5) §2u(V1, V2) = J[ Du(x, xt) f1(x) fz(x') dx dx!

définit la forme % o On peut démontrer facilement que Q  ne dépend que de
v, ct Vs s ¢t ne dépend pas du choix particulicr des fonctions fi « Cette
forme ! donnc aisément la solution générale dec 1l'équation variationnelle
dtordre un de 1l'équation (3) ; en offet 1'équation (5) détermine Du(x, x1)
au noyen de Q , ¢t Du(X’ x!') déterminc la solution générale de 1'équation
(2) (avec © = []) d'unc fagon bien connue.

Ltespace M est l'analogue, pour le systéme continu défini par
1téquation (3), de 1l'espace de phase pour un systéme classique dynamique,
Dans un tel cspace, qui est la fibre cotangente de llespace de configuration,
il y a uwne forme différentielle importante invariante du degré deux,

Xj.dEE'A g

ou les 9y sont 1lcs coordommécs locales de l'espace de configuration et les
pi les coordonnées contravariantes de l'espace cotangent au point en question,
I1 est donc naturcl d'cxplorer l'analogie cntre la forme Q ot cette forme

classique., Rappelons les propriétés fondamentales dc cette forme : elle est

fcruée 3 elle cst non-dégénéréc,

La question de savoir si Q3 ces proprictés n'lest pas définie
trés clairement du point de wvuc de la théorie des variétés différentiables,

mais on peut la définir cn termc de champs de vectours Xf .
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si Q(x., Xg) = 0 pour toutes les fonctions f, on voit facilement que
Xg =0 . Le résultat cité de rme Choquet-Bruhat montre que tout vecteur tan=-
gent est de la forme (Xf)u pour au moins un f ; par suite Q est non=

dégénérée. On peut définir 4 §) par 1l'équation :

4Q, %y X, ) = X Q (X%, %) + Q (X, [X,, X])

+ les termes obtenus par les permutations
cycliques, ou X.i = Xf pour des fonctions réguliéres fi ; nous employons la
i
notation de Poisson :

(X, %] Flu) = X,(XF) - X, (X,F) .

On peut démontrer que AR =0 dans ce sens, ainsi que les autres
propriétés naturelles ; pour le calcul, voyez l'appendice. Cependant,
il est difficile, pour le moment, en raison de son caractére local et
de son manque de groupe d'invariance, de'relier la théorie qui vient d'&tre indi-
quée, & la théorie des systémes canoniquet et de leurs représentations

indiquée dans notre premiére
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conférencc, Donc, pour aller plus loin, nous allons considérer une classe
limitée d'équations, ot sculement dans 1'espace-temps pseudo-cuclidien, En
outre, nous faisonsg d'abord la théorie dans un reperc particulicr, - cn adoptant
le point de wvue que les considérations dynamiques sont plus fondamentalcs que
les considérations d'invariance, au moins en ce qui concerne lcs idées cssen-
ticlles de la théorie des chanps quantifiés -~ ot nous traitons ultéricurement
les questions dtinveriance rclativiste,

On supposc donc que l'équation différenticllc fondanentale cst de la

forme :
(54) ul = Au+ K (u) ,

ol A cst wn opératour donné, dans un espacée de Banach E , engendrant un

groupe continu & un paramétre,

V(s) (= o0< t< ) ,

et K est unc application continucment différcentiable de E dans E
Toutes les équations relativistes de la théoric des particules élémentaires
ont cettc formc pour des choix convenables de E, A, et KX . Mais il cst
préférable du point dc vue physique ct aussi mathdmatique do remplacer cette

équation par sa forue intégrée (on cmployant le principe de Duhamel) :

(6 ) u(t) = V(= t)u + [T V(b =) K @lx)ar ;
0

oen utilisant cette forme, on évite les questions concernant les domaines des
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opérateurs non-bornés, D'un autre cbté, si la solution u(.) de 1'équation
(6 ) est dans lc domnine de 1llopérateur AP 3 1tinstant t, , alors elle
restc dans cc domainc & tous les instents ol la solution existe, si 1ltappli-
cation X a p dérivées continues, au sens de Fréchet et rclativement i la
topologic forte des opérateurs ; cn perticulicr, dans leccas p=1 , le
probleme de Cauchy pour 1'équation différenticlle originale (5A) avec la
donnée de Cauchy dans lc domainc de A dquivaut & 1l'équation correspondante
(6) quand K ocst différentiable.

En générol, cependant, 1'équation (6) n'a pas de solution globale,
pour Uy ct to donnés, tandis qu'elle a toujours unc solution locale dans un
intervalle contcnant to . Sous les conditions trés générales, u(t) dépend
de Us to. ct X , d'unec fagon réguliérc dans un intervalle de temps donné ;
les valcurs pour lesquelles la solution existe dans cet intervalle forment un
cnsemble ouvert, ctc... Un traitement, local par rapport au temps, de la
variété des solutions de 1'équation (6) est donc possible, mais ce traitcment
est un peu compliqué. Pour cxposer les idées essenticlles, nous supposons
maintcnant que l'opérateur non~-linédaire K est tel, qu'il y a unc solution
globalc de 1'équation (6) pour toutcs les valeurs Uy dans E . Nous supposons
cn,outre)que B est un espace de Hilbert, le produit intérieur étant noté
(x, y) pour deux éléments x et y de B ; ot aussi que 1l'opérateur A a la
rropriété que

A% = A

Yy
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ces conditions sont satisfaites facilcement pour los équations rclativistes
de la théoric des particules ¢lémentaires, ainsi que la condition que X est

00 . . . .
de classc C77 quc nous supposons aussij on sait qu'il y a unc solution

globalc dens certains cas ; mais on 1'ignorc pour beaucoup de cas intéressants,

Ltcascoble II de toutes les solutions u(.) dc 1'équation (6) cst

alors unc variété de Banach do classc C°° , dont la structurc est définic de

fagon uniqus por la condition que les applications P : u(s) » u(t) , sont
toutes des isomorphismes de classe CO? de M sur E ; cela résulte du fait

que u(t) est une fonction de classe C° de u , pour t fixe. On peut
identifier rigoureusement 1l'espace Tu( ) tangent & M 3 un point u(.)

avec 1l'espace des vecteurs tangents & u(.). In fait, pour un vecteur v dans

Tu( )2 on peut regarder l'image par l'application linéaire ’aI% de Tu( )
dans Tu(t) (1'espace tangent de E au point wu(t)) comme un vecteur dans

E parce qﬁe la variété E est lindaire. On obtient donc un vecteur v(t)

pour chagque t, et on peut dire que : v(.) est une solution de la forme in-

tégrée de l'équation aux variations de la solution u(.) de 1l'équation diffé-

rentielle fondamentale, c'est~a-dire solution de 1l'équation

1 . A
(8) i) = av(t) + (D K(w) sy v(E)
Réciproquement, toute solution de 1'équation (8) est l'image d'un vecteur
unique dans Tu( )2 par l'application indiquée ci-dessus.
On peut introduire maintenant la structure symplectique sur la variété

des solutions d'une équation d'ordre 2, que nous supposons pour la simplicité

8tre de la forme

(9) S Dn(t) + B () = I (1),
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ou B est un opérateur auto-adjoint strictement positif donné dans un espace
réel H de Hilbert, et J un opérateur non-linéaire donné. Cette équation
prend la forme (5A) en écrivant u(t) = {@ (t), ’(t)} ; E est la somme
directe @_B] o H; Dy désigne le domaine de B dans K ; @B] désigne
l'espace de Hilbert obtenu par la définition (x,y)B = (Bx,By) pour les

vect%ﬁgé TR v dans D, ; dans (5A) K est l'opération :

{Xy .V} - {O! J(X>}

pour 1'élément arbitraire {x,y} de E. Pour que K soit lisse comme
opérateur dans E, il est nécessaire (et suffisant) que J soit lisse de
fagon correspondante comme application de [];B] dans H . C'est le cas

par exemple pour l'équation

(10) [ 8= + 2(8) ,

dans le norme de l'énergie, si f est lisse et n'a pas une croissance trop
grande & 1'infini.

Pour deux vecteurs tangents v, et v, au point u() de la variété

1 2
M des solutions de la forme intégrée de 1l'équation (9), on définit
(1) Qu0y (rpamy) = (2,(0), () = (D ,(8), ¥, (8))
ol 1l'on suppose que le vecteur vi(.) tangent qui correspond au vecteur tangent
v, a la forme [Q)i(t), li)’i(t)] (i =1,2), et les produits intérieurs indi-
qués sont dans l'espace H. Le c8té droit de 1l'équation (11) semble dépendre
du temps, mais en vertu des équations satisfaites par les v il est en fait
indépendant du temps. Liéquation (11) définit donc une forme différentielle

(¢ d'ordre 2 sur M. C'est une forme aux coefficients constants relativement



I, Segal, La variété des solutions... II. - 29 -

aux coordonnées fournies par les données de Cauchy a un temps particulier ;
elle est donc fermée. Il est facile de déduire de la définition de Q ,
qu'elle est non-dégénérée. Cette définition montre aussi que 2 est invariante
par les transformations TS induites par les déplacements dans le temps : TS
applique u(.) dams us(.), qui est définie par 1'équation us(t) =uls + t).
Donc : sur la variété des solutions, M , une structure symplectique est définie
par la forme Q ;s le groupe TS a2 un parametre est un groupe d'automorphis-
mes du couple (M, (?) ; l'analogie avec la dynamique classique est évidente.
Donec, 1l'expression de Q dans un repere de Lorentz fixe simplifie beau-
coup son traitement. Cependant, pour une écuation relativiste telle que (10),
il reste & traiter l'action du groupe G de Poincaré complet. L'invariance
de § et le fait que G est un groupe d*homéomorphismes de classe Coe ne
sont pas des conséquences banales de l'invariance de 1'é-uation (10) par le
groupe de Lorentz. Il suffit pour le moment de traiter le cas le plus simple,
en replacant M par la variété M évidemment relativiste, de toutes les so-
lutions de classe €% qui ont un support coipact pour chaque temps fixe ;
1l'espace lindaire pour les parwndtres locaux dans EO (avec la topologie
usvuelle dans ltespace des fonctions de classe ¢® et du support compact)
n'est pas un espace de Banach, mais il est néanmoins impossible d'obtenir des
champs de vecteurs Xf , engendrant des groupcs locaux & un parameétre d'homéo-
morphismes de ﬂo . Alors, le groupe de transformations (G, go) est de
classe ¢% (sur la variété produit G x ﬂo), et par un calcul infinitésimal

on peut démontrer que la forme 0 est invariante, dans E% , par G.
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On peut former les crochets de Poisson [ ]g) entre les fonctions lisses
sur y% , comme dens une variété symplectique quelconque, relativement & la
forme §! . Il est donc possible de domner une définition purement mathématique
3 1'énergie du champ classique que définit 1'équation donnée : c'est la fonc-
tionnelle lisse E sur Mb telle que [F, E] = (d/dt)F pour une fonction
lisse arbitraire F sur H_, ol (4/dt)F indique 1'action infinitésimale de
G pour les déplacements dans le temps. Par exemple, pour les équations de
Maxwell, cette fonctionnelle, exprimée en fonctions du champ électromagnétique

¢jk (j)k = 1, 2; 3, 4-), vaut
- . =
5= (a1)7 [ (D ¢j§) i

comme 1l est bien connu depuis longtemps par des raisonnements physiques. Le
théoreme classique de BE. Noether sur la construction des invariants des
champs est éclairé aussi par ce point de vue ; l'invariant associé & une
transformation admissible des coordonnées est la fonctionnelle sur la variétié
des champs classiques dont le crochet de Poiscon [ ]§2, engendre cette
transformation.

Done, cette structure est intéressante d'un point de vue purement clas-
'Sique. Elle a un défaut important : elle ne détermine pas une mesure invariante
sur la variété, comme dans le cas de dimension finie, parce que la puissance
infinie Q% nta pas de signification mathématique. Cependant, on peut dé- -
velopper une analogie partielle & llaide de la théorie de l'intégration dans
les espaces fonctionnels, et on pcut obtenir, en particulier, une classe des

mesures finies invariantes par les déplacements Cans le temps. Mais notre




I. Segal, La variété des solutions... II. - 31 -

principale raison de nous intéresser & ces notions est le probleme de la

construction et de la représentation des champs quantiques ; revenons mainte-

nant & ce probléme,
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APPENDICE, PARTIE II

Preuve cue 4 Q=0 ; etc.

Nous considérons 1l'équation

(1) [ d = ()

dans une région fixe R de l'espace-~temps, ol p est une fonction réguliére
donnée, et nous supposons que les solutions sont définies sur toute la région
R, pour des données régulidres arbitraires. La distribution de commutation

sera notée Dg(x,x’) ; elle satisfait 1'équation différentielle

DX D¢(X7X'> = p'(QS(X))DI‘%(X,X')
avec les données de Cauchy

Dﬁ(x,xf) = 6(?—?‘) , pour t =+t!',

D¢(x,x‘) =0 et

. >
en écrivant x = (%,1t).
Pour une fonction résulitre arbitraire f qui s'annule hors de la région

R, mnous désignons par X.10 le cheonp des vecteurs :

Qj - D¢f 9
ou D¢ désigne liopdration :

(==

) = j‘D\(X,XY)f(X')d4K' y

en supposant, pour exprimer en termes simples 1'idée essentielle, que l'espace-

,F'
tomps ect de dimsnsion 4, Désignons par E ¢ la transformation XfD H

clest-d~dire- si h est une fonction réguliére qui s'annule hors de la région

R, alors D¢h est une fonction de @ et x ; et on peut appliquer Xf a

D¢h considéré comme étant une fonction de @ , x é&tant fixé. Plus parti~

ERRATA

p. 19, avant-derniére ligne et 20, 2&me ligne, lire "spin entier" et "spin demi-
entier",
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culidrement, D, applique h dans JD (x,x')n(x)d,xz'; alors, X, déplace
g g 4 £

@ d'un déplacement infinitésimal, caractérisé par le vecteur tangent D¢f ;

donc Eé est 1'application
n - 2 fp (x,x")h(x')d x’l
DE ¢+€D¢f ’ 4 le=0 °
£ e 2 <1 - ! £ ' ond
En désignant =7 D¢+E:D¢f (x,x') la:o par nw(x,x ), Eﬁ est 1'opérateur

k(x) ».fR Eﬁz(x,x’)k(x')d4 x! .

Nous supprimons l'indice ! ) " dans les notations Eé , etc., quand clest
clain dans ce qui va suivre.

I1 résulte que

e QX%) = Xo( ] Dylx, %t e(x)n(xt)a a,x')

Xe(Dghye)
ou (.,.) désigne le produit intérieur usuel dans L2(E4) H
f
= (E¢h’ g) .

. . aX b it comme suit
Alors, considérons [Xg, Xh]. Le produit e g e Xh ag

(3 des termes prés d'ordre au moins 2 en a ou en b)

% %g

o - ¢+bD¢h - [¢+bD¢h]+aD¢+bD¢hg = ¢+bD¢h+aD¢g+abE;.
I1 en résulte que
(X, %] =Eje-Efn.
Donc

Q% [x K1) = (2, B - Bn)
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Ainsi
(2) XfQ(Xg, X)) + X QA )+ X, Qx,» X.) =K
en notant :

K= (Ef n,g) + (& g,£) + (£ £,n) .

D'autre part :

Q% (X0 Xy 1)+ QL IR, X 1) + QK K, X D) =
(3) (P e-Fhnf)+ Er-8 gh) + (B h-5 fg) =

= (8fn,e) + (Fe,1) + (BBrn) - (Fe,n) - (£'1,8) - (Bn,1) .

Or, Ef(x,x') = - Ef(x’,x),

puisque D¢(x,x') est antisymétrique ; donc

(£,h) = - (g,0'0) .
L'expression (3) vaut donc 2K .
Pour démontrer que K = 0, 1l est nécessaire d'expliciter Ef(x,x').
En notant

2] N ‘
DEF+ ey (x,%7) 1o o = Qg(X,X )

et en dérivant par rapport & ¢ 1'équation différentielle pour D¢ et aussi

ses données de Cauchy, on constate que H¢(x,x’,ﬁ) satisfait 1'équation

suivante ¢

(3, - 2660 ) eyt ) = 9" ()W ID x)

et que cette fonction a des données de Cauchy nulles pour t = t', Or

la solution de 1'équation
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([, - o' @()L(x) = ux)
avec les données de Cauchy nulles pour t = t!' est donnée par l'équation

L(x) = J D(x,x")M(x") 4 x"
te [, 4] *

comme on peut vérifier par un calcul aisé. Fn substituant ﬁ = D¢f, on

obtient
Ef(x,x') = —_f D(X,X")D(x',x")D(x",x"')k(x")f(x"’) d4x" d4x"'
t"e [t,t]
on k(z) = p"(#(x)).
I1 s'ensuit que :
K= -t{Q Cor 4] D(x,x")D(x'x")D(x",x"* )n(x! )g(x)f(x"* )k(x") d4x d4x' d4x" d4x"'

+ les termes obtenus par permutations circulaires.

En changeant les variables d'intégration, les trois intégrales deviennent
identiques, sauf les domaines d'intégrations ; ces domaines, qui sont orientés,
sont définis par leurs projections sur ltaxe des 1" ; ces projections sont les
intervalles orientés [t',t], [t,t"'], et [t"',t'] ; d'ow K=0,

Voici prouvé que d Q=0 .

On peut utiliser des calculs similaires pour démontrer les autres proprié-
tés naturelles de la variété des solutions. Par exemple, il est clair, vu
Ltinterprétotion du champ de vecteurs Xf comme déplacement infinitésimal

des données de Cauchy dans la région S(f) ou f ne s'annule pas, et vu la

f

ter, quand S(f) et S(g) sont disjoints. Plus précisément, on peut regarder

théorie clessique des équations hyperboliques, que X, et X.g doivent commu-



I. Segal, Appendice, partie II. - 36 -

;. =
comme une intégrale J X dt , en écrivant f(x) = £(x,t) ; le
X, f(.,t)

champ Xf( £) déplace la donnée de Cauchy seulement au temps t . In fait,
*

on a le

COROLLAIRE. Si le support de f est hors du domaine d'influence du support
de g et vice-versa, alors [X_, Xg] =0 .
Wous avons déja calculé le crochet [Xf, Xg] s il vaut ES £ - B 2.

En utilisant 1l'expression ci-dessus de Ef, on obtient 1'équation

(B'e)(x) = J K(xyx ,x")e(x)g(x") axt a ",

avec

K(x,xt,x") =-f D(x,x"*)D(x'x")D(x",x"* )k(x"") d4x"'
e [‘t",t’ ]

La fonction & intégrer ici est symétrique en x' et x" ; d'ou 1l'équation :

K(x,x'x") - K(x,x",xt) = 0 D(ax,x")p(x’ %" )D(x", %" k(x") dxt
e [£,1"]

I1 est évident que cette expression s'annule si %' = t". A ce point, nous
devons utiliser le fait que la fonction de commutation D¢(g,x?) est indépen-
dante de la décomposition en espace-temps, qui a servi & la construire ; cette
indépendance résulte de la seconde définition de la fonction D¢(x,x') : elle
est la différence des solutions élémentaires avancées et retardées, fournies
par la théorie de J. Leray (v. particulidrement [4] dans la bibliographie de
la Partie I) ; or ces solutions élémentaires se définissent sans effectuer de
décomposition en espace~temps. 11 en résulte que K(x,x',x") - K(x,x",x!)
s'annule dans le cas ou x' et x" sont deux points arbitraires, dont 1'un

n'est pas dans le domaine d'influence de 1l'autre. Ainsi le noyau de 1'expres-

sion intégrale de Eg est symétrique ; il résulte que EI = EZ =0,

f
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I11

Du point de vue d'un physicien pratique, la théorie classique des champs
quantifiés n'est pas satisfaisante, parce qu'elle conduit & des intégrales in-
finies j; mais du point de vue théorique, et particuliérement du point de vue
mathématique, ce qui est le moins satisfaisant dans la théorie est que 1'équa-
tion fondamentale de cette théorie n'a pas de signification mathématique... ou
autre..! Le champ quantifié akx) n'est certainement pas une fonction, mais
seulement une distribution : seules les intégrales .fg(x)f(x)dx ont vraiment
un sens, méme dans le cas du champ le plus simple, le champ "libre" ; or dans
1'équation aux dérivées partielles fondamentales qui est du type
(1) of = o(#) ,
le polynome donné, p , est non-linéaire ; donc, l'expression p(g) n'est pas
définie.

Mais, vu les relations canoniques de commutation, 1'équation (1) donne,
par la formation.successive des commutateurs avec le champ et sa dérivée pre-

miére par rapport au temps, des équations de la forme
(2) [...[[E’g(x),ﬁ(x')], ¥(x")]...], ﬁ(x(n}ﬂ = une expression lindaire en ¥(x),

ou n+! est le degré de p, X,x',x",..., x(n) sont n+1 points de l'espace-
temps aux temps identiques, mais arbitraires, et W(x) désigne ou

. ~ . e Y : n .
bien le champ ¢(x) ou bien sa dérivée ¢(x) ;7 i1 y a donc 2~ telles équa-
tions. Ces équations n'emploient plus de fonction non-linéaire de distributions:
elles ont une signification mathématique claire. De plus, si l'on suppose ir-
réductibles les opérateurs F(x) et @(x) pour tout l'espace et pour un
bnstant particulier du temps, - c'est un postulat qu'on fait dans la théorie

classique des champs quantiques,- les équations (2) sont équivalentes &



I. Segal, La variété des solutions... III. - 38 -

1'équation (1) , & un terme additif prés, qui dépend lindairement d'un
nombre fini des paramdtres, dont les ni®MeS .iichets avec
o), ¥ &), e, B GO

0 .
s'annulent quand les x', x", ..., x( ) sont arbitraires mais ont des temps

identiques.
Pour clarifier, nous considérons le cas typique de 1'équation

~

2 ~
(3) Og=nd +y8° .
On obtient & la place de 1'équation (2) 1les équations

@) @LOFE, F@)]=o
) (L O 7 &), ?(x:n, % (xm] =0
DI OFE, §@)], §GMN]=-6YF &) dF-31) 8F -3

ou

X = (:;; t)v x' = @'s t); X" = (E", t) .

L'équation (4a) remplace deux équations de la forme (2) , & cause de la
forme spéciale de 1'équation (3) . Le produit des distributions "deltas" dans

1'équation (4c) a un sens. En fait, en introduisant la fonction régularisée

b, t) = [85% +) ¢ & & ,

on obtient des équations implicites pour la deuxieme dérivée % (f, t) :
(5) () [8(e, v, Ble 1= (A2, 0, Ble DI =0
) L8, $e 01 &0k =0

o«

() (LdE ), dle )], dn, )] =-6¥d(cen, t) ,



I. Segal, la variété des solutions... III. ; -39 -

pour toutes les fonctions f, g, et h dans le domaine D  (indéfiniment
différentiables, & supports compacts) des fonctions régulidres. Op doit
noter que 1l'équation (5b) est une conséquence de 1'équation (5a) et de
1'identité de Jacobi : (5) se réduit & (52) et (5¢) .

Les équations (5) doivent &tre considérées corme un systéme 4!
équations différentielles pour toutes les fonctions & (f, t) , dans lesquelles
les dérivées secondes @ (f, t) sont données implicitement en fonction des
inconnues ¢ (g, t) et de leurs dérivées premidres é\(g, t) . Pour

obtenir 3?(f, t) explicitement, on doit résoudre d'abord les équations
(51) (¥ (£, ¥), §g, t)] =0
[[r (£, ), $(e, )], b(n, £)] == 6(tam,e)

par rapport aux fonctions Y(f, t) , dont les valeurs sont des opérateurs
et qui dépendent linéairement de f ., On suppose qu'on a une solution des
équations (5') de la forme Y(f, t) = L (P (., t), (., t), £) ou

$(ey t) et §>(., t) engendrent un systéme de Weyl
i (s, g) = P t) +10(e, 1)
(c est-ad-dire vérifient les relations canoniques de vommutatlon)

1l'existence de Y dépend de ce systeme ; mais, quand Y existe, on peut

supposer la fonction Y. inveriante par les tr-asformations unitaires.
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En supposant que le groupe de Pgpincaré agit de facon unitaire, il en résulte

que les équations (5) doivent &tre interprétées corme signifiant :
(5v) (e, t) = L(O(, ), (., ), £) .

I1 y a donc une restriction sur la représentation des relations & imposer au
couple (§>, @?) : il doit étre tel que 1l'équation (5')ait une solution.
Yais cette solution, quand elle existe, n'est pas unique. Pour
examiner cette question, notons qu'on peut supprimer "t" dans les
équations (51) , puisqu'on a l'invariance temporelle indiquée. On peut

alors ajouter & Y (f) un terme additif Z(f) arbitraire tel que 3

12 (£), d(g)] = 0
[z (£),8 ()], dm)] =0

En utilisant 1'hypothdse d'irréductibilité de (P(g) , P (h)) pour

toutes les fonctions fet g ,

il s'ensuit que @ z (£) =¢(me) +v (£) I ,

o T est un opérateur linéaire et b (f) unefonctionnelle linéaire de f .

En utilisant l'hypothese d'invariance par le groupe de Poincaré, il -8'ensuit
que T=¢cI , o ¢ est une constante, et que b =0 ., La seule indétermination

en @ (f, t) est donc la constante multiplicative ¢ , c'est-a~dire en la
"renormalisation de la nasse"”, comme les physiciens nomment la modification

de la constante m2 de 1'équation aux dérivées partielles fondamentale.
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Nous notons en passant qu'on peut introduire la soi-disant "renormalisation de
la constante de couplage" 4! une fagon similaire, par La formation de
plusieurs crochets avec & (f, t) et g;[)(g, t) dans les équations (5)

la renormalisation de cette constante n'apparait pas nécessaire au traitement
du chanp lui-méne, mais seulement & 1'interprétation en terme de particules
des chanps asymptotiques au terips i o,

Ainsi, il senmble qu'il y ait une constante arbitraire dans la solution
de 1'équation (5) (si cette solution existe) : la constante compense
1'absence dans les équations (5) de la masse m qui figure dans 1'équation
(3) . Ce qui préctde emploie une hypoth®se classique d'irréductibilité et
conduit & des conclusions physiquement acceptables : d'une part, la constante
n était la masse "nue", qui n'est pas bien définie physiquement ; d'autre part,
les conditions initiales, au temps - o , c'est-a-dire le champ libre
asymptotique au chanp % au temps = 00 | définissent la masse "physique”.

Donc, il est raisonnable de remplacer 1l'équation (1) , qui n'a pas
une signification mathématique, par 1'équation (2) qui a un sens clair et
qui équivaut formellement & (1) noyennant les relations de commutatio?
canoniques, l'invariance relativiste, 1'irréductibilité du chanp (C"i} , %)
pour un instant particulier et la donnée d'un champ libre asymptotique. Mais
1l'équation (2) , bien que claire, est un peu effrayante, et il n'existe pas
de procédds de résolution de telles équations.

Nous allons décrire, en nous linmitant & 1'équation (3) , un procédd

donnant des solutions de 1'équation dynanique (2) qul satisfont les relations
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de commutation canoniques et l'invariance relativiste ; il sera évident que
la méne néthode est valable si le ternme a 3 est replacé par un polyndme
arbitraire pour lequel 1l'équation correspondante classique a une solution
globale pour des données de Cauchy arbitraires assez régulidres.

Par analogie avec la construction utilisée dans I dans le cas d'un
chanp libre, nous considérons le chanp %(X) y ou plutdt sa forme régula-

&N
risée ({) (f, t) , ob f est une fonction arbitraire régulidre du tenps,

de la forme

o~
(6) @(f,t):aXf,t+be’t ,
ou & et b sont des constantes & déterminer ; Xf + est le chanp de
b

vecteurs sur la variété M des solutions de 1'équation correspondante
classique, définie ci-dessus, mais avec f(x) remplacé par le produit d'une
fonction de l'espace etd'une fonction "delta" du tenps, c'est-a-dire :

Xf 4 déplace infinitésimalement la donnée de Cauchy pour
?

. =
¢(§, t) & l'instant t par un vecteur proportionnel & f(k%) , et ne
déplace pas @ (X, t) lui-néme, ob ¢ (X, t) désigne le champ classique (&

valeurs réelles) , et Mf + désigne l'opérateur de rmultiplication, agissant
b

sur les fonctions F réguliéres définies dans M de la forme

P> ([I&E e @ & .7 (4() .

L'opérateur q)(f, +) est relativiste ; en fait, pour une fonction g

3 ~
réguliére sur l'espace-tenmps, on peut définir (b (g) = fgf(x) g (x) d4x
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par l'équation évidemment relativiste

~

=aX +DbDM
@(g) a g g ?

moe P (g — () 46 e (3 g ) .7 (9D

g

en posant

g (x1) = £ ()6 (+* - t) ,

ce qu'on peut justifier ; on obtient 1'équation (6) .

Pour traiter dtautres conditions , nous utilisons le

Lerne, Sur la variété M des solutions de 1'équation

D¢=p(¢) ’

et i de M

les champs de vecteurs X 4 attachent au point ¢
f, t f, t

les vecteurs tangents qui ont les données de Cauchy suivantes au temps t

0 pour la prenidre dérivée temporelle :

Xf’ P f pour la fonction,
if P C pour la fonction, (pr(g) - [j) f pour la premizre
’

dérivée temporelle.
Nous écrivons l'équation différentielle fondamentale sous la forne

u' = Au + K(u) .
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Un vecteur tangent & la variété des solutions de cette équation satisfait
1'équation v!' = Av + (E}K)uy . Maintenant, X (t) désigne le chanp
de vecteurs u (.) — v (.) vérifiant 1'équation précédente et les données de

Cauchy v (t) =w , ol w est fixe. Soit Eu( )(s, t) 1la solution élémen-

taire opérationnelle de 1'équation variationnelle : c'est-a-dire : soit

.

Eu( )(s, t) 1l'opérateur unique dans l'espoce des données de Cauchy satisfaisant

aux équations

(0/38)E (s, t) =4 (&)E(s, t), E(t, ) =1 ,

b, ) =a+ (B KW, _ 4oy 3

on peut exprimer X(t) en terme des données au temps s corme il suit s

(K (£))y.y (8) =B, (5, ) w

En différentiant par rapport & t , on obtient 1'équation

((3/88)x (1), ()) =(®/2t) B (s, t)wl _ _ o

en utilisant 1'équation
(2/3t) E (s, t) = E (s, t) A4 (¢) ,

il résulte que

(7) (3/3t) X (£) = =2 (&) w .
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Le lemme s'obtient nmaintenant en considérant les deux cas W = {f,Ou}

et w ={;O, f} (en prenant dans le premier cas la donnée de Cauchy pour le

chanp ¢ coure prenidre conposante de w ; dans le second cas la donnée

pour la premiére dérivée temporelle corme deuxitne composante de W) ; on

peut noter que

8(8)=Gg) o on X=A 0@

Nous pouvons maintenant dénontrer le

Théoréme. Le champ relativiste d'opérateurs donné par 1'équation (6)

avec a=1 et b= 1/2 satisfeit les relations canoniques de comrmtation

ainsi gue les équations différentielles (5) .

Nous présentons la preuve des relations de comrutation d'une fagon
qui est un peu plus longue qu'un calcul direct, mais qui explique 1l'origine

de 1'équation (6) et sa relation avec la forme ¢ . Nous définissons une

forme différentiellew 4 de degré un par l'équation

Wy + T, Oy = [IEDEDE-[IGNe® &

En calculant la dérivée dh}t de cette forme par 1'équation

2dw (U, V) = U (V) - Vo () -w([u, v])

?

en substituant

U=X,+ Y et V=X, +7,

ainsi qu'en utilisant les définitions des chaups de vecteurs Xf et Y ,

g
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on trouve que

on & est la forme introduite antérieurement. Donc

d (£, t) = X + bW, (X

£, % % f,t)‘

il s'cnsuit que

[($ (s, 1), & (e, )]

i

ab (e oy w4 =X

=3

ut(X

g, t f, t))

220 9 (X , X

f, t g,t)=°

D'ailleurs,
(2/24)/d (£, t) = - an, . - bwt(Yf’ t) .
Donc, par le néme raisonnement :
&
(8) if}(f, t) = - el  -bw, (T )
A &
[®(s, t) 5, P(e, )I=0

(DG, 1), ble ) =20Q (&, , T J=-2b[r1g .

Ainsi, si ab =

ot

, on a les relations canoniques de commutation,
n
Cperchons nmaintenant si é) vérifie 1'4quation (5) 3 on sinplifie

le calcul en utilisant la notation de distribution, comme suit : on définit

° N . . , .
= dans un repere particulier par 1l'équation
2 #x) pere P P

a ~ = >_‘ .
f?&?f('i, 6) £(%) W=Xp o
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similairement,

2 £®, t) & =71 ,
/aszf(%’, t) £, ¢

ou Yf 4 est le chanp de vecteurs qui déplace infinitésimelement la donnée
4

de Cauchy pour le champ classique & 1l'instant t proportionnellement & f ,
sans déplacer la prenmidre dérivée. On peut dénontrer que, tandis que cette

définition utilise un repére particulier, en fait et

° 2,
29 (z) 2 #(x)
sont indépendantes du repdre, en le sens que voici : pour chaque fonction

réguliere h dans 1l'espace-tenps,

th(., t),tdt

est un chanp de vecteurs qui dépend seulement de h , sans dépendre du
repere de Lorentz. Cependant, ce fait n'est pas nécessaire ici.

Notons que, pour toute fonction réguliére H de deux variables,

on peut définir de fagon assez évidente

(gx), #E)2  £F, t) & et [H( 4x), $E)D, £, t) &
JE ) 240 J 20(x)

comme étant des chanps de vecteurs sur M , et qu'on peut calculer le crochet

de tels chemps par les régles

[ , BE)]=8F-F)1 ,[2 . #x)]=0 (=t

24(x)

?

2
29(x)

= ‘=
etc..., les (X, t) et les ¢@(¥', t) pour t fixe formant des variables

indépendantes en ce sens.
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Dans ces termes le lemme dit

2 (2.
ot 2d(x)

2,2 (a2 )=(p(gx)-A)a.
M(x) ot 2dx) a9(x)

le chanp quantifié est donné par 1'équation

6x) = a2  +bpgE) .

—

3d(x)

Done

%(X)z’a%gj +b§.2f(x) ’

(x)

V) ==o (p(g)-A) 2.  +w &),
5

X

X

00z =-ap' (¢ @) 8  +vp(d ) .
Y

En notant que 8/8%(1:) , p'(d (x') , et P(# (x')) sont permutables,

il s'ensuit que

[Od&) , ga)]=o .

De plus ,

[0 3, ) = (- o 00 ) D+ 0 ) - 01 (#)5 & -F1)
- -a%Png(x) 2 dE-F) .
2 9(x)
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En continuant en cette fagon, on obtient :
[[ D ¢(X)! ¢(X')] ’ ¢(X")] =0 (t =%' = t")
et

(L 01 36, Be)], BT =(aPopr(@e) - 2P o)) 2 )5 GBS )

39(x)

Dans le cas
p(A) =yA 2,

il en résulte que

L D (KZ(X), é(x')], %(x")] = = 6Y a2 (ia .EZ + bf(x))0 (x - x') X -3
o #(x)

by dX)O B -6 E -3 .

Donc le théorere est dénontré.
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Les opérateurs du chaap associé & 1'équation aux dérivées partielles
donnée ci-dessus ne sont pas dans un espace de Hilbert : ce sont des opérateurs
différentiels sur une variété, a savoir la variété des solutions. Pour repré-
senter ces opérateurs par des opérateurs auto-adjoints dans un espace d@Hilbert,
il est naturel de définir une mesure appropriée sur la wariété, et de considérer
ces opérateurs comme agissant dans l'espace des fonctionnelles de carré
intégrable sur la variété, coume dens le cas familier d'une variété & nombre
fini de dimensions. On désire en particulier la représentation associde &
1'état du vide, en analogie non-lindaire avec la théorie linéaire indiquée dans
la preniére conférepnce ; une mesure invariante par le groupe de Poincaré et
1'énergie positive (c'est-a-dire telle que le spectre du groupe & un parandtre
induit dans 1l'espace des fonctionnelles de carrés intégrables par les transla-
tions dans le temps est non-négatif) domne de fagon naturelle 1'état du vide.

Une uéthode naturelle du point de vue de la physique pour construire la
mesurc du vide est de transporter la mesure du vide du champ libre asymptotique
(qu'on présume exister) sur la variété des solutions de 1'équation non-lindaire,
par 1l'application qu'on appelle "l'opérateur d'onde", Il convient donc de déve-
lopper 1o théorie de la structure asymptotique des solutions des équations non-
linéaires ; cette théorie a aussi un intdrét pour 1'interprétotion en termes de
particules des états du champ, ainsi que pour la nathématique classique appliquée.
Nous supposons données deux variétés M, et I , que nous appelons les varidtés
"libre" et "physique" ; ainsi que pour cheque instont t  une application P%

homéomorphique de M sur M, . Les limites :

.
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+1 +
llmt—-) + oo P‘t =7 '_to’

sont appelées "les opérateurs d'onde", quand elles existent ; en général,

on considére
1lim P

t—s + 00 t

1'opérateur d'onde future [.  dans le cas t - - o j on obtient pour

t -+ 0 l'opérateur d'onde passée E. ; les opérateurs

.

1

-1 - -1
s°={’+ M s=l_T, (=F_s,I_ =l 8.7, )

quand ils existent, sont nommés :

S, : opérateur de "dispersion" ou de "collision" relatif & la variété 1libre ;

S : opérateur de "dispersion" ou de "collision" relatif & la variété physique.

Nous considérons ici le cas ou M est la variété des solutions de

1'équation opérationnelle (plus précisément, de la forme intégrée de cette

équation).
(1) u! =Au+K(u) ’

en supposant que u(t) a ses valeurs dans un espace de Banach et qu'il existe
globhalement une solution et une seule de (1) pour des données de Cauchy

arbitraires dans B ; M, est la variété des solutions de 1'équation libre

(2) u!' = Au
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Pt applique une solution de 1'équation (1) sur la solution de 1'équation (2)
qui a la méme valeur au temps t . L'opérateur [. , s'il existe, est alors

ure application, inveriante par les déplacements dans le temps, de M, dans M .
Donc, r applique une mesure sur M = invariante (par les déplacements du

temps) sur une mesure invariante sur M . De plus, on peut démontrer formellemsnt
qu'il applique une mesure sur M, associée avec le vide libre sur la mesurc
fajble sur M associde au vide physique.

Considérons maintenant la question de 1'existence de 1'opdrateur de
q Y

1'onde pour les équations de la forme

(3) Od=xd+zt @) ,

Afin qu'une solution de 1'équation (3) coit asymptotique & une solution

de 1'équation libre

(4) Or=x=9 ,

il semble nécessaire que le terme £ (¢) converge vers zéro pour t - © ,
mais le temps ne figure pas explicitement dans cette expression ; c'est pourquoi
les physiciens dans le traitement du champ quantifié, défini par une équation
. ’ . 15 . “‘E )‘tl
différentielle, ont 1l'habitude de remplacer f (ﬁ) par e £ (d) ’
et, aprés avoir calculé 1l'allure asymptotique, ¢ par O . Mais il cemblc ouve

le champ tende vers O , sans qu'il soit nécessaire de medifier 1'équation.
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Le premier probléme & résoudre -~ il est fondamental - est 1'étude
de l'allure asymptotique de f (ﬁ) quand W est une solution de 1'équation
(4) . La conservation de 1l'énergie montre que ¥ (., t) ne converge pas vers
zéro dans 1'espace L2 quand t - o . De plus, pour 1l'équation d'onde
[J¥ =0 dans 1'espace-temps & deux dimensions, les solutions A (x + t)
qui engendrent toutes les autres, ne tendent vers zéro dans aucun espace L
Mais dans le cas m >0 , la décroissance vers zéro est essentiellement plus
rapide pour les solutions assez régulidres, et il y a décroissance vers zéro,
dans certains espaces Lp , pour un ensemble dense des solutions. Dans
1l'espace-temps & plusieurs dimensions, la diffusion de la densité de 1l'énergie
(1'énergie se conserve) est plus rapide, et il y a convergence vers zéro dans

1l'espace Ibo o I1 suffit ici de démontrer seulement le

Lemme, Dans un espace de dimension impaire n > 1 ., une solution g

de 1l'équation

Ofd=v"¢ (2>0)

satisfait & 1'inégalité

g ool <o e, 8 ([P g, a0, +][F5" g, ol

pour & arbitraire >0 , od C (t, &) est une fonction #Fixe, continue

en t , et telle que

¢ (¢, 8) =0 (M-n/z) ;

pour la définition de 1l'opérateur B , v. p. 55.
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Pour le prouver, notons que la solution de 1'équation (4) , sous

forme opérationnelle, est donnée par la formule

(5) ¥ (t) = cos (£B) I (0) =12 (4B) 5 (5

B

MI(-,'D))B= mZI..[_\“ .

’

ol ¥ (t)

Il

il suffit donc d'estimer cos (tB) ﬁo et s1n‘(tB)_
R

ﬁo pour un vecteur Wo

fixe. Nous discutons seulement la premidre estimation ; la deuxitme est

similaire. Op peut écrire
cos (tB) ¥, = o~0B cos (tB) (eEB ¥s)

si Vo est dans le domaine de 1l'opérateur eeB , au sens du calcul opéra-
tionnel pour les opérateurs auto-adjoints dans un espace de Hilbert. Donc

cos (tB) ﬁo est la convolution de la transformée de Fourier inverse

K (t) =X (r, t, €, n)
de
ot (m° + R®)

cos t(m2+ R2)<1/2) ’

ou R est la distance de l'origine dans l'espace dual de l'espace physique,

f s - e
avec la fonction e €s %o . Par 1'inégalité

I el llello

il suffit d'estimer iIK (., t, &, m)” ; + Mais on peut expliciter cette

fonction K au moyen de fonctions de Bessel d'ordre zéro. Ep utilisant
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1'allure asymptotique des fonctions de Bessel & l'origine et & 1l'infini, on

obtient le résultat annoncé.

Historigue. Cette preuve suit la méthode de la thése (M.I.T.) de
A.R. Brodsky, écrite sous notre direction. La croissance d'ordre O(‘tt—3/2)
des distributions fondamentales du champ libre, en un point fixe, est bien
connue depuis quelques années (v. par exemple, Bogolioubov et Shirkov,

Theory of gquantized fields. N.Y. 1959, p.'15@, il est similaire pour un ensemble

fi#é compact . La wéne rapidité de décroissance dans 1'espace Loo est
nécessaire pour obtenir un résultat de Ruelle qui est fondamental dans la
théorie axiomatique des champs quantiques due & Haag et Wightman ; cependant,
la preuve (voir par exemple la version donnée par Wightman dans Recent

achievements of gxiomatic field theory, dans "Theoretical Physics",

Int. Atomic Energy Agency, 1963, p. 46-49) dépend implicitement de la finitude du
sup. d'une certaine fonction définie sur un espace compact ; or il n'est pas
établi qu'elle est continue ; il est seulement évident qu'elle est dans la
premitre classe de Baire., La méthode de Brodsky est trés différente et a
1ltavantage de fournir la borne explicite qui est nécessaire pour obtenir la
mesure invariante dans la variété des solutions.

Cette méthode, qui simplifie congidérablement notre méthode originale,
donne aussi une borne dépendant de HBa¢§]1 pour une constante convenable

. i EB . P . .

a>0 , au lieu de e ¢{i1 ; mais cette amélioration n'est pas nécessaire
ici ; on ne sait pas gi on peut remplacer la norme dans L1 bar une norme
invariante dans L2 . ce qul serait intéressant pour construire une mesure
invariante par rapport au déplacement d'espace. Dans la these citde, la rapidité

=(n=1)/2

de décroissance est obtenue, ce qui est meilleur pour m arbitraire

3
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la rapidité t-n/2 dans le cas m> 0 s'obtient de fagon identique, en
employant l'expression explicite dans 1'espace physique des distributions
fondamentales du champ libre (v. Bogolioubov et Shirkov, p. 148_150),

On peut obtenir certains résultats pour les équations non-linéaires en

utilisant le lemme ci-dessus : par exenple le

THEOREME., Une solution faible d'énergie finie arbitraire de 1'équation

Nd=w’d+ed® (w>0, g>0, p inpair)

dans un espace de dimension impaire n >3 est asymptotique faiblement, aux

instants + co , & des solutions de 1'équation libre

Of=nd ;

la notion d'asymptotique faible se définit en employant les fonctionnelles
linéaires continues pour la norme correspondant & 1l'énergie du champ

non~linéaire.*

Note * Dans le cas n = p = 3, les solutions sont fortes et le probléme de Cauchy
a une solution unique ; dans les sutres cas, on sait seulement qu'une solution
globale faible existe pour les données de Cauchy arbitraires d'énergie finie ;

v. Bull. Soc. Math. Fr. . 91, p.129-135 (1963). L'énergie dg};a solution de
1'équation non-linéaire définie par les données de Cauchy f£(X) et g(%) du champ
et de sa premitre dérivée temporelle a la forme

“BfH 22 + ”gﬂ: 22 + g(p+ >-1ffp+1 d“. EX‘;

il est donc naturel d'employer les fonctionnelles 1inéaires[5que voici @
g _ 1 >
A (£,8) =< B, By >+<g, h,>+[fhyd X

ol <,,.> indique le produit intérieur dans L. ; les fonctions hi sont fixes
et telles que Bh1 CLZ, h2 63L2, et h3 € L(p+1)/pa Les notions de solutions

faibles et d'allure asymptotique faible sont définies au moyen de cette classe des
fonctionnelles. Notons que 1'hypothése que la dimension de 1l'espace est impaire
&t presque certainement superflue ; pour l'extension aux cos pairs, il est néces-

saire seulement de vérifier dans ce cas la rapidité de décroissance du noyau asso-
cié & l'opérateur e~ €8 |
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Preuve. On utilise la méthode générale de passage & la"représentation
d'interaction", Elle consiste. & étudier 1'équation (1) en remplagant u(t)

par v(t) = enAtu(t) ; 1L'équation (1) prend alors la forme
(6) vio=1L, (v) ou L, (v) = et K(eAtv) ,
et 1'équation (2) a la forme simple

(7) v = const.

L'existence de l'opérateur d'onde future signifie que, étant donnée

une solution v(t) de (6) , il existe un vecteur constant v, tel que

t
v (t) =V, +\f - ® Ls (v(s))ds ,
c'est-a~dire tel que

< v(t) -V, W>0 ,
guand t - + ® , pour tous les vecteurs w du type indiqué (ctest-a-dire
w = (h1, h2) , Ou les normes [}Bh1“ PR “h1u (p+1)/p ’ etl‘h2ﬁ 5 sont
finies).
Pyisque nv (t)‘[ = Hu (t)“ < cte. vu la conservation de 1l'énergie,
il suffit, en utilisant le fait qu'un espace de type Lq y 1 <g< ® , est
faiblement compact et complet (tel est 1'espace définie par 1l'expression

pour 1'énergie en termes des données de Cauchy), de démontrer que

. - [} =
lin, t'_,,oo<v(t) v (t') ,w>=0

pour un ensemble dense de vecteurs w , dans l'espace indiqué ; par exemple,
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l'ensemble de tous les vecteurs w

ml

suppoit compact et indéfi-

niment différentiables.

L'équation différentielle, v (t) - v (%') =J[t? LS (v(s)) as

montre que
<v(t) - v(t), w>= t’f <% (u(s), ¥ w>as .
Fn utilisant 1'estimation
| <& (u(s)) , eAsw>} < |l (u(e)) H1”e he WH o= 0 (ISI—n/z)

(en notant que }lK (u(s»[{1 :J[’¢ (?} s)P’ dﬂ 3' , qui est borné parce que
j] d Ci, t)fz & ot Jf’ Y] Gi, t)]p+15; sont bornés vu la conservation de

1'énergie), on voit que < v (t) - v (t') , w>- 0 .*

Note. Notons qu'il existe une autre convergence faible : le convergence faible
J.:’A e ! N a .
de u(t) - e Vv, vers zeéro, pour ]t[.» 0 , clest-a-dire :

tA
(u(t) ~ e Vo w) = 0
our les vecteurs w indiquée. llais @By P> essenticllenen at &y
1 cteurs d s. ! < o » W>-0 senticll t apre

c lemme de Riemonn-ILebesgus) clest-a-dire Ay conv > friblenment ver $ro.
lc lemme de R nn-Lebesgue) ¢! tire  ebhyv, erge friblement S zéro

est intéressant de noter qu'on neut démentrer, par la né ¢ tsente, le
I est intere t d t w'on peut démentrer, par la méthode présente, 1
feit correspondant dans l¢ cos non-linéairc ; c'est-a-dire, que u(t) converge
faiblement vers zéro

<ult) ,w>-0

, o - tA ,
pour tous les vecteurs w . L& convergence faible de u (t) - ¢ Vv, vers zéro
résulte donc de celle de

\ tA
u (%) et de e Voo o3
elle n'e pas d'intérdt —~our la vheorie de la  dispersion.
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Comme exemple de la construction de 1'opérateur d'onde, appliquant
la variété libre dans la variété physique, qui semble la plus convenable pour
la théorie des chaups quantifiés, nous donnons le

Théoréme. Pour une solution guelconque, ¢0 , 4 'énergiec finie de

1'équation

(04, =n° g, (n>0)

AN\
dont ®, est & support compact dans l'espace-temps de dimension 4, il

existe une solution globale faible de 1l'équation

Of=cg+gd (g>0 ; p impair > 1)

N

gui est asvmptotique & 1l'instant - oo & la fonction ¢0 {on emploie la norme

définic par 1'énergic).

Cette solution est forte et unique pour l'instant voisin de - o ;

(nour p=73 elle est forte et uniqueipartout).

le lemme ci-dessus applique et donne s

g (81 ot = 2

pour t < - 1, ol nous écrivons :

¢O ('s t) = ¢0 (t) .

Nous considérons le définition récurrente

(1) ¢

n+

, (8) =4, (1) + gf E © sin ((IZ = 5)8) ¢n(s)pds .
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Supposons que H¢n (S)H - < Cn s -(5/2-¢) pour s < s, et que l'énergie

(2) o ll¢n (S)H 22

|amma g ) || 7+ || 8, @] ° <22

pour s<s, (s, <0) . I1 s'ensuit que

5) || Bt V)] =

ot &[S || ZELE g (eP| es

On peut écrire

sin ((t - &) B) g (s)P = 5in ((t - s) B) B (s)? ;

B B2
’ i t" B ’
1l'opérateur -S—Jili(——;-)———)- mltiplie la transformée de Fourier de la fonction
B

en question par

sin ((t - 8)(2 + 52)(1/2))
2

m2 + R
ouw R désigne la distance de 1l'origine dans l'espace dual de l'espace physique
E3 . Cette dernitre fonction a une norme dans L, qui est bornée,

2
indépendante de t - s . Il en résulte que

B

H sin ((t - s) B) ¢n (S)Pl o5
B

ol G, est une constante. Or pour une fonction f régulidre

2

o =< e e -0 e R 2o o

o

2

donc 1'égalité 5

lel!22 = m2¥

grad f”22 vaut pour toutes les
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fonctions f du domaine de 1l'opérateur B dans L2 (E3) , On a par consééuent
1
[0, Pl 8jd, |+ [[p b & ma b @]

w2 o)

863?2-Q(p—1)(1!¢n(3)"2 P %{grad ¢n (S)H 2>

ofe-1) o (32 - €)(p1)

<G
- 1 'n n

ol G1 est une constante. En retournant & 1'équation (3) , 11 suit que

CO

I P (t)” S So-e

(p-1) t ds
G, C D —
TG G T fe e T gy

et finalement que

Co (p-1) ~(3/2-€)(p-1) + 1
(4) ”anﬂ (t)n ooS -;3/2—8 G2 ¢ n Dn t

, Pour estimer Dn+1 , notons que 1l'équation (1) implique par la théorie
générale (en notant que ¢n (s)p est une fonction de la classe C1 dans la
norne 4'énergie) 1'équation différentielle

.o

(5) b W+5°g () =-5d BOF .

En formant 1l'intégrale de 1l'énergie de la fagon bien connue, on obtient

1'équation
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(&) “ et (t)” >t B g W], + G3f <f (s)?, fzan (s) > ds = B,

ol G3 et E, sont constantes (E, étant 1'énergie D, du champ libre g,

comme il apparait clairement en faisant tendre t wvers - oo)

2 < B C0 s oy (00> sl 2 1 o) (o) ]| B (]

de la définition de Cn il résulte que

n

<DD /t o(p-1) (/=€) (1) oo
¢ee = nntlt/ - 00

et que

L/f oD<ngn(s)P ) éfn+1(s)>ds§c(§‘1)D D .G o,

n ntl 4

ol G4 est une constante. Finalement, on obtient :

(8) “ fifn+1(t)H 2 + ” B ¢n+1(t)” ggEo + 6, cr(lP‘” D D, (3/2=€)(p=1) + 1

Considérons maintenant les deux relations de récurrence (4) et (8) ;

on peut choisir C, arbitrairement petit, puisque “ Qfo(t)“ o= O(t‘3/2) et

€>0 ; en particulier on peut choisir C, < 1/2 . En choisissant lso§

suffisamment grand, on woit que G (Do+1)!sol(-3/2 - €)(p=1)+1 est arbitrairement

2

. 1 . . N
petit, par exenple < ) et en particulier C1 <1 . Coure hypothese de
récurrence, supposons Laintenant qu'on a aussi ¢ 02 <1, ceey Cn <1 , ainsi

que @ Dk<DO +1 pour k=1, 2 ..., n. I1 en résulte que Cn+1 <1 et qu'on

peut choisir

2_ .2 4 -(3/2-€) (p-1)+1
D 4" SD;+cte. DD, |8,
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En choisissant ‘sol plus grand si nécessaire, on obtient

d'ol il suit finalement que

< .
Dn+1 <D, +1

Donc les constantes Cn et Dn restent bornées. On peut maintenant
achever la preuve, essentiellement en employant de la facon usuelle la
méthode d'approximations successives .

La preuve démontre aussi que l'application de

¢° sur ¢ conserve 1'énergie : 1'énergie libre de ¢0 est égale &
1'énergie du champ physique ¢ , & un instant quelconque.

Ltunicité résulte de la méthode des approximations successives.
L'existence globale de la solution est prouvée dans des articles que cite
la bibliographie.

Les résultats précédents ne semblent pas suffire pour transporter
la mesure faible de la variété des solutions libres sur la variété des

solutions physiques. lais on peut construire une telle mesure dans le cas

traité par le

Corollaire. Supposons que ¢O est une solution de 1'écuation

¢, =x g, ,

telle que pour un instant t,
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g, (t,), grad ¢ (t,), et §o(t,)

[ad
Sont dans le domaine de l'opérateur e £B (dans L1). Alors, il existe une

solution unique de 1'éguation

(8) (¢ =0+ ()

5 . , 1 . -
(o f est une fonction donnée de classe C  qui s'annule au voisinage de

zéro et dont la dérivée est bornée) qui & l'instant - oo est asymptotique &

la fonction ¢O (et, en fait, identique & ¢o , pour les instants voisins

de 1'instant - 00).

L'opérateur d'onde [l est done défini sur la variété des solutions

libres de classe C60 et de support compsct dans 1l'espace, & chaque instant

.
b4

ff est invariant par le groupe de Lorentz.

Preuve : il est clair, vu le lemme, que avant un temps t, , la fonction
g, ect assez petite pour que f(F,(t)) =0 pour t<t, ; c'est-a-dire pour
t<t,, ¢0 satisfait & la méme équation que @ . Cependant, sous les
conditions imposées & la fonction f , il y a une solution unique globale de
1'équation (8) , ayant, & un instant quelconque, les donnée de Cauchy d'énergie
finie. Vpici prouvée l'existence de 1l'opérateur d'onde future i~ .

Ltinvariance par le groupe de Poincaré dit que
(9) U (L2 =Tu, (L)
oi U,(L) et U(L) désignent l'action de la transformetion L de Poincaré
sur les variétés libres et physiques, respectivement. Les opérateurs intervenant
ici sont tous continus sur les espaces des données de Cauchy, norme indiquée
au~-dessus (qui dépend de eEB) on en déduit aisément qu'il suffit de vérifier

1'équation (9) sous sa forme infinitésimale
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(10) au x) 2 =Tlav, (X) ,
ou X désigne une transformation infinitésimale du groupe de Poincaré et dV
désigne l'action infinitésimale induite par 1l'action finie V .
En écrivant @(t) =¢ (., t) , on peut décrire 1'opérateur [L trans-
. . . . \ ' ’ . — 2
formant le champ libre Qf qui satisfait a l'équation D ¢° =1 ¢ en le champ

@ , qui satisfait & 1'équation non-lindaire

t  sin (B(t - s)) £ (P(s)) as .

- 0 B

(11) dt) = & () + [

En appliquant la transformation de Lorentz infinitésimale QU (X) & 1la

solution Qf de 1'équation non-lindaire, on obtient une solution de 1'équation

(12) Of=w¥+2 @¥ ,

dont les donndes de Cauchy & un instant quelcongue T ont la forme

RO NONNE FORENCHINS

Or dU, (x) applique Qfo sur XQfo , donc r- au, (X) applique Qfo sur la
solution de 1'équation définissant l'action de all ; cette action transforme
un vecteur szo tangent & la variété libre au point ¢o en le vecteur ¥

tangent & la variété physique au point g = F—QSO qui est donné par 1'équation

(13) OB RORY AL L RN ORI

qu'on peut obtenir par ls différentiation de 1'équation (11) par rapport &
la fonction @0 . L'équation (13) est la méme que la forme intégrée de

1téquation (12) . Pour un instant t suffisamment petit, la valeur ¥ (t)
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donnée par 1'équation (13) est identique & celle de ﬁo(t) , puisque
g (¢') =0 pour t'<t , donc f' (4 (s)) =0 . Pour le méme instant,
les données de Cauchy pour 1'équation (12) sont les mémes que pour ¥, ,

donc la fonction J donnée par 1'équation (12) est la mdme que celle donnde

par 1'équation (13) .
Ltapplication [Z induit donc une application des mesures n, de
la variété M, des solutions libres & support compact dans l'espace sur les

mesures m de la variété M des solutions physiques de supports compacts

dans l'espace, de fagon naturelle :
-1
m (M) =m, (E7°(0)

N étant un ensemble arbitraire mesurable. Mais les mesures qui interviennent

dans la théorie des champs gquantifiés ne sont pas les mesures conventionnelles ;

ce sont seulement des mesures faibles (de probabilité) ; par exemple, la distri-
bution (au sens des probabilités) normale invariante dans l'espace de Hilbert
ﬁo , qu'on obtient comme fermeture de la variété libre M, par rapport & la
forme unique relativiste positive définie sur M, , se rattache intimement au
vide libre ; mais elle n'est pas définie par une mesure conventionnelle dans
ﬁo . La méthode de Gelfand et Vilenkin [ 3] donne une possibilité d'inter-
préter une mesure faible comme une mesure conventionnelle dans un espace
linéaire choisi convenablement, mais il semble que les difficultés réapparaissent
sous une autre forre.

Une mesure faible finie dans un espace lindaire topologique L est,

par définition, une epplication lindaire des fonctionnelles lindaires continues

de L sur les fonctions mesurables d'un espace ayant une mesure conventionnelle
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finie (qu'il n'est pas nécessaire de spécifier d'une autre facon .

I1 existe une facon naturelle d'interpréter une fonction de Baire d'un nombre
fini de telles fonctionnelles linéaires comme une fonction mesurable, et de
1tintégrer, quand elle est bornée ; mais & une fonction réguliére quelconque
(non lindaire) sur l'espace L méme si elle est de classe ¢® et bornée,
ne correspond pas de fonction mesurable, et on ne peut pas 1l'intégrer, bien que
la mesure de tout ltespace est en un sens fini .

De tels concepts faibles se transforment de facon compliquée par les trans-
formations non-lindaires ; par exemple, la transformée de la distritution

. . / . 00
invariante normale par un homeowmorphisme de classe C de l'espace MM,
ntexiste pas, en général, Les transformations qu'on peut raisonmnablement appli-
quer aux mesures faibles sont essentiellement celles dont la différentielle ne
différe d'un opérateur unitaire que par un opérateur compact convenable. Plus
particuliérement, nous utilisons la thése de Gross 5] , dans laquelle il est
démontré qu'une fonction donnde dans un espace de Hilbert correspond naturel-
lement & une variable aléatoire bona fide relativement a la mesure faible
normale citée ci-dessus, si elle est "Gross-continue" : il existe une suite d‘'opé-
rateurs de la classe de Hilbert-Schmidt GT’ G2, coeeees tels que : (i)

* . . . . e
tr Gn Gh‘@.O H (ii) pour chaque n et € >0 il existe un opérateur K de la
’

classe de Hilbert-Schmidt tel que [f(x) - f(y)] < ¢ si X (x -yl <1

”an"‘< i, u Gny}l'< 1 . En utilisant cette notion, on peut démontrer le

THEOREME. Pour 1'équation L] = o2 @ + £(¢) (f comme ci-dessus)

l'opérateur d'onde future de la variété M, (des solutions libres) transforme la
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mesure normale faible de M, dont 1'opérateur de covariance C est suffisamment

régulier, en une mesure bien définie faible de 1l'espace des données de Cauchy

4 un instant t fini quelconque pour 1l'équation non-lindaire ; cette mesure est

invariante par le déplacement dans ie temps : on peut choisir 1'opérateur C

tel que 1'état du champ libre quantifié associé & C est arbitrairement voisin

de 1'état du vide (dans la topologie faible).

On ne sait pas si l'on peut transformer par l'opérateur d'onde la mesure
normale de la variété libre dont 1'opérateur de covariance est égal & I et qui
est associde & 1'état du vide, cn une mesure de la variété physique ; du point
de vue physique, il n'est pas déraisonnable que ce soit impossible, puisqu'on
ne peut pas observer le vide physique exact.

La preuve du théoreme dépend principalement des inégalités concernant la
propagation définie par 1'équation non-lindaire différentielle, qui a servi &
établir les conditions de Gross. En notant que ﬁ e ng,t1j§ I’Cf{]z pour un
opérateur C convenable, on peut appliquer le lemme pour transformer une
mesure de M, en une mesure de M . Ia condition de Gross pour la cuasi-
invariance dépend finalement d'estimationsde la trace absolue des opérateurs
associés aux solutions élémentaires opérationnelles des dquations variationnelles
du premier ordre.

On peut peut-&tre clarifier la signification de l'invariance de la mesure
par une interprétation du point de vue de la théorie des équations différentielles
stochastiques. Cette invariance signifie essentiellement qu'il existe une

solution de l'équation

=<

1

G

o

o<

+

H
«
~—r
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v
ol les valeurs de la fonction ¢ ne sont pas des nombres, mais des variables

aléatoires ; et que pour t fixe, la distribution probable des valeurs

MY

4 b
¢ G;, t) et ¢ (', t) , pour toutes les valeurs et ?“ , est indépen—-
dante de 1l'instant t . D'ailleurs, on peut choisir la distribution probable

asymptotique & 1'instant - oo & la distributicn normale donnée.

Pour indiquer la preuve brieveament, notons que 1l'inégalité

lle B2l < Jesl]

*
implique que toutes les solutions libres appartenant & un méme voisinage ,

suffisamment petit, (dans la topologie de Gross décrite ci-dessus) coincident
avec des solutions de l'équation non-linéairc aux dérivées partielles donnée
pour t<t, , ou t, est le méme pour toutes les solutions. L'application
ﬁo.» ¢ est alors 1'identit? , dans ce voisinage de Gross, pour l'instant +t
tel que t<1t, ; donc cette application, sur 1l'espace des données de Cguchy
pour de tels instants, est Gross-continue, dans le voisinage en question.
Maintenant, pour transporter la mesure & un instant arbitraire, il
est nécessaire de déwontrer que la propegation d'un instant fini & un autre
est faiblement continue dans la topologie de Gross. Pour cela il est & nouveau
nécessaire que C £1 ; en effet, pour la distribution normale dans 1'espace

des données de Cauchy & l'instant t qui corresypond au vide libre, la valeur

* Le théorsme dc Gross s'applique & la resure normale de 1'opérateur de

—(1/2),

detovariance I si x est un vecteur aldatoire de la distribution normale

covariance C : il suffit de remarquer que a la distribution normale

ayant C pour opérateur de covariance.
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o~
@ (X, t) n'est pas une variable aléatoire bien définie, mais seulement une
. . >
variable aleatoire faible ; par conséquent, la fonction f (¢ (X, t))

*
n'est pas définie ; elle n'est ni une variable aldéatoire forte, ni méme faible.
Pour C =3B et pour toute fonction de B de croissance plus rapide, ol a
est un constant qui dépend de la dimension de 1'espace, /] (?, t) est une
variable aléatoire bien définie, ce qui explique que 1l'équation différentielle
puisse induire une loi de propagation de la distribution probable correspondante

by 0 . . z . *
& C , en utilisant le critérium de Gross .

* Mais on peut peut-étre imaginer une autre définition pour £(g C;,t)).
A propos de cette question, dans le cas de l'espace de dimension un, on peut

définir ¢€;,t)r comne étant une variable aléatoire faible pour r =2, 3, ...,
méme quand C = I , au moyen d'une définition spéciale qui comporte une sorte de
renormalisation de la masse. Cependant, on ne sait pas comment énoncer cette
définition pour d'autres distributions probables, suffisamment générales pour
former une classe invariante, wméme infinitésimalement, pour la propagation que
définit 1'équation non linéaire.

* Nous n'utilisons pas explicitement les variables aléatoires ¢€;,t) .
Ces variables forment, & un instant t fixe, une généralisation nouvelle a
l'espace de plusieurs dimensions du mouvement Brownien de Wiener ; vraisemblable-
ment, il est possible de choisir une fonction représentative (partout définie)
pour toutes les valeurs aléatoires de 4 C; )

X,t

(qul d'abord ne sont que des classes d'équivalence des fonctions mesurables
définies presque partout de telle fagon que ¢ (., t) soit continue avec la
probabilité un, en généralisant le théoréme de Wiener ; mais les preuves usuelles
ne se généralisent pas. Sy c'est possible, alors 1l'équation différentielle pour
(x t% aléatoire vaut probablement au sens classique ; cette question est
1l'analogue pour les équations stochastiques de la question de régularité des

solutions généralisées des équations aux dérivées partielles classiques.
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La mesure invariante m dans M détermine un espace L, (M)
ainsi qu'un groupe & un paramétre unitaire induit par les déplacements dans le
temps. Pour définir aussi les opérateurs auto-adjoints du champ il est nécessaire
d'établir dans les cas convenables par la méthode de Gross citée la "quasi-
invariance". Un groupe de transforuation T & un paramétre qui ne conserve pas
la mesure, mais qui est quasi-invariant, détermine cependant un groupe unitaire
U (T) & un paramdtre, d'une facon bien connue, par multiplication par la racine
carrée de la dérivée de Radon-Nikodyn de la mesure transformée de la mesure
originelle :

an (Tx)

dn (x)

U(T) : £ (x)=f (Tx)

Le fait qu'on peut choisir C tel que la mesure normale correspondante
définit un état qui est arbitrairement prés du vide libre ne concerne que le
champ libre, et nous ne discuterons pas davantage cette question. En formant la
somre directe des champs obtenus pour tous les opérateurs C adnmissibles, on
obtient un analogue au systéme de Weyl pour les champs libres qui est indépendant
de la représentation associée aux relations canoniques de commutation. On peut
définir le vide physique similairement, comme un état régulier de cette algebre
d'opérateurs, qui est invariant par les déplacements dans le temps, et tel que le
spectre d'énergie, dans 1'espace de Hilbert X déterminé par 1'état, est non-
négatif. Si cet état existe, le sous-espace engendré par l'action du champ sur le
représentant dans X du vide constitue 1'ensemble des états physiques

normglisables du chaup quantifié .
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On ne sait pas s'il existe une mesure invariante par le groupe dc Polncard
sur la variété des solutions d'une équation relativiste ron-linéaire ; du point de
vue physique, le probléme suivant est plus important : on ne sait pas gqlil existe
une mesure invariante par les déplacements dans le temps tzlle que le spectre

d'énergie correspondant est non-négatif.(Vraissmhlablement, une telle mesure
doit étre invariante par le groupe de Poinceré, neis la réciproque n'est pas
vraie méme dans le cas libre). Puisque la dynamique est plus fondamentale ¢ue
la symétrie, et puisque nous avons une équation dynamique bien définie pour le
champ quantifié, il n'est pas important d'insister sur 1'invariance par le
groupe de Lorentz. Ln fait, cette invariance doit résulter de 1l'invariance de
1'équation pour le groupe de Poincaré. On peut donc éclairer la théorie par la

congidération des équations qui sont seulewrent ‘nvariantes par les déplacements

dans le temps. Les plus simples de ces équations cont les équations de la forme’
2
(14) Oe¢g=u"¢g+v(x)¢

ou V (x) est une fonction donnée. De telles équations interviernent dans les
calculs de la théorie des champs et exhibent, sous forme plus explicite, beaucoup

des difficultés qu'on a pensées &tre assocides avr systemes non-lindaires*

* Ltapproximation (= I.- A +7V (X))(1/2)HJ LA g (XZ
2n om

conduit & une

théorie de la dispersion par un potentiel qui es® plus sinple que la théorie de
1'équation (14) ; peis cette approxirmation déforrme la localisation dans 1'espace
elle est donc un guide incertain pzu sir pour le divoloppenent de la théorie des
interactions locales, définies par des équations au: dérivées partielles.

*  par exemple, on ne peut pas effectuer par une tlansformation unitaire la

transformation canonigque qui rzlie le systenme au systems libre .

we
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in fait, 1'étude d'une telle équation introduit une structure complexe
sur la variété de ses solutions ; cela remplace peut-8ire la difficulté de
congtruire le vide dans le cas non-linéaire, et évite, en partie, cette
construction. Cette structure complexe a les propriétés suivantes : elle est
invariante pour les déplacements dans le temps ; elle est invariante par
1'opérateu.rS(3 de dispersion, quand il existe. On peut construire le sous-
esgpace contenant le vide et invariant par 1l'opérateur du champ dans ce ‘cas,
et démontrer ¢u'il est constitué, comme dans le cas libre discuté dans la
premierce confdrence, par toutes les fonctions holomorphes et de carrés sommables,
sur la variété des solutions. L!'oplrateur So de dispersion pour le chaup

=Y

quantifié cst obtenu simplement comme 1'application de ce sous-espace en lui-méme

£(d)-> £(sg )

induite par Sc . On peut vérifier explicitement qu'on obtient une théorie en accord
complet avec ce gu'on prévoyait heuristiquement.

L'analogue non-linéaire de cette étude consiste & prolonger la
structure symplectique définie ci-dessus, dans la variété } des solutions de
1'équation non-lindaire donnée, en une structure Kihlerienne compléte
convenable., Une telle structure résulte de la détermination d'une structure
complexe convenable ; si J¢ désigne 1l'action de l'unité complexe i dans
1l'espace tengent au point ¢ de M , la structure Riemanniemne G correspon-

dente est donnée par 1'éguation
G¢ (A,A1) = QQS(JQS)\,)\') s

o (1 est la forme fondementale symplectique. Quent & la détermination de cette
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structure complexe, notons que la condition de 1l'invariance dynamique ne suffit
pas & la définir sans ambiguité. En effet, il existe, dans l'espace des données
de Cauchy a un instant t, , une infinité de structures Kdhlériennes qui sont
compatibles avec la forme sur cet espace qui correspond & la forme Q (c'est-
a-dire son image par l'application d'une solution sur ses données de Cauchy &
lt'instant 1, ) ; on peut propager toutes ces structures Kihlericnnes & 1l'espace
des données de Cauchy pour un instant arbitraire, nar 1'équation différentielle
donnée ; on obtient ainsi diverses structures invariantes temporellcment dans 1M .
Dans le cas d'une équation relativiste, ajouter la condition d4'invariance
de la structure complexe par le groupe de Poincaré ne suffit pas toujours,
semble-t-11l, & détcrminer une structure unique. Il est tres difficile de donner
un exemple explicite de deux telles structures qui différent, mais on peut
obtenir comue suit une raison formelle de douter de cette unicité.
Supposons que les opérateurs d'onde passé et futur existent et sont invariants
par le groupe de Poincaré ; alors, on peut trensférer la structure Kdhlerienne
usuelle de la variété 1, des solutions libres (structure unique parmi les
structures lindaires relativistes de cette varidté M, ), & la variété M ae
deux facons, & savoir, par les deux opérateurs d'onde. On peut penser que
ces structures doivent coincider ; mais cela n'est pas probable, En fait,
1tidentité de ces deux structures complexes signifie précisdment que 1'opérateur
de dispersion S5 est analytique (complexe), par ranport & la structure usuelle
dans M, ; puisque S est symplectique, S est alors un automorphisme de la
variété Kdhlérienne [, ; en particulicr, S cst une isométrie ; mais une

isométrie d'un espace de Banach est nécessaircment lincéaire ; ceci ntest
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certainement pas le cas pour l'opérateur de dispersion d'unc équation non-
linéaire en général.

I1 est maintcnant clair, que la condition supplémentaire qu'il faut
imposer & la structure complexe J¢ est celle de 1l'invariance par rapport a
1topérateur de dispersion 8 ; on peut regarder cette condition comme une
condition aux limites servant & compléter 1l'écuation différentielle d'ordre deux qui
permet d'exprimer la condition de 1l'invariance dynamique. Plus explicitement, désignons
par j (#, t) 1taction de 1'unité complexe i , au point @ de M , dans la
représentation de 1l'interaction décrite ci-dessus, & l'instant t ; c'est-a-dire
3 (¢, t) agit dans 1'espace des domndes de Cauchy de ¢ et est défini par

1t'équation

3 () = (ar) 34 (@)

Pt 1 f e ~tA (%)
(ici A désigne l'opérateur qui permet de mettre 1!'équation libre sous la forme
abstraite u' = Au ; u (t) désigne les donnde de Cauchy pour @ & 1'instant

t ). La condition supplémentaire donnée a alors la forme

i@, ~)=3 (8, +o0) .
On peut exprimer la condition d'invariance dynamique par une équation différentielle
pour j (¢, t), de la forme j! (ﬁ, t) =L j(ﬁ, t) , o L désigne un opérateur

qui dépend de t et ¢ ; de plus on a, bien entendu, les conditions algébriques :

°

5 (8, )% =<1

J (¢, t) est symplectique «
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La résolution de cet ensemble d'équetions différentielles, avec les conditiong
aux limites et algébriques indiquées, fournit seulement une structure presgue
complexe ; la question de son intégrabilité reste ouverte.

La question de l'existence d'une structure complexe convenable est done
assez compliquée ; mais on peut donner une conditicn suffisante en termes plus
habituels, portant sur 1l'existence de formes qusdratiques invariantes associées
4 des équations différentielles linéaires.

Théoréme, 11 existe une structure Kihlérienne dans la variédté des solutions

de 1'équation non-linéaire du type indiqué ci-dessus si les opérateurs d'onde

existent et sont réguliers, et s'il existe, pour chaque solution ¢ de 1'équation

des

aete]

non-linéaire, unc forme quadratique non-dégénérée Qﬁ sur l'espece I

solutions de 1'équation libre, qui cst invariante par l'opératcur lindaire tangent

4 l'opérateur de dispersion au point ﬁ et telle que Qr~¢ comme fonction de
- (o)

°

1'élément @, de 1, cot le Hession d'une fonction fixe de I

En fait, si lcs formes Q¢ existent, on peut définir la structure jﬁ

comne il suit @ d'abord, on ciéfinit
. 2\(1/2
J¢'=T/(—T)(/)

ou T ddésigne 1l'opérateur unique anti-symétriquc par rapport & la forme Qﬁ

?

tel que f?(ﬂ%,UJZ) = Qq (T\Ui,ﬁ‘z) pou les solutions arbitraires de 1'équation

libre ; le théoréme spectral pour lcs opérateurs normaux dans un espace de

Hilbert implique l'cxistence cde 3¢: S j:j définit alors une structure

presque -complexe dans la variéié dcs solutions iibres S 3 on peut transformer
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cette structure par l'opérateur d'onde passé ; on obtient ainsi la structure
presque complexe j¢ dans M . le point essentiel du théoréme est la
vérification des conditions d'intégrabilité de cette structure. La preuve
résulte d'un calcul explicite de la différentielle‘a¢j¢ et des commutateurs
des champs de vecteurs ; ce calcul est assez analogue & celui de 1l'appendice de
la vartie II,

Bn général, la structure Ricmannienne subordomnée a la structure
K¥hléricnne est tout & fait différente de la structure définie par les formes

Q¢ . Par exenmple, pour 1l'équation

Od-n’g+v &@F ,

on peut prendre commc forme Q¢

Q (A, X) =HBM\2Z +H'A i 22 ’

ol B est l'opérateur indicué ci-dessus et ]}.i’ indicue la norme L, dans

2 2
1'espace12; clest la forme de 1'énergie. On peut calculer la forme positive

définie de la structure Kghlériemne et l'on obtient

.

5722 4 (/2 K2

Dans lc cas relativiste, c'est-i-dire dans le cas ou V =0 , cette derniere
forme est invariante par le groupe de Lorcntz, tandis que la forme de 1'énergie
n'est jamais invariante,

La forme positive définie par la structure Kiéhlérienne détermine
essenticllement l'espérance du produit de deux opératcurs du champ cuvantique

(2”3
¢ dans 1'état du vide.
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Pour une autre étude de la construction d'une structure complexe,

dans lc cas du champ libre sur un esnace-temps courbe, voir les travaux de

A. Lichnerowicz [ 8 | et de B, Combet [ 2 ]. Ces travaux concernant principa-
lement la définition des opérateurs de création et d'annihilation pour le

champ quantique, mais cette question est reliée étroitement & ce que nous
considérons ici,

Quand unc structure complexe convcenable cxiste, il convient de modifier
les opérateurs différentiels ’% (x) de la variété M , que définit la partie
IIT, dc telle fagon que ces opérateurs devicnnent holomorphes quand on les

o~ n
transforme par un opérateur fixe K : @ (x) - k¢ (x) - , qui n'aifecte pas
les propriétés fondamentales du champ ; on peut alors identifier le sous-espace
engendré par ltaction des opérateurs du champ sur le vide avec le sous-cgpace
des fonctionnelles holomorphes., Prouver l'existcnce de 1l'opérateur K est un
probléme tout & fait difficile ; heureuscment, il n'est pas nécessire de
résoudre ce nrobleme pour calculer l'énergie et 1'opératecur de
dispersion du champ quantique, qui seuls sont actuellement observables physi-
quenmcnt ; comme dans lc cas  d'un champ satisfaisant & une équation linéaire,
on peut définir 1'éncrgic et ces opérateurs de dispersion comme les opérateurs
linéaires induits canoniquencnt dans l'espace des fonctionnelles holomorphes

par les opérateurs corrcspondants classiques (non-lindaires).
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